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Aufgabe 9.1 (LP-Norm II) (8+2+2+2+2+2 Punkte)
Seien p € [1,00), a < b € R und f € R([a,b],R). Sei [|p» wie in Aufgabe 7.1

definiert, also
b 1/p
A= | [117)

Weiter definieren wir

[fleee == [IfllL~ = sup |f(z)].

z€[a,b]
Beweisen Sie folgende Aussagen.
a) Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gilt
[fler = [f]Le fiir p — oo.

b) (C°([a,b]),[-]r») ist ein normierter Raum.
c) Seien f € R([a,b],R) und £ > 0. Dann gibt es eine Treppenfunktion g: [a,b] —
R, die

[f—glr <e
erfiillt.
d) Fir f € R([a,b],R) und € > 0 gibt es eine stetige Funktion g: [a,b] — R, die
[f —gler <e
erfiillt.

e) Der normierte Raum (C°([a, b)), []r») ist nicht vollstéindig.

f) Fiir p # q € [1,00] gibt es kein ¢ > 0, so dass fiir jede Funktion f € R([a,b],R)
1
—[fler < [fle < c[f]Le

c

gilt. Aber es gibt ein ¢ > 0, so dass eine der beiden Ungleichungen stets gilt.
Hinweis: Benutzen Sie die Héldersche Ungleichung.

Aufgabe 9.2 (3 Punkte)
Seien a < b € Rund f € R([a,b],R). Zeigen Sie

b
/f(:z:) sin(kz)dx — 0  fiir k — oo.

Hinweis: Betrachte zundchst den Fall, dass f eine Treppenfunktion ist.



Aufgabe 9.3 (Bemerkung 5.69 aus der Vorlesung) (2+(2+2+2) Punkte)

a) Sei a € R und sei (f;)icr C Rioe([a,0),R) eine Familie von lokal Riemann in-
tegrierbaren Funktionen. Es gebe g € Rioc([a,00), R) mit [~ g < oo und mit
|fi(x)|] < g(x) fir alle ¢ € I und alle z € [a, 00). Zeigen Sie, dass die uneigentli-
chen Integrale faoo fi gleichméfig konvergieren, d.h. dass die Grenzwerte

xr—r 00
existieren und die Konvergenz gleichmé&fig in ¢ € [ ist.
b) Wahlen Sie zwei der folgenden Beispiele aus (a € (0,1), z € [1,00)):
(i) fa(z) = ar “re)
(it) fa(z) = a2~ 0+e)

a, ze[+ L1
(i) Jule) = IR
0, sonst.

[e%
Berechnen Sie jeweils

/h un /m—gg o

und untersuchen Sie, ohne Teilaufgabe a) zu verwenden, ob gleichméfige Kon-
vergenz vorliegt und ob eine Majorante ¢ fiir die f, existiert, d. h. eine Funktion
g wie in Teilaufgabe a).

Aufgabe 9.4 (Lemma 5.61 aus der Vorlesung) (8 Punkte)
Beweisen Sie: Seien a < b € R und f € Ryoc((a, b) ]R) mit f > 0. Existiert

/f oder hm/f,

a+6
so gilt
b b—6
[r=tm [ 1
a a+o
Sei nun f € Rjoe((—00,00),R) mit f > 0. Existiert
/ f  oder lim [ f,
Tr—r0o0
so gilt
f=lim [ f.
xr—r0o0

—00 —x



