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Aufgabe 1.1 (4 Punkte)

Seien E,F Banachräume und sei Ω ⊂ E offen und f ∈ Ck(Ω, F ), k ≥ 1, injektiv.
Sei weiterhin Df(x) ∈ Ltop(E,F ) für alle x ∈ Ω. Beweisen Sie: f(Ω) ist offen und
es gilt f ∈ Diffk(Ω, f(Ω)).
Sie erhalten 3 Punkte für den Fall E = F = R

n.

Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

Sei A : Rn → R
n linear mit rkA < n. Zeigen Sie, dass es m ∈ N>0, eine Teil-

menge I ⊂ {1, . . . , n} mit m Elementen und lineare Funktionen ϕj : R
I → R,

j ∈ {1, . . . , n} \ I, mit Ay(x) = 0 für alle x ∈ R
I , wobei y(x) = (yi(x))1≤i≤n ist,

mit

yi(x) =

{

xi, i ∈ I,

ϕj(x), j 6∈ I,

gibt.
Beweisen Sie dies zunächst mit Linearer Algebra und zeigen Sie dann, dass dies
auch aus dem Satz über implizite Funktionen folgt.

Aufgabe 1.3 (4+2 Punkte)

Sei f ∈ C1(Rn,Rn) mit |f(x)| → ∞ für |x| → ∞. Sei y ∈ R
n mit detDf(x) 6= 0

für alle x ∈ f−1({y}).

(i) Zeigen Sie, dass es ε > 0 und zu jedem x ∈ f−1({y}) eine offene Umgebung
Ux gibt, so dass f |Ux

: Ux → Bε(y) ein Diffeomorphismus ist.
(ii) Zeigen Sie, dass f−1({y}) nur aus endlich vielen Punkten besteht.

(iii) Zeigen Sie, dass die Umgebungen Ux paarweise disjunkt und so, dass

f−1 (Bε(0)) =
⋃

x∈f−1({y})

Ux

gilt, gewählt werden können.

Aufgabe 1.4 (4+2 Punkte)

Betrachten Sie die folgende Abbildung:

Φ : Rn×n −→ R
n×n,

A 7−→ AtA− 11.

(i) Beschreiben Sie die Bildmenge im(Φ) von Φ. Ist dies ein Unterraum von R
n×n?

(ii) Was ist Φ−1(0)?



(iii) Berechnen Sie die Ableitung DΦ(11)〈B〉. Zeigen Sie, dass die Abbildung

R
n×n ∋ B 7→ DΦ(11)〈B〉 ∈ Sym(n)

surjektiv ist.
(iv) Zeigen Sie, dass es ein m ∈ N, eine Umgebung U ⊂ R

m mit 0 ∈ U , eine
Abbildung Ψ: U → R

n×n mit Ψ(0) = 11 und eine Umgebung V von 11 ∈ R
n×n

mit Φ−1(0) ∩ V = imΨ ∩ V gibt.
(v) Zeigen Sie, dass es für jedes A ∈ Φ−1(0) ein m ∈ N, eine Umgebung U ⊂

R
m mit 0 ∈ U , eine Abbildung ΨA : U → R

n×n mit ΨA(0) = A und eine
Umgebung VA von A mit Φ−1(0) ∩ VA = imΨA ∩ VA gibt.


