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Aufgabe 10.1 (4+2 Punkte)

(i) Sei (X,.A) ein messbarer Raum und seien f;: X — R™ A-B™-messbare Funk-
tionen, ¢ € N. Zeige:

{z € X : Die Folge (f;(z));en C R™ ist beschriankt} € A.

(ii) Die Mandelbrot-Menge M ist die Menge aller komplexen Zahlen ¢ € C, fiir
welche die rekursiv definierte Folge komplexer Zahlen (z,),en mit dem Bil-
dungsgesetz

ZQZO,

2
Zn41 = 2, T C

beschrinkt bleibt. Zeige, dass die Mandelbrot-Menge eine Borelmenge ist.

. Im[c]

Re[c]

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge
Hier findet sich auch weiteres, sehr schones Anschauungsmaterial.

(iii) Zeige, dass Ml C B2(0) ist und fiir alle ¢ € M in der oben definierten Folge
stets |z, | < 2 gilt.

Aufgabe 10.2 (4 Punkte)

Lies und verstehe Kapitel 10.4.4 Metrische Mafle im Skript. (In Definition 10.53
muss man ,,N“ durch ,,U“ ersetzen.) Erklire die Beweisstrategie von Theorem 10.54.
Fertige dazu auch eine beschriftete Skizze an, die der Anschauung und dem Ver-
stéandnis des Beweises dienlich ist. Erklire aukerdem die erste Gleichheit in (iv),
sowie O\ O, = |J A; und d(0,ND,LOND) > d(0,,00) > L. Beweise schlieRlich
j=n

noch die Umkehrung des Theorems: Gilt B(X) C A(u*), so ist das dufere Mafs p*
metrisch.
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Aufgabe 10.3 (4 Punkte)
Seien n,m € N>;. Beweise:

(i) Jede offene Menge O C R™ lésst sich als abzéhlbare Vereinigung von paarweise
disjunkten Intervallen I; der Form (a,b] schreiben, a,b € Q™. Es gilt

An(0) =) Vol (I).
jEN
Hinweis: Theorem 10.64 im Skript.
(ii) Es gilt £,,, ® L,, C L4 und fiir A € £,,, und B € L, gilt A\jpn(A X B) =
Anl(A) - An(B).
Hinweis: Betrachte zundchst offene Mengen A, B, dann kompakte und schliefs-
lich den allgemeinen Fall. Benutze Korollar 10.63 und die Vollstandigkeit.

Aufgabe 10.4 Topologische Grundlagen 1 (4 Punkte)

Sei X ein Hausdorff-Raum. (Sie kénen auch dann die volle Punktzahl erhalten,
wenn Sie annehmen, dass X ein metrischer Raum ist.) Beweise:

(i) Sei K C X kompakt und sei p € X \ K. Dann gibt es offene Mengen U und
W,sodasspe U, K CW und UNW = () gelten.

(if) Sei (K;)ier eine Familie von kompakten Teilmengen von X fiir eine beliebige

Indexmenge I, so dass (| K; = () gilt. Dann gibt es ¢1,...,4, € I, so dass
iel
bereits K;, N...NK;, =0 gilt.

(iii) Sei X lokal kompakt. Es seien U C X offen und K C U, wobei K kompakt
ist. Dann gibt es eine offene Menge V', deren Abschluss V kompakt ist, so dass
KcCcVcVcU gilt.

Hinweis: Finde im Fall U C X zundchst mit (i) zu p ¢ U eine Menge V,, mit
K cV,CV, p¢&V, und kompaktem Abschluss V,. Verwende dann (ii) mit
V,nCU.



