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Aufgabe 11.1 (4+3 Punkte)
(i) Sei (X, A, p) ein Mafraum. Seien A; € A, i € N, mit > u(A;) < co. Zeige,
i€N
dass die Menge der z € X, die in unendlich vielen der A; enthalten sind, eine
p-Nullmenge ist.
(ii) Zeige oder widerlege: Es gibt einen Mafraum (X, A, 1) mit pu(X) < oo und

eine Folge (A4;)ien C A mit Y pu(A4;) = oo, so dass fiir jedes z € X die Menge
ieN
{i € N: z € A;} endlich ist.

Aufgabe 11.2 (4 Punkte)

(i) Zeige, dass & ~y : <= x —y € Q eine Aquivalenzrelation auf R definiert.
(ii) Wahle mit Hilfe des Auswahlaxioms ein Représentantensystem A C [0,1)
beziiglich dieser Aquivalenzrelation.
(iii) Zeige, dass A nicht Lebesgue-messbar ist, dass also L(R) C P(R) gilt.
Hinweis: Stelle R mit Hilfe von A dar. Nehme dann an, dass A € L(R) gilt,

und zeige A(A) > 0 in diesem Fuall. Betrachte schlieflich ~ |J (x+A), um
z€[0,1)NQ
einen Widerspruch zu erhalten.

Aufgabe 11.3 Halbstetige Funktionen (4 Punkte)
Sei X ein topologischer Raum.
Eine Funktion f: X — R heiflt in g € X oberhalbstetig, falls gilt:

limsup f(z) < f(zp).

r—rxo

Die Funktion f heifst in x¢g € X unterhalbstetig, falls gilt:
liminf f(x) > f(xo).
Tr—rTo

Die Funktion f heifst oberhalbstetig bzw. unterhalbstetig, wenn sie in allen Punkten
zo € X ober- bzw. unterhalbstetig ist.
Zeige:
(i) Ist X ein metrischer Raum, dann ist f: X — R genau dann in z( oberhalb-
stetig, wenn

Ve > 03U e U(xog) Ve € U: f(x) < f(zo) + ¢

gilt. Wie lautet das analoge Resultat fiir unterhalbstetige Funktionen?

(ii) Eine Funktion f: X — R ist genau dann oberhalbstetig, wenn die Mengen
{z € X: f(z) < a} fir a € R offen sind. Wie lautet das analoge Resultat fiir
unterhalbstetige Funktionen?



(iii) Eine Funktion f: X — R ist genau dann stetig, wenn f oberhalb- und unter-
halbstetig ist.
(iv) Sei (f;)ier eine Familie von oberhalbstetigen Funktionen. Dann ist in§ f; ober-
1€

halbstetig. Wie lautet das analoge Resultat fiir unterhalbstetige Funktionen?

Aufgabe 11.4 Topologische Grundlagen 11 (4 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum. Der Trdger einer Funktion f: X — R ist der Ab-

schluss der Menge {x € X: f(z) # 0}; er wird mit supp f bezeichnet (engl.: sup-

port). Den Vektorraum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger bezeichnen

wir mit C.(X) oder C?(X).

Beweise folgenden Satz:

Sei X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum, U C X sei offen und K C U sei kom-

pakt. Dann gibt es eine Funktion f € C.(X) mit 0 < f < 1, so dass supp f C U

und f(z) =1 fiir alle z € K gilt.

Hinweise:

(i) Verwende Aufgabe 10.4 und eine Abz&hlung von Q N [0,1], um induktiv ei-

ne Familie von offenen Mengen {V; },cqn[o,1] mit folgenden Eigenschaften zu
konstruieren: K C Vi, Vy C U, jedes V, ist kompakt und fiir ¢ > r gilt V, C V..

(ii) Definiere
q x€eV,, 1 zeV,,
fq(x)_{o . ‘q gq(x)—{ . ‘q
sonst, q sonst

und
f= suw fg, g= inf g,
qeQn[0,1] I qeQn(o,1] !

(iii) Zeige f = g und verwende Aufgabe 11.3.



