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Aufgabe 12.1 (4 Punkte)

Seien f, g, fi ∈ L0(X,µ,R), i ∈ N. Zeige, dass folgende Mengen in A liegen:

(i) {x ∈ X : f(x) < g(x)}, (iv) {x ∈ X : f(x) 6= g(x)},

(ii) {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)}, (v)
{

x ∈ X : (fi(x))i∈N konvergiert in R
}

.

(iii) {x ∈ X : f(x) = g(x)},

Aufgabe 12.2 (4 Punkte)

(i) Beweise oder widerlege: |f | ∈ L0(X,µ,R) ⇒ f ∈ L0(X,µ,R).
(ii) Zeige, dass für f ∈ L0(X,µ,Rn) auch

x 7→

{

f(x)
|f(x)| , f(x) 6= 0,

0, f(x) = 0

µ-messbar ist.

Aufgabe 12.3 (4 Punkte)

Sei (fn)n∈N ⊂ L0(X,µ,R) eine Folge, so dass es für jedes ε > 0 eine µ-messbare
Menge A ⊂ X mit µ(X \A) < ε gibt, so dass (fn|A)n∈N gleichmäßig konvergiert.

(i) Zeige, dass es eine Funktion f ∈ L0(X,µ,R) gibt, so dass fn → f für n → ∞
punktweise µ-fast überall gilt.

(ii) Zeige, dass fn(x) := xn für x ∈ [0, 1] die Voraussetzung erfüllt (bezüglich
des Lebesgue-Maßes auf [0, 1]), aber (fn)n∈N nicht µ-fast überall gleichmäßig
konvergiert.

Aufgabe 12.4 (4 Punkte)

Gelte µ(X) < ∞ und sei (fn)n∈N ⊂ L0(X,µ,R) eine Folge, die punktweise konver-
giert. Zeige, dass es für jedes ε > 0 eine µ-messbare Menge A ⊂ X mit µ(X \A) < ε

gibt, so dass (fn|A)n∈N gleichmäßig konvergiert.
Gib ein Gegenbeispiel für µ(X) = ∞ an.
Hinweis: Betrachte für fn → f

S(n, k) :=
⋂

i≥n

{

x ∈ X : |fi(x)− f(x)| <
1

k

}

und zeige, dass µ(S(n, k)) → µ(X) für n → ∞ gilt. Wähle geeignete nk und defi-

niere A :=
∞
⋂

k=1

S(nk, k).


