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Aufgabe 3.1 (4 Punkte)

Seien F ein Banachraum oder F = R", I = [0, o], to > 0, ein beschrénktes Intervall,
u:I — F und 8 € R. Wir definieren die gewichtete Maximumsnorm von f durch
Julls = mae u(r)| - ="

€
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(i)

(iii)

Zeigen Sie, dass diese Vorschrift fiir alle § € R tatséichlich eine Norm auf
C°(I,E) definiert und dass diese zu der Maximumsnorm ||z||o dquivalent ist.
Sei f: I x E — FE stetig, beschrankt und (f(t,-))ies gleichméfig Lipschitz-
stetig. Definiere T': C°(I, E) — C°(I, E) durch

HWWﬂ:m+Afhdmm

Seien alle weiteren Voraussetzungen wie im Satz von Picard-Lindeldf. Zeigen
Sie, dass T eine Selbstabbildung und auf (C°(I, E), || || 5) fiir geeignetes 8 > 0
eine Kontraktion ist.

Folgern Sie aus (ii) die Existenz einer Losung des Anfangswertproblems aus
dem Satz von Picard-Lindel6f auf dem ganzen Intervall I.

Aufgabe 3.2 (4 Punkte)

(1)

(i)

Sei E ein Banachraum oder £ = R"™. Seien (2 C FE offen und K C 2 kompakt.
Wir betrachten das Anfgangswertproblem

{d(t7x) = f(ta(t,x)),
a(0,x) =

mit f wie im Satz von Picard-Lindelof. Beweisen Sie, dass es eine gleichméfige
positive untere Schranke an die Existenzzeit von « fiir alle Startwerte x € K
gibt.
Seien w : [a,b] — Q und v : [b,c] — § stetige Losungen der zur Differential-
gleichung

i(t) = f(t,u(t)

dquivalenten Integralgleichung mit u(b) = v(b) und stetiger Funktion f. Zeigen
Sie, dass auch w : [a,¢] — Q mit

diese Differentialgleichung 16st.



Aufgabe 3.3 (4 Punkte)
Seien z,y : [0,T] — R Losungen der Differentialgleichung

w(t) = f(t,u(t)) fir t € [0, 7).

Sei f:[0,7] x R — R stetig, im zweiten Argument lokal Lipschitzstetig und gelte
2(0) < y(0). Zeigen Sie, dass dann auch z(¢t) < y(¢) fiir alle t € [0,T] gilt.

Aufgabe 3.4 (4 Punkte)
Seien z,y : [0, 7] — R Losungen der Differentialungleichungen

o(t) = f(t,x(t))  baw.  g(t) < f(t,y(t))
fiirt € [0,T). Sei f : [0, T] xR — R stetig, im zweiten Argument lokal Lipschitzstetig
und gelte z(0) > y(0). Zeigen Sie, dass dann auch z(t) > y(t) fir alle ¢ € [0, T gilt.
Hinweis: Die folgenden Ansétze fithren zu unterschiedlichen Lésungen:
(1) Vergleichen Sie §(t) := y(t) — 6 — et mit z(t).
(2) Wenden Sie das Lemma von Gronwall auf y — x in einem Intervall an, in
dem diese Funktion nichtnegativ ist.



