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Aufgabe 3.1 (4 Punkte)

Seien E ein Banachraum oder E = R
n, I = [0, t0], t0 > 0, ein beschränktes Intervall,

u : I → E und β ∈ R. Wir definieren die gewichtete Maximumsnorm von f durch
‖u‖β := max

t∈I
|u(t)| · e−βt.

(i) Zeigen Sie, dass diese Vorschrift für alle β ∈ R tatsächlich eine Norm auf
C0(I, E) definiert und dass diese zu der Maximumsnorm ‖x‖0 äquivalent ist.

(ii) Sei f : I × E → E stetig, beschränkt und (f(t, ·))t∈I gleichmäßig Lipschitz-
stetig. Definiere T : C0(I, E) → C0(I, E) durch

(T (x))(t) := x0 +

∫ t

0

f(τ, x(τ))dτ.

Seien alle weiteren Voraussetzungen wie im Satz von Picard-Lindelöf. Zeigen
Sie, dass T eine Selbstabbildung und auf (C0(I, E), ‖·‖β) für geeignetes β > 0
eine Kontraktion ist.

(iii) Folgern Sie aus (ii) die Existenz einer Lösung des Anfangswertproblems aus
dem Satz von Picard-Lindelöf auf dem ganzen Intervall I.

Aufgabe 3.2 (4 Punkte)

(i) Sei E ein Banachraum oder E = R
n. Seien Ω ⊂ E offen und K ⊂ Ω kompakt.

Wir betrachten das Anfgangswertproblem
{

α̇(t, x) = f(t, α(t, x)),

α(0, x) = x

mit f wie im Satz von Picard-Lindelöf. Beweisen Sie, dass es eine gleichmäßige
positive untere Schranke an die Existenzzeit von α für alle Startwerte x ∈ K

gibt.
(ii) Seien u : [a, b] → Ω und v : [b, c] → Ω stetige Lösungen der zur Differential-

gleichung
u̇(t) = f(t, u(t))

äquivalenten Integralgleichung mit u(b) = v(b) und stetiger Funktion f . Zeigen
Sie, dass auch w : [a, c] → Ω mit

w(t) =

{

u(t), t ∈ [a, b],

v(t), t ∈ [b, c]

diese Differentialgleichung löst.



Aufgabe 3.3 (4 Punkte)

Seien x, y : [0, T ] → R Lösungen der Differentialgleichung

u̇(t) = f(t, u(t)) für t ∈ [0, T ].

Sei f : [0, T ] × R → R stetig, im zweiten Argument lokal Lipschitzstetig und gelte
x(0) ≤ y(0). Zeigen Sie, dass dann auch x(t) ≤ y(t) für alle t ∈ [0, T ] gilt.

Aufgabe 3.4 (4 Punkte)

Seien x, y : [0, T ] → R Lösungen der Differentialungleichungen

ẋ(t) ≥ f(t, x(t)) bzw. ẏ(t) ≤ f(t, y(t))

für t ∈ [0, T ]. Sei f : [0, T ]×R → R stetig, im zweiten Argument lokal Lipschitzstetig
und gelte x(0) ≥ y(0). Zeigen Sie, dass dann auch x(t) ≥ y(t) für alle t ∈ [0, T ] gilt.
Hinweis: Die folgenden Ansätze führen zu unterschiedlichen Lösungen:

(1) Vergleichen Sie ỹ(t) := y(t)− δ − εt mit x(t).
(2) Wenden Sie das Lemma von Gronwall auf y − x in einem Intervall an, in

dem diese Funktion nichtnegativ ist.


