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Aufgabe 4.1 (3+1 Punkte)

Wir betrachten das Anfangswertproblem

a(t) =1+ 22(t),
z(0) = 0.

(i) Finden Sie Konstanten M, L,r und e, so dass der Beweis des Satzes von
Picard-Lindeldf fiir f(t,z) =1+ 22, o = 0 und xo = 0 fiir diese Konstanten

funktioniert.

(ii) Berechnen Sie fiir die Funktion xo(t) = 0 die Iterationen zp, k € N, mit
ZTkt1 = Txp und T wie im Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf fiir & €
{1,2,3,4}.

(iii) Zeigen Sie, dass z(t) = tant das Anfangswertproblem lost und vergleichen Sie
die Taylor-Entwicklung von tant mit z4(t).

Aufgabe 4.2 (2 Punkte)

Geben Sie positive untere und obere Schranken fiir die maximale Existenzzeit T
des Anfangswertproblems

{:ic(t) = sin(t) + 23(t),
z(0)=1

an und beweisen Sie, dass dies Schranken fiir 7" sind.

Aufgabe 4.3 (3 Punkte)
Sei = eine maximale Losung des Anfangswertproblems

@(t) = —2%(t) + 3z(t) — 2,
x(0) =z

fir xo € R. Untersuchen Sie fiir beliebige Anfangswerte xy € R, ob die maximale
Existenzzeit T' unendlich ist und bestimmen Sie den Grenzwert 1in% x(t).
t—

Hinweis: Es geht hier nicht darum das Anfangswertproblem explizit zu l6sen.



Aufgabe 4.4 (8+2 Punkte)
Wir betrachten das Anfangswertproblem

a(t) = (1+a?(1)(1 — ta(t)),
a(0) =1
Beweisen Sie:

(i) Es gibt ein € > 0 und eine Losung o auf dem Intervall [0, £].
(ii) Ist die maximale Existenzzeit T endlich, so gilt

tli_)rr% la(t)] = oo.
Es gilt &(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 oder es gibt ¢ > 0 mit g - a(tg) = 1.
Es gibt tg > 0 mit ¢o - a(ty) = 1.
Gibt es t; > 0 mit a(ty) > o so gelten a(t) > % und &(t) <0 fir alle t > ¢;.
Die Losung « existiert fiir ¢ € [0, 00) und es gilt

sup |a ()| < oo.

teR
(vii) Der Grenzwert lim a(t) existiert. Es gilt
t—o0
lim a(t) = 0.
t—o0

Hinweis: Widerspruchsbeweis mit der Annahme «(t) > e > 0 fiir alle t > to,
to > 0.

(viii) Es gilt ta(t) — 1 fur t — oo.
Hinweis: Betrachten Sie ¢ mit ta(t) > 1 4 ¢ und leiten Sie Differentialunglei-
chungen fiir o und t« her.

(ix) Es gilt
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fiir ¢ — oo. Beschreiben Sie, wie man auf solch eine Entwicklung kommen
kann oder zeigen Sie eine solche Aussage mit etwas weniger Summanden.

Bemerkung: Solche oder dhnliche Untersuchungen iiber das Verhalten von L&sun-
gen einer gewOhnlichen Differentialgleichung kénnten das Thema Threr Bachelor-
oder Staatsexamenarbeit werden.

Hinweis: Mit dem freien Programm sage (www.sagemath.org) und den folgenden
Zeilen konnen Sie sich die Losung graphisch veranschaulichen.

t,x=var(’t x’)

P=desolve_rk4 ((1+x"2)*(1t*x) ,x,ics=[0,1.0],ivar=t,output=’plot’,
end_points=[0,6],thickness=3,step=0.01)

P.show()



