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Aufgabe 5.1 (8+1 Punkte)

Sei zp € R™. Sei f: R x R®™ — R” stetig und beschrankt. Sei f; : R x R* — R",
i € N, lokal Lipschitzstetig mit f; = f auf jeder kompakten Menge K C R x R™.
Definiere o; : R — R"™ als Losung des Anfangswertproblems

az(t) = .fl(ta al(t))a
(67 (0) = Zg-
Zeigen Sie:
(i) Eine solche Folge (f;):en existiert im Falle n = 1.

Hinweis: Unterteilen Sie jedes der Quadrate
1
—{(tyz) eRxR:a<t<a+1,b<z<b+1},
i

a,b € Z, in zwei Dreiecke und definieren Sie f;, so dass f; und f in den
Eckpunkten der Dreiecke iibereinstimmen und f;, eingeschrankt auf jedes der
Dreiecke, affin linear ist.

Bemerkung: Im Falle n > 2 fordern wir die Existenz der Folge (f;)i;en ohne Beweis.

Zeigen Sie:
(ii) «; kann auf ganz R definiert werden.
(iii) Die Folge (av;)ien besitzt eine Teilfolge, ohne Einschrankung («;)ien, mit
a; = « auf jedem Intervall der Form [~R, R], R > 0, fiir ein o € C°(R,R"™).

Hinweis: Betrachten Sie eine Diagonalfolge.

(iv) Es gilt a € C1(R,R") und « 16st das Anfangswertproblem

a(t) = f(t,a(t), teR,
a(0) = xo.

Hinweis: Benutzen Sie die lokal gleichméfige Stetigkeit von f.

Bemerkung: Fir die folgende Variante kénnen Sie bereits 8 Punkte erhalten: f
erfiillt zusétzlich die folgende Periodizitdtsbedingung: Es gibt ein L € Ny, so dass

flt,x) = f(t+ L7,z + Ly)
fiir alle 7 € Z und alle y € Z"™ gilt. Dann konvergiert f; = f auf ganz R x R"™.



Aufgabe 5.2 (4 Punkte)
Sei u € CY(R"™,R). Wir definieren M := u~1({0}) = {x € R" : u(x) = 0}. Fiir
x € M gelte Vu(z) # 0. Sei V € CH(R",R") mit (V(z), Vu(z)) = 0 fiir alle x € M.
Seien € > 0 und I = (—¢,¢). Zeigen Sie, dass jede Losung o € C1(I,R™) der Diffe-
rentialgleichung &(t) = V(«(t)) mit «(0) = zo € M auch a(t) € M fiir alle t € [
erfiillt.

V[ Vu(z)]?

Hinweis: Betrachten Sie zuniichst z — V() := V() — <V(x) V“7(95)> Vu(z) in
einer Umgebung von M. Zeigen Sie, dass in dieser Umgebung (V(x), Vu(z)) = 0
gilt.

Aufgabe 5.3 (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Lésung von

L) = z(y(x)® - 1),
y(0) =2.

und ihr maximales Existenzintervall.

Hinweis: Separation der Variablen, siche Abschnitt 8.6 im Skript.



