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Aufgabe 6.1 (4+2 Punkte)

Sei f : R× R
n → R

n beschränkt, glatt und Lipschitzstetig, d. h. gelte

‖f(t, x)− f(s, y)‖ ≤ L (|t− s|+ ‖x− y‖)

für alle t, s ∈ R und alle x, y ∈ R
n. Sei α definiert durch

{

α̇(t, x) = f(t, α(t, x)), t ∈ R,

α(0, x) = x.

(i) Zeigen Sie, dass α wohldefiniert ist, d. h. insbesondere, dass α(·, x) für alle
t ∈ R existiert.

(ii) Zeigen Sie, dass

α(1, ·) : Rn → R
n

ein Diffeomorphismus ist.
(iii) Zeigen Sie die Behauptung ohne die Voraussetzung, dass f beschränkt ist.

Aufgabe 6.2 (4+3 Punkte)

(i) Sei A ∈ R
n×n. Beweisen Sie, dass die folgenden beiden Aussagen äquivalent

sind:
(a) eAt ist für alle t ∈ R orthogonal,
(b) A ist schiefsymmetrisch, d. h. es gilt A+At = 0.

(ii) Seien B ∈ C1(R,Rn×n) und A ∈ C0(R,Rn×n). Gelte Ḃ(t) = B(t)A(t). Zeigen
Sie, dass die folgenden beiden Aussagen äquivalent sind:
(a) B(t) ∈ O(n) für alle t ∈ R,
(b) B(0) ∈ O(n) und A(t) ist für alle t ∈ R schiefsymmetrisch.

Hinweis: Betrachten Sie zunächst ein t ∈ R mit B(t) = 11, schreiben Sie B(t)
in der Form B(t) = B(t0)C(t) und benutzen Sie Aufgabe 5.2.

Aufgabe 6.3 (4 Punkte)

Sei T > 0 und sei f : [0, T ]× R → R stetig mit

t · |f(t, x)− f(t, y)| ≤ |x− y|

für alle t ∈ [0, T ] und x, y ∈ R. Beweisen Sie:



(i) Seien u, v ∈ C1([0, T ],R) mit u̇(t) = f(t, u(t)) und v̇(t) = f(t, v(t)) für alle
t ∈ [0, T ] und sei u(0) = v(0). Die Funktion D : [0, T ] → R mit

D(t) =

{

|u(t)−v(t)|
t

, falls t ∈ (0, T ],

0, falls t = 0

ist stetig, und es gilt tD(t) ≤
∫ t

0
D(τ) dτ für alle t ∈ [0, T ].

(ii) Sei a ∈ R. Es gibt höchstens ein u ∈ C1([0, T ],R) mit u(0) = a und u̇(t) =
f(t, u(t)) für alle t ∈ [0, T ].

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)

Sei A ∈ R
2×2 beliebig. Sei x : R → R

2 eine Lösung der Differentialgleichung

ẋ(t) = Ax(t).

Bestimmen Sie in den folgenden Fällen eine Basis der Menge aller Lösungen von
ẋ(t) = Ax(t) und zeichnen Sie jeweils

• Ap für verschiedene p ∈ R
2 als Vektor in R

2,
• zwei spezielle Lösungen x.

(i)

(

−1 0
0 −2

)

(ii)

(

2 6
6 2

)

(iii)

(

−1 2
−1 −2

)


