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Aufgabe 7.1 (4 Punkte)

Gegeben sei das System gewöhnlicher Differentialgleichungen:
{

ẋ = −3x− y + (x− y) sin(x− 1) + 4,

ẏ = x− 2y + (x− 1)3 + 2(y − 1)2 + 1.

Untersuchen Sie das System auf asymptotische Stabilität der Lösung x(t) = y(t) =
1 für alle t.

Aufgabe 7.2 (4+2 Punkte)

Untersuchen Sie, ob A,B ∈ R so gewählt werden können, dass L(x, y) := Ax2+By2

eine Lyapunovfunktion für je eines der folgenden Systeme gewöhnlicher Differenti-
algleichungen wird.

(i)

{

ẋ = −3y − x3,

ẏ = 3x− 5y3,
(ii)

{

ẋ = −2xy,

ẏ = x2 − y3,
(iii)

{

ẋ = −x+ 3y + 4y2,

ẏ = −y − xy.

Was lässt sich damit über die Stabilität, asymptotische Stabilität oder Instabilität
der Lösung x(t) = y(t) = 0 für alle t sagen?

Aufgabe 7.3 (4 Punkte)

Sei f ∈ C1(R,R). Zeigen Sie, dass jede Funktion x ∈ C1(R,R) mit

ẋ(t) = f(x(t)) für alle t ∈ R

in ganz R monoton steigend oder monoton fallend ist.

Aufgabe 7.4 (4+2 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeinen reellen Lösungen für die folgenden Differentialglei-
chungen

(i)
...
x (t) + ẍ(t)− ẋ(t)− x(t) = 0,

(ii) ẍ(t) + 4x(t) = 0,

(iii)
(

d

dt

)5

x(t) +
(

d

dt

)4

x(t)− d

dt
x(t)− x(t) = 0.

Hinweis: eλt-Ansatz.



Aufgabe 7.5 (4 Punkte)

Sei ϕ ∈ C3 (Rn). Seien a > b ∈ R und c ∈ R. Definiere Ωc := {x ∈ R
n : ϕ(x) < c}.

Sei δ > 0 und gelte

‖∇ϕ(x)‖ ≥ δ und ‖D2ϕ(x)‖ ≤ c

für alle x ∈ R
n mit B2(x)∩ (Ωa \Ωb) 6= ∅. Zeigen Sie, dass es einen C1- Diffeomor-

phismus Φ : Rn → R
n mit Φ(Ωa) = Ωb gibt.

Hinweis: Untersuchen Sie Lösungen α einer Differentialgleichung mit

d

dt
ϕ(α(t)) = −1

für α(t) ∈ Ωa \ Ωb und α̇(t) = 0 falls B2(α(t)) ∩ (Ωa \ Ωb) = ∅ gilt.

Aufgabe 7.6 (4 Punkte)

Zeichnen Sie in einem Koordinatensystem mit −7 ≤ x ≤ 7 und 0 ≤ y ≤ 14 die inter-
vallweise gefundenen Lösungen der folgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen:
In Braun:

d

dt
(x, y) = f(t, x, y), (x, y)(0) = (−1, 2),

wobei

f(t, x, y) =











(0,−2), 0 < t < 1,

(2, 0), 1 < t < 2,

(0, 2), 2 < t < 3.

In Grün:
d

dt
(x, y) = f(t, x, y), (x, y)(0) = (0, 14),

wobei

f(t, x, y) =























































































(−(x+ 2) · log 5, 4) −5 < t < −4,

(−3, 0) −4 < t < −3,

(−(x+ 1) · log 5, 4) −3 < t < −2,

(−2, 0) −2 < t < −1,

(−(x− 1) · log 5, 4) −1 < t < 0,

((x+ 1) · log 5,−4) 0 < t < 1,

(−2, 0) 1 < t < 2,

((x− 1) · log 5,−4) 2 < t < 3,

(−3, 0) 3 < t < 4,

((x− 2) · log 5,−4) 4 < t < 5,

(−14, 0) 5 < t < 6.

In Rot:
d2

dt2
(x, y) =

d

dt
(−y, x)

für t ∈ [0, 2π] zu folgenden drei Sätzen der Anfangsbedingungen:

(1) (x, y)(0) = (−2, 3), d

dt
(x, y) = (1, 0),

(2) (x, y)(0) = (2, 3), d

dt
(x, y) = (1, 0),

(3) (x, y)(0) = (0, 10), d

dt
(x, y) = (1, 0).

Zeichnen Sie schließlich die Lösung von

d3

dt3

(

x

y

)

=

(

−4 0

0 − 9

)

d

dt

(

x

y

)

für t ∈ [0, 2π] mit der Anfangsbedingung (x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ)(0) = (0, 8, 2, 0, 0,−9).
Hinweis: Diese Aufgabe darf bis Dienstag, 22.12.2015, 9.55 Uhr, abgegeben werden.


