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Aufgabe 8.1 (4 Punkte)
(i) Sei X eine Menge und A C P(X) eine o-Algebra auf X. Fiir Y C X definieren
wir

Aly :={ANY: Ae A} C P(Y).
Zeige, dass Aly eine o-Algebra auf YV ist, die sogenannte Spur-o-Algebra.
(ii) Sei X eine Menge und A C X. Zeige, dass A:={B C X: AC Boder A C
CB} eine o-Algebra ist.
(iii) Gegeben sei die Obermenge X = {0,1,2,3}. Bestimme A, ({{0},{1}}).
(iv) Sei A C X. Bestimme A := A,({A}), AK A sowie A ® A. Wann ist AKX A
eine o-Algebra?

Aufgabe 8.2 (8 Punkte)

Seien S1,S; C P(X) zwei Mengensysteme. Welche Inklusionen gelten zwischen
As(S1N82), Ay (S1)NAL(S2) und A, (A, (S1) NAL(S2))? Wie sieht es fiir ,,U* aus?
Ist die Vereinigung zweier o-Algebren iiber X stets eine o-Algebra?

Aufgabe 8.3 (3 Punkte)
Sei ein Mengensystem S C P(X) gegeben. Beweise

Ay (S) = U{AU (T): T C S hochstens abzahlbar}.

Aufgabe 8.4 (4 Punkte)

Seien (X, A), (Y,B) und (Z,C) messbare Réume. Eine Abbildung f: X — Y heifst
A-B-messbar, falls fiir alle B € B auch f~!(B) € A gilt.
Beweise:

(i) Sind f: X - Y und g: Y — Z A-B-messbar bzw. B-C-messbar, dann ist go f
A-C-messbar.

(ii) Sei A C X und sei f: X — Y A-B-messbar. Dann ist die Einschréankung
fla: A=Y A|s-B-messbar.

(iii) Sei & C P(Y) ein Mengensystem. Dann ist f: X — Y genau dann A-A,(S)-
messbar, wenn f~!(B) € A fiir alle B € S gilt.

(iv) Seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y stetig. Dann ist f Borel-
messbar, d.h. f ist B(X)-B(Y)-messbar.
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Aufgabe 8.5 (2 Punkte)
Sei (zp)nen C [—00,00] eine Folge. Zeige

limsup z,, = lim sup x, = inf sup z,
n— 00 k—o0 n>k keN n>k

und folgere, dass auch

liminf x, = lim inf z,, = sup inf z,,

n—o0 k—oon>k keNn>k
gilt.
Erinnerung: imsup x,, ist als der grofite Haufungspunkt von (z,)nen definiert.
n—oo
Aufgabe 8.6 (4 Punkte)

(i) Sei E ein vollstandiger metrischer Raum. Seien U,, C E offen und dicht (n €
N). Zeige, dass U :=[,,cn Un C E dicht ist.
Hinweis: Fine Menge ist genau dann dicht, wenn sie jeden Ball schneidet.
(ii) Zeige, dass U im Fall E = R iiberabzéhlbar ist.
Hinweis: Verwende (i) fiir einen Widerspruchsbeweis.
(iii) Folgere, dass Q C R eine F,-Menge aber keine Gs-Menge ist.



