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Block 1

jeder Anfang ist eindimensional



_ Was ist FEM?

“Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein numerisches Verfahren zur néhe-
rungsweisen Losung, insbesondere elliptischer partieller Differentialgleichungen
mit Randbedingungen. Sie ist auch ein weit verbreitetes modernes Berechnungs-

verfahren im Ingenieurwesen.”
[Wikipedial

So kam es dazu. ..

0 Anfange: Courant (’42), Argyris (’54), Turner et al (’56), Clough (’60,
Begriff “FE”), Zienkewitz (’65, das 1. Buch)

0 Diverse Ingenieuranwendungen in den spéaten 60’ern, frithen 70’ern

0 1970+: Anfiange kommerzieller FEM-Software (Ansys, Abaqus, etc)

Heute: unzéhlige (freie & kommerzielle) Software, Anzahl der Forscher (Inge-
nieure, Mathematiker, Informatiker) " co, das populédrste Werkzeug



__Wo kommen elliptische (u.i.) Gleichungen vor?

Einige Beispiele:

0 Temperaturverteilung:
Au =10

0 Lamé-Navier Gleichungen in Elastizitat mit u = (u,v):

—pAu+ A+ p)VV.u=f

(u,v): Komponenten der Verschiebung, f: innere Kraft, A, u: Lamé Ko-
effizienten

0 Navier-Stokes Gleichungen der Stromungsmechanik

1
—yAu—l—u-Vu—k;Vp = f
V-u = 0

u = (u,v): Geschwindigkeit, p: Druck, v: Viskositét, p: Dichte



__Unsere “Grundgleichung”
7

Poisson (Laplace) Problem

Au=f in ()
mit Randbedingungen

u=up aufdQlp , JO,u=g auf oy

(Dirichlet bzw. Neumann Randbedingungen)

Wichtig: Au =V - (Vu)



_ Grundidee in 1D

... aus der Sicht eines Mathematikers. . .
Zu losen: v''=finQ=(0,1) , u(0)=u(l)=0

“Trick”: u’ -v=f-v firallev + Integration:

o= [ o

(u'-v) =u" v+u'0v = /u”-v = /(u’-v)’—u’-v’ = u’-v|1—u’-v|0—/ u' v
Q Q

Q

fiir “ausreichend glatte” v’s:

Nehme v: v(0) = v(1) = 0 = schwache Formulierung: suche u, so dass

—/ u' v = / f-v  Vu: Integrale /112 und /(’U’)2 “machen Sinn”
Q Q Q Q

\ . 7
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“Sobolevraum” Hg ()




_ Grundidee in 1D

Die schwache Formulierung: suche v € H}(2) =: V so dass

—/u’-v’ = /f-v Vo eV
Q Q

~ ~~ -~ ——
“Bilinearform” a(u,v) “Funktional” F'(v)

Problem: V: unendlichdimensional!

Losung: ersetze V' durch ein endlichdimensionales V},. Suche u;, € Vj:

a(up,v) = F(v) Yv eV,

Beispiele:
Vi, i=span {sin(mnzx) | n € {0,1,2,...10}}, dim(V},) = 11

V3, Raum der Stiickweise linearen Funktionen mit Stiitzstellen 0, 0.2, 0.4,0.7, 0.8, 1,
dimV}, = 4 (nur die inneren Knoten)



_ Grundidee in 1D

Zu 16sen: a(up,v) = F(v) YveV,
N
Ritz-Galerkin: Sei {¢1,...¢n} eine Basis von V},. Dann uy, = Z vig; , v =T
i=1
Verlange: a(up, p;) = F(¢;) Vie{l,...N}
Beachte:
/
N N N
a(un, 9i) = a() s, ¢i) = —/ > vidi | o= —Z/ (¢ - ¢7) vy
J=1 2\ j=1 j=1"7%

Mit A = (Ayy) = (al(y,é), b= (b;) = (F(¢:)) und v = (v;):

A v = b

Steifigkeitsmatrix Ladevektor




_ Grundidee in 1D

Zu l6sen: Av=1>

Wiinschenswert:

0 die Berechnung von A;; soll moglichst einfach sein

0 die Matrix A soll moglichst schwachbesetzt sein



FEM:

0 Zerlege € in endlich viele Teilmengen (“Elemente”): Q = U eq, T

B e

0 Die Rdume V3 enthalten Funktionen, deren Einschriankungen auf 7 € T},
Polynome sind. Beispiel (stiickweise lineare Funktionen):

0 Basisfunktionen ¢1, ..., ¢ von V}, sollten einfach zu berechnen sein und
einen moglichst kleinen Tréager haben. Beispiel (“Hiitchenfunktionen”):

b1 P2 ¢s3 P4 ¢s5




_ Grundidee in 1D

Zusammenfassung:

0 kontinuierliches Problem:
u'=f imQ=(0,1) , u(0)=u(l)=0
0 schwache Formulierung:
a(u,v) := —/ u’-v’:/f-v:: F(v) Vv € Hy()
Q Q
0 FEM: Suche u € Vj,:

a(un, ¢i) = F(¢i)

¢1, ... ¢N: eine Basis von V}, (Hiitchenfunktionen)



__ Neumannsche Randbedingungen

 ——————————————————————————
Beispiel:
v'=f mQ=(00,1) , u0)=0, u'(1)=>b

Vorgehensweise dhnlich wie vorher. Der Unterschied:

1 1 1
/ u”-’v:u’-v|(1,—/ u’-fu’:u’(l)-v(l)—u’(O)-v(O)—/ u -
0 0 0

Schwache Formulierung:

\ . 7

‘/01“"”':/01]‘-?)—1»-@(1) o e H'((0,1)): v(0) =0

a(u,v) E(v)



FEM: ein Freiheitsgrad mehr (an x = 1):

Raum V),:

Basisfunktionen:

b1 P2 ¢s3 P4 b5 e




___ Fragen fiir heute

1. Gleichung " 4+ cu= fin 2 =(0,1), u(0) =a, u(l) =b

(a) Die schwache Formulierung? (Hinweis: reduzieren Sie die Aufgabe

auf ein homogenes Dirichlet Problem in dem Sie eine Hilfsfunktion
w: w(0) = a, w(1l) = b einfiihren!)

(b) Berechnen Sie (analytisch) die Eintrage der Steifigkeitsmatrix A und
des Ladevektors b. Die Positionen der Knoten ist zuféllig, benutzen
Sie stiickweise lineare Funktionen mit Hiitchenfunktionen als Basis
(wie im Beispiel vorher)

(c) Implementieren Sie die resultierende FEM mit
i f=2inQ
ii. f(x) = exp(sin(dbmx) in €2
2. Gleichung u” +cu = fin Q = (0,1), u(0) = a, u'(1) = b. Implementieren

Sie die gleichen FEM fiir dieses Falll Welche Unterschiede sind vorhan-
den?



__ Fragen zum iiberlegen

1. Fiir welche ¢’s ist das 1. Problem eindeutig (diskret) 16sbar? (Ausprobie-
ren mit N: klein). Welches Vorzeichen von ¢ kann problematisch werden?

2. Welchen Struktur hat die Steifigkeitsmatrix A?



