Block 2

Welt bunten Bilder — zweidimensionale Probleme



_ FEM in 2D: Schwache Formulierung

Kontinuierliches Problem: v =fin Q=1(0,1), u(0) =u(1l)=0

Schwache Formulierung:
Multipliziere die Gleichung mit einer Funktion v und integriere

FEM: wihle v diskret (z.B., stiickweise lineare Funktionen)
genauso!!
Zu losen: Ozt + Oyyu =V - Vu = f in Q, u = 0 auf 01

Beachte: Ozzu 4 Oyyu = (Oz, Oy) - (Ozu, Oyu) =V - Vu



Schwache Formulierung:

V-Vu =
(V-Vu)-v =

f
S
/Q(V-Vu)-v = /Qf-fv

Beachte: V- (Vu-v) = (V-Vu) v+ Vu-Vu

Damit

/Q(V-Vu)-v:/QV-(Vu-v)—Vu-Vv:/m(Vu-v)-n—/QVu-Vv

= die schwache Formulierung

/Vu Vv = /fv v v e Hy(Q)
Q \ . 7

~"

d.h. va2<oo und fQ Vov-Vv<oo

\ .

Bilinearform a(u, 'U) Funktional F('U)




_ FEM in 2D: Diskretisierung

zerlege () in Teilgebiete: . . .
Stiickweise polynomiale Funktionen

(z.B., linear — d.h. P; Elemente):
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—
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Basisfunktionen
(Nodalbasis):




— FEM in 2D: Gleichungssystem

Diskretes Gleichungssystem:

a(un, @) = F(¢;) Vo; € {Basis von Vj, }

Setze uj, = >, v, dann (a(u,v) = — [, Vu - Vo)

71=1
N N '

a(un, ;) = a(Y _vid;, i) = Y _aldj, i)v; = F(¢;)
i=j 1=J

Mit A = (Aij) = (a(y, ¢i)), b= (b;) = (F(¢:)) und v = (v;):
Av=1>



_ Bemerkungen zur praktischen Realisierung

Hauptarbeit: berechne A;; = a(¢;, ¢;) = /V(b] Vo, = /V(b] Vo,

TETY

Beispiel:

a(¢1,¢1) = / Voi1-Vou

m= 12312131415

a(¢1,p2) = / Vo1 - Voo

m=3,12

a(¢17 ¢3) =0




Ay =a(65,0) = 3 [ V6V,

Oft die erste (intuitive) Vorgehensweise:
Schleife iiber alle Knoten. Fiir Knoten ¢

1. Finde die Menge J aller Nachbarknoten

2. Fiir alle j € J berechne a(¢;,¢;) (dabei muss auch supp ¢; N supp ¢;
berechnet werden!)

Eintrdge der Matrix A werden dabei Zeile fiir Zeile bestimmt



Praktischer (nach Meinung der Experten):
Eine Schleife iiber alle Elemente

-V,

1. Fiihre auf jedem Dreieck die lokalen Basisfunktionen p;, ps, p3 ein:

e

2. Berechne a(py,, pn), m,n =1,2,3



3. Update der entsprechenden Eintriage in A
Beispiel:

T1: P1 <7 I8, P2 <> X1, P3 <> X7
Ags+ = a(p1,p1), Asi+ = a(p1,p2) = Ais, Agr+ = a(p1,p3) = Ars,
A1+ = a(p2,p2), A1+ = a(p2,p3) = A7, A+ = a(ps, p3)

To. P1 < I8, P2 <> X9, P3 <> X1
Ags+ = a(p1,p1), Aso+ = a(p1,p2) = Ags, As1+ = a(p1,p3) = Ais,
Ago+ = a(p2,p2), Ao1+ = a(p2,ps) = A1g, A11+ = a(ps, p3)

T3: P1 <7 X9, P2 <> X2, P3 <> L1

Ago+ = a(p1,p1), Age+ = a(p1,p2) = Azg, Ag1+ = a(p1,p3) = Aio,
Ago+ = a(p2,p2), Aa1+ = a(pa, p3) = A1z, A11+ = a(ps, ps3)



___Integration der lokalen Basisfunktionen

Zu berechnen: a(p,,,pn), m,n =1,2,3

AN

Idee: benutze einen Referenzdreieck 7

(€3, 73
I (372,y2)
T (m37y3
(&1, M1 ) 71 41)

(X2 — X1 X3 — X1 §
F(&m) = (yz—yl yg—y1> (U) +(




Lokale Basis auf 7:
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pi&mn) =1-86—1n

Eintrige der Steifigkeitsmatrix:

/pz'pj = [ﬁz‘ﬁj det(DF)

T

Vp; VPj — /(DF‘l)VﬁZ - (DF_l)Vﬁj det(DF)



Die rechte Seite: schreibe

N
FRY fid;
j=1
Dann
N N
/fﬁbz'%/ ijgbj ¢izzfj /¢j¢i
Q Q j=1 j=1 {
N——
berechne dhnlich wie a(d)z‘,ébj)
Zusammenfassung:

Um alle notwendige Integrale auszuwerten, benétigt man

0 Die Transformationen F. auf das Referenzelement fiir alle 7 € T
0 die Basisfunktionen p und deren Ableitung auf 7

0 eine Quadraturformel auf dem Referenzelement 7



___ Fragen fiir heute

Betrachte die Helmholtz-Gleichung
Au+cu = f in Q=(0,1)x(0,1), ¢<0
u = 0 auf o

Ziel:
eine Implementierung mit P;-Elementen, einfache Triangulierung mit £k = 1,2, ...
(k: die Verfeinerungsstufe)

1. Schwache Formulierung?



. Betrachten Sie die folgende Triangulierung;:

h=2"
h=2"
L4 3 .12

Seien ¢1, ¢o, ... N die Nodalbasis wie vorher.
Berechnen Sie fiir die Konfiguration links mit

[ [y lo Knotennumern [;, i =1,...,9

5
/¢li¢lj ) /v¢lzv¢l3 ) 7’7]:1779

[® - 3 Q Q
h

. Berechnen Sie die Eintréige der Steifigkeitsmatrix A und des Ladevektors
F!

. Implementierung



5. Testen Sie Ihr Programm mit
Uer = sin(2mx) sin(27y)

Wie verhalt sich der Fehler, wenn die Verfeinerungsstufe k vergroflert

wird?
Bemerkung:
/]51]51:1/12 ) /]31]32:1/24 , /]31]33:1/24
/]52]52 — 1/12 ) /]32]33 — 1/24 ) /]33]33 — 1/12
Vp1-Vp1 =1 : Vp1-Vpe =—-1/2 | Vp1-Vps =—1/2
Vp2-Vp2=1/2 | Vps-Vps =0 : Vps - Vps =1/2




Wenn Sie damit fertig sind, konnen Sie numerisch das folgende Problem an-
greifen:

Au+cu=2* inQ=(0,1)x (0,1)
0 falls z = 0 oder x = 1

u=1qly—05—-05  fallsy=0
(y—05)2-025 fallsy=1

y

Schritte:

1. Implementierung allgemeiner Dirichlet Randbedingungen

(a) Schwache Formulierung?

(b) Konstruieren Sie eine Hilfsfunktion w, die die Randbedingungen
erfiillt! (Numerisch — also — automatisch!!)

(c) Wie adndert sich die rechte Seite im diskreten Gleichungssystem?
2. Testen des Programms

3. Konkretes Problem



