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1 Approximationseigenschaften (Cea’s Lemma)

1.1 Einleitung

Ausgehend von der schwachen Formulierung der Randwertaufgabe (RWA) su-
chen wir eine Funktion v € H fiir

a(u,v) = F(v), Yv € H, (1)

mit einem (unendlich) dimensionalen Hilbertraum H, einer stetigen, koerzitiven
Bilinearform a und einem Funkional F' € H'.

Definition 1 Sei H ein reeller Hilbertraum und a : H x H — IR eine Bilinear-
form. a heifst

1. stetig auf H, wenn es ein C' > 0 gibt, so dass fiir alle u,v € H gilt:
la(u, v)| < C llull[v]];

2. koerzitiv (oder elliptisch) auf H, wenn es ein A > 0 gibt, so dass fir alle
u € H gilt:

a(u,u) > Aful*.
Beispiel 1 Betrachte folgende DGL:
v+ v +u=f xe(0,1), «(0)=u'(1)=0.

Die schwache Formulierung fiir v € HE(0,1) lautet:

1 1 1
a(u,v) = / (—u" 4 +u)v de = —u'v|§ + / u'v dx + / (v 4+ u)v dz
0 0 0

1
- / (W' +u'v + uwv) dr,
0
Fiir die rechte Seite gilt hier:

F(v) = /01 fu de.

Die Bilinearform a ist nicht-symmetrisch, stetig und koerzitiv:



— Stetigkeit:

1
au,0)| < | () oy | + | / w'v d]

< HUHHI((),U ||UHH1(071) + ||ul||L2(0,1) HU||L2(0,1)

< 2|Jull g 0,1y 10l 10,1y -

— Koerzitivitit:

1 1 1
1
a(v,v):/o (v +v'v 4+ v?) da::f/o (v + v)? dx—|—§/0 (v +0v?) dx

L2
= lvl510,1) -

Diskretisierung der RWA: Hy, C H, dim(Hp,) = + < oo, Hj, = span(®1, ..., Py).
Wir suchen jetzt also ein u;, € Hj, fiir obige Gleichung:

a(up,v) = F(v), Yv € Hy,. (2)

Dies fiihrt bekannterweise auf ein lineares Gleichungssystem der Form Av = b,
mit A = (a(@i,¢j))ij und b = F(QJ)

Bemerkung 1 Ist die Bilinearform a koerzitiv, so ist die Matrix A strikt positiv
definit. Denn fiir alle ¢ € RY und z = > &P gilt:

N
€TAE =Y &a(®;, 85 = a(z,2) > A z])*.

i,7=1

Insbesondere ist das LGS Av = b eindeutig losbar, denn falls fir v £ 0 Ax =0
gilt, ist das ein Widerspruch zur Koerzitivitit. Also ist A invertierbar und wir
haben eine eindeutige Losung.

1.2 Das Lemma von Cea

Sei nun u € H stets die Losung des Ausgangsproblems (1) und w, € Hj, die
der diskreten Formulierung (2). Da wir jetzt wissen, dass zu Problem (2) eine
Losung existiert, stellst sich nun die Frage nach dem Fehler, der sich aus der
diskreten Losung uy des Problems ergibt.

Das folgende Resultat sagt erst einmal etwas iiber die Stabilitdt unserer ap-
proximierenden Lésung wy aus.



Lemma 1 Seia koerzitiv. Dann ezistiert eine Konstante A > 0, so dass folgende
Abschditzung gilt:

unll < ANTHIF| g -
Beweis. Al|up||® < a(un,un) = F(un) < ||F|l g lunl - 0

Wie gut approximiert uy, die Losung u? Eine Antwort gibt das Lemma von

Cea:
Lemma 2 Sei die Bilinearform a : H x H — IR stetig und koerzitiv. Dann

gilt fir die Losungen v € H und up, € Hy, des kontinuierlichen bzw. diskreten
Problems die Beziehung

u—unll < 5 inf el Q
wobei C und X die Konstanten aus Definition 1 sind.
Beweis. Subtraktion von (1) und (2) ergibt fiir alle v € Hy,:
a(u — up,v) = 0. (4)
Insbesondere gilt
a(u — up,up) = 0.
Also folgt mit der Koerzitivitdt und der Stetigkeit von a:

AMiu —unl® < alu — up,u—up)
= a(u — up,u) — alu — up,up) — alu — up,v)
=a(u — up,u —v)

< Clu—up flu—wvl,

und daher gilt fiir alle v € Hp,
Ju =l < 5 vl
u—upl < v
und damit die Behauptung. O

Bemerkung 2 Fulls a zustzlich symmetrisch ist (das heifit a(u,v) = a(v,u)),
dann definiert a(.,.) ein Skalarprodukt auf H und Hjy. In diesem Fall hat das
Lemma von Cea ein geometrische Interpretation. Die Beziehung (4) bedeutet,
daf$ u—up, orthogonal zu Hy, ist, das heifst, up ist dasjenige Element in Hy,, das



u am néihesten kommt (siehe Abbildung). Dies wird gerade durch (8) ausgeriickt.
1L

Die Approximation uy, kommt « in H; am nahesten.

Die Giite der Approzimation hingt also nur davon ab, wie genau man u mit
Funktionen aus Hj, approzimieren kann. Dies zeigt die Wichtigkeit der Wahl
von Hp. Fir eine Folge von asymptotisch dicht liegenden Teilrdumen Hp, das
heifst

%irr}) dist(u, Hp) =0, Yu € H,

ergibt sich sofort die Konvergenz des Verfahrens:

li — =0.
Jimn lu — u|

1.3 Fehlerabschéitzungen in H'({2)

Wir wollen nun den Diskretisierungsfehler ||u — uy|| niher untersuchen. Nach
dem Lemma von Cea geniigt es den Approximationsfehler

inf [ju— v
vEH

abzuschiétzen.

Zunichst betrachten wir hierfiir den Fall linearer Basisfunktionen (P;-Elemente)
in einer Dimension (das heifit £2 = (a, b)) und nehmen an, dass die kontinuierliche
Losung die Regularitét

u € H?(92)

besitzt. Dies ist notwendig, um Aussagen iiber die Konvergenzordnung zu ma-
chen. Weiter sei a = z¢p < z1 < ... < xny = b die gegebene Triangulierung von
Q, hz =i — Ti—1 und h = max; hl

Definition 2 Fliir ein belicbiges v € H?(§2) definieren wir den Interpolations-
operator

N
I, : H*(2) — Hy,, v L= ZBi(v)@,

i=1



wobei die B; die Freiheitsgrade sind und (P1,...,Pn) eine Basis von Hy, ist. Als
Freiheitsgrade wahlen wir im allgemeinen

B;(v) = v(x;).
Es folgt nun unmittelbar die Abschitzung

nf =l < flu = Il

Deswegen reicht es also den Interpolationsfehler ||u — Ijul| ;1 abzuschétzen, um
Aussagen iiber die Konvergenz treffen zu kénnen.

Bemerkung 3 Im folgenden werden wir nur Resultate prdsentieren und diese
nicht beweisen, um nicht den Rahmen dieses Kurz-Skripts zu sprengen. Ange-
geben werden nur die einzelnen Schritte, die dann auf das Ergebnis der Fehler-
abschditzung fithren:

1. Lokalisierung auf die Teilgebiete

2. Transformation der Teilgebiete auf das Finheitsintervall
3. Betsimmung des lokalen Interpolationsfehlers

4. Riicktransformation

Satz 1 Seiu € H?($2), 2= (a,b). Dann gilt fiir den Interpolationsfehler
[ = Tnull g < Chlull g -

Satz 2 Sei u € H?(2) die Lisung des kontinuierlichen Problems und wy, die
diskrete Losung. Dann gilt

lu—unllgn < Chllullpge .
Beweis. Lemma von Cea. O

Fiir den hoherdimensionalen Fall (2 C IR") betrachten wir jetzt Basisele-
mente, welche polynomiale Funktionen vom Grad m (P,,-Elemente) sind.

Satz 3 Sei u die Liésung des kontinuierlichen Problems und wuy die diskrete
Lésung. Dann gilt fir u € H™T1(2) N H (2)

||u - uh”Hl S Chm‘u|H7n+1.

Bemerkung 4 Zwei Erliuterungen zu Satz 3:

— Wir setzen hier voraus, dass fir v € H™! der Interpolationsoperator auf
P, -Elemente abbildet.
— Obige Norm ist folgendermafen definiert:

1/2

[ulgm = Y 1Dl

la|=m



1.4 Fehlerabschitzungen in L?(2)

Die Frage ist nun, ob es nicht noch eine Abschéitzung hoherer Konvergenzord-
nung im Vergleich zur H'-Norm gibt. Betrachten wir dazu die L2-Norm. Hier
gilt fiir die Differenz der Losung u und deren linearer Interpolierenden

|u— Inull 2 < Ch*|ulg2,
sofern u € H?({2) gilt. Fiir die Fehlerabschiitzung in L? gilt:

Satz 4 Seiu € Hj(£2) die schwache Lésung von a(u,v) = (g,v) ;. Vv € H}(12)
mit g € L*(£2). Falls u € H*(£2) N HY(2) mit |Jull 2 < C|lgll 2 gilt, folgt

lu = unll . = O(h?).

Die in Satz 4 gegebenen Voraussetzungen bedeuten, dass hier das adjungierte
Problem ins Spiel gebracht wurde, da hier das Lemma von Cea nicht anwend-
bar ist (die Bilinearform a ist beziiglich der L?-Norm nicht beschriinkt und fiir
allgemeine L2-Funktionen nicht einmal wohldefiniert).

1.5 Fehlerabschitzungen in L°°(2)

In der L°°-Norm haben wir folgende Fehlerabschitzung fiir unser Problem:
[ = unll e < Chlul2.

Bemerkung 5 Die vorherigen Abschitzungen sind Beispiele von a-priori Ab-
schitzungen, das heifit es werden Eigenschaften der kontinuierlichen Ldsung u
a-priori vorausgesetzt, und damit sind auch die Konstanten in den Abschdtzun-
gen nicht explizit berechenbar (zum Beispiel kennt man |u|gm+1 nicht, da man
ja die Lésung u nicht kennt). Alternativ lassen sich sogenannte a-posteriori
Abschdtzungen herleiten, bei denen die Schranken nur von der diskreten Lisung
uyp (die man wirklich berechnet) abhdngen.



