Welitere Anwendungen:

INSTABILE ELEMENTE UND BREZZI-
BEDINGUNG



DIE STOKES-GLEICHUNG

spezielle Navier-Stokes-Gleichung fur inkompressible, zahe
FlUssigkeiten

Au+gradp = —f
divu=0 1inQ
u = uy aufdfl

gesucht:
- Geschwindigkeitsfeld u: ) — R"
- Druck p: () - R

Normierung: fp dx =0
0



SCHWACHE FORMULIERUNG

fgradugradv dx +f
o)

divv-pdx=ff-vdx
o) 9)

fdivu-qu=0
9)

mit v € Hy ()" und g € L, , = {q € L,(Q) : Joqdx = 0}
sowie uy =0

a(u,v) + b(v,p) = {f,v)
b(u,q) =0



AUSWAHL DER ELEMENTE

Grad der Ableitung von u ist eins hoher als der
Grad der Ableitung von p

Faustregel:

Grad der Polynome zur Approximation der Geschwindigkeit soll
eins hoher sein als der Grad der Polynome zur Approximation
des Druckes.

Wahle das Q,-P, Element
Rechteckelement mit bilinearen Funktionen flr u
Stickweise konstante Funktionen flr p



Q,-P, ELEMENT

Nummerierung der Knoten:

(1,]+1) o ® (i+1,j+1)

(1+0,5, j+0,5)
°

(1)) o ® (i+1,j)

Betrachte nun f div v - ¢ dx auf diesem Rechteck:
Tii

- I 3 2 -
f divv-qdx =h di+0,5,j+0,5 div Vi+0,5,j+0,5
T

ij



Q,-P, ELEMENT

1

ij

mit v = (E;)

Summation uber alle Tj; :

2

2 2
TVii1j+1 T Vigrj = Vije1 —

fdiv v - q dx = h* Z(U&j(vlfI)i,j +v7(V2q); ;)
¢ ij

mit (?1'3?)1:_;' 3 ﬁ (Qf+uj5jj+nj5 + qi+0,5;-05 — di-0,5,j+05 — Qi—DJSJ—D,S)

(V, "v?):;j 3 ﬁ(QL’+DJ5j+ﬂJ5 3 Tiff oLl iy FE pohtich e Qi—ﬂ,S,j—DJS)

1
: ' 13 2 s 1 1 11 11
J:r divv-gqdx = h di+0,5,j+0,5 oh (Ui,+1,j+1 1 Vit1,j = Vij+

i
vl,j

2
Ui,j)



Q,-P, ELEMENT

Falls q;+05+05 = Gi—0,5,j—0,5 UNd di+0,5j-05 = 4i-0,5,j+0,5 gilt
istfdivv-qu=0
0

a furit 4+ jungerade

bzw. Qi+o5,j+05 = {b fliri + j gerade

Schachbrettinstabilitat:




SATTELPUNKTPROBLEME

sind von der Form:
a(u,v) + b(v,p) = (f,v)
b(u,q) = (9,9)

wobei a: XXX ->R , b: XXM — R mit Hilbertraumen X,M
und a(:,-) symmetrisch und a(v,v) = 0 fur alle v € X
Es wird eine lineare Abbildung definiert:

LXXM->X" xM
(u,p) = (f,9)

Ziel: L soll Isometrie sein



SATTELPUNKTPROBLEME

Satz: (ohne Bewels)

L ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die beiden
folgenden Bedingungen gelten:

Die Bilienarform a ist V-elliptisch
Die Bilinearform b erflllt die inf-sup-Bedingung:

b(v,
inf sup ,q) =13
GQEM yex ||v||||q||




BREZZI-BEDINGUNG

Fenite-Elemente: gesucht wird (u;,p;) € X;, X M; mit

a(up,v) + b(w,pp) =(f,v)  firveEX,
b(uy,q) =(g,q)  furq € M

Definition:

Eine Familie von Finite-Elemente-Raumen X;, , M;, erfullen die
Brezzi-Bedinung, wenn esa > Ound £ > 0 gibt mit:

Die Bilinearform a ist V,, elliptisch mit Elliptizitatskonstanten a
Es ist: b(v,q,)

sup
vex, IVl

= Bllgnll  fir g, € M,



STABILE ELEMENTE

Taylor-Hood-Element:

u ist bei e gegeben
p ist bei X gegeben




