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1 Das Ritzsche Verfahren

Sei (2 C R™ ein beschrinktes offenes Gebiet mit abschnittsweise glattem Rand S. Betrachte
die Randwertaufgabe

—Au =g in ,
uloq = 1. (1)

Die dufsere Normale n = n(z) € R" existiere fiir x € 02 mit Ausnahme endlich vieler

Punkte.
) geniigt also den Voraussetzungen des Gaufischen Integralsatzes, d.h. fiir F € C*(Q, R™)N

C(Q,R") gilt

/V'F(x)dQ:/F~ndS.
Q S
Fiir ¢ € C(9€, R) sei

D"Z) = {U S C(ﬁ, R) : U’ag = ¢}

Das Ritzsche Verfahren basiert auf einer Umformulierung der Randwertaufgabe (1) in
ein Variationsproblem.

Satz 1 Fiir eine Funktion u € C*(2) N D, sind paarweise dquivalent
i) u lost das Problem (1)

i1) w ist stationdrer Punkt des Funktionals

1
I(u) = / ~|Vul* - gu dr,
Q2

wobei u € CHQ) N D, ist



iii) uw=u € CYQ) N D, erfillt
/Vu-Vv—gvdx:O
Q

fiir alle v € CY(2) N Dy.

Bemerkung 2 u heifit stationdrer Punkt eines Funktionals I : C*(Q) N D, — R, wenn

0
&I(H + €U)|€:0 =0

fiir alle v € CY(2) N Dy.

Bemerkung 3 Die Aussage ii) ist dquivalent damit, dass das Funktional I sein Minimum
bei w annimmt. Man bezeichnet deshalb ii) als Variationsproblem und iii) als Variations-
gleichung oder schwache Formulierung der Randwertaufgabe.

Beweis: Zum Beweis benotigen wir die erste Greensche Formel

/ v%dS:/Vv-Vu—l—vAudQ,
o Q

Qan

die sich aus dem Gauld’schen Satz ableiten lasst.

i) = ii) Fiir v € C1(Q) N Dy gilt

9 . 0 1, _ _
%I(u+€v)—a€ (/QZ(Vu—her) (Vu+€Vv)—g(u—|—ev)dQ>

:2 /1Vﬂ-Vﬂ+5VvVﬂ+1€2Vv-Vv—gﬂ—€gde
Oe Q2 2
:/VU-VE+€VU-Vv—g-de.
Q

Somit folgt

gl(ﬂ + &) |em0 = / Vv - Vi — gvdSd.
Oe Q

Also ist 2 1(u + £v)|.—o = 0 genau dann, wenn i) gilt.

i) = iii) Multipliziere (1) mit einem v € C*(Q) N Dy und integriere die dadurch erhaltene
Gleichung iiber €. Unter Benutzung der ersten Greenschen Formel ergibt sich die
Giiltigkeit von

/gde:—/Aﬂde:/Vv-VﬂdQ—/ v@dS:/Vv-VﬂdQ
Q Q Q a0 On Q

fiir alle v € C1(Q) N D,.



i1i) = i) Es gilt umgekehrt
/gv—Vv-VUdQ:O
Q
genau dann, wenn

/Q(—Aﬂ— Q)udQ =0

fiir alle v € C1(Q) N Dy erfiillt ist.
Mit dem Variationslemma folgern wir —Au — g = 0, d.h. ) gilt, da v € C*(2) N Dy.
U
Wir kénnen nun das Ritzsche Verfahren zur Losung von (1) formulieren. Wéhle ein
ug € C1(2) N D., und Ansatzfunktionen u; € C* ()N Dy, i =1,...,m.

Mache das Funktional I : C'(Q) N D, — R stationir bzgl. u € uy +V, V =
(ug,...,up), d.h. finde ein u € uy + V mit

0
%I(ﬂ + EU)lez() =0

fiir alle v € V.
Dies ist dquivalent mit folgender Aufgabe: Finde ein @ € ug + V mit

/V?IVU—gUszO (2)
Q

fir alle v € V.
Die Gleichung (2) nennt man Galerkinsche Gleichung zur Randwertaufgabe (1).
Suche 7 in der Form

m
ﬁ:u0+20juj, g eER, j=1,...,m.
j=1

Es geniigt, die Bedingung (2) auf einer Basis von V' zu fordern.
Wiéhle die Basis {uq, ..., u,}. Erhalte

/V<UO+ZCjUj)‘VUi—gUidQZO, 1=1,...,m,
/(Vu0+chVuj)-Vui—guidQ:O, 1=1,...,m,
Q

J=1

/chVuj-Vude:/gui—Vuo-VuidQ, 1=1,...,m.
Q5 Q



Setzt man A;; = [, Vu; - Vu; dQ und r; = [, guo — Vug - Vu,; d€2, so ist letzteres mit
folgender Gleichung dquivalent:

m
E AijCj:T'i, Z:L...,m
j=1

bzw.
Ac=r

mit A = (4;)1<ij<m € R™™ und r = (rq,...,75) € R™ in der Matrixform.

Beim klassischen Ritzschen Verfahren withlt man glatte Ansatzfunktionen u; € C(2)N
Dy, i = 1,...,m, die im allgemeinen auf dem ganzen Gebiet nicht verschwinden. A ist
dann eine vollbesetzte Matrix.

Bemerkung 4 Das Ritzsche Verfahren lisst sich auch auf andere Randbedingungen ver-
allgemeinern.

2 Finite Elemente Methoden

Finite Elemente Methoden unterscheiden sich in zwei Punkten von Ritzschen Verfahren.
Die wesentlichen Abweichungen sind:

1. Es wird geringere Glattheit der Ansatzfunktionen vorausgesetzt. Dabei verwendet
man schwichere Glattheitsbegriffe, wie etwa schwache Differenzierbarkeit und soge-
nannte Sobolevraume.

Man ersetzt das Gebiet 2 durch eine geeignete Approximation, z.B. durch eine
Triangulierung Qr, (falls Q C R?), indem man

QTn = U €
eckE,

setzt, wobei E, eine Menge von Dreiecken ist. Je zwei Dreiecke e,¢’ € E, haben
entweder eine Seite, oder einen Punkt oder nichts gemeinsam.

Ferner definiert man

VTn = {U € C(QT,L)

und u = 0 auf ,Qp, NON“}.

Bemerkung 5 Beachte, dass die Funktionen uw € Vp, nicht zu dem Raum C’l(Q)
gehoren! Formal gilt also die Aquivalenz im Satz 1 nicht mehr. Eine andere Aqui-
valenzaussage ldsst sich aber zeigen, wenn die Variationsgleichung

/Vu-Vv—gde:O
Q



fiir alle v € HY(Q) gilt.
Der Sobolevraum H}(Q) umfasst dabei den Raum Vi, .

2. Die Ansatzfunktionen besitzen einen lokalen Trager, d.h. sie verschwinden jeweils

im groferen Teil des Gebietes €21, . Als Konsequenz haben wir, dass A diinn besetzt
ist.

3 Etwas Theorie zur Finite Elemente Methode

Sei 2 ein beschranktes Gebiet.

Definition 6 Fir u:Q — R heifst suppu = {x € Q|u(x) # 0} Triger von u.
Definition 7 C§°(Q2) = {u € C>(Q) | suppu kompakt} ist der Raum der Testfunktionen.

Letzterer Raum ist nicht leer, da insbesondere der Friedrichs’sche Molifier (der Glét-
tungskern) u.(- — xg) fiir alle zy € Q und ¢ < dist(zo, 992) in diesem Raum liegt, wobei

1 2
Ue(l'): E—nexp <—€wa> s |.T| <€
0, sonst

Definiere fiir u € C1(Q), v € C5°(Q) die Abbildung
a(u,v) / Vu(z) - Vo(z) dz.

Setze ferner (g,v) = [, g(x)v(z)dz. Dies definiert ein Skalarprodukt auf C'().
Eine klassische Losung u € C’Q(Q) N C(Q) erfiillt also

a(ﬂav> = <g7v>
fiir alle v € C§°(Q2).
Die Bilinearform a definiert auf C§°(2) ein Skalarprodukt, das eine Norm erzeugt,

namlich
1/2
[ulla = val(u,u) = (/ \Vu|2d:c> _
Q

Mit || - || bezeichnen wir im folgenden die iibliche Norm in L*((2).

Der Raum C§°(£2) ist als Grundraum fiir die Gleichung a(@,v) = (g,v) zu klein, da
im allgemeinen u ¢ C5°().

Der Ansatz eines neuen Grundraums V ist:

= {u € C(Q) | Vu existiert und ist stiickweise stetig, u = 0 auf 9Q} .

Das Ziel ist es, die Gleichung a(w,v) = (g, v) fiir alle v € V' zu erstellen.



Satz 8 Guiltig sind die Aussagen
1. a:V xV — R ist ein Skalarprodukt

2. C§°(2) liegt dicht in'V bzgl || - ||o und || - ||

Definition 9 uw € V' heifit schwache (variationelle) Losung von (1), wenn a(u,v) = (g,v)
fiir alle v € V' gilt.

Lemma 10 Ist u eine klassische Lisung von (1), so ist w auch eine schwache Lisung.

Lemma 11 Die variationelle Losung stimmt mit der Losung der Minimierungsaufgabe

Fv) = %a(v,v) —(g,v) = /Q %]VUF —gvdr — Iq}él‘l/l
tiberein.
Lemma 12 Die schwache Losung ist eindeutig.
Der Unterschied zwischen den Normen || - ||, und || - || ist wesentlich, da sie auf V' nicht

aquivalent sind und damit verschiedene Konvergenzbegriffe erzeugen.

Die normierten Réaume (V, ||-||) und (V; ||-]|o) sind nicht vollsténdig. Die Vollstéandigkeit
ist aber essentiell, um die Minimierungsprobleme zu 16sen!

Vergrofere nun V' nach dem Prinzip der Vollstdndigkeit ohne die bisherigen Ergebnisse
zu verletzen.

Definition 13 Es sei L*(Q) = {u : Q — R|u mefbar, |u|*> Lebesque-integrierbar} mit
dem Skalarprodukt

versehen.

Lemma 14 Ist u € C*(Q), ¢ € C(Q), a € N2, |a| < k, so gilt

/Vaugo dr = (—1)k/uva<p de.
Q Q

Dies motiviert die folgende Definition

Definition 15 Fir u € L*(Q) heifft v € L*(Q) (allgemeiner: u,v € L}, () schwache
oder verallgemeinerte Ableitung V*u der Ordnung o von u, falls

/vgp dr = (—1)""/uV°‘gpdw
Q Q
fiir alle ¢ € C§°(Q).



Bemerkung 16 Ist u € C*(Q), so besitzt u schwache Ableitungen Veu, || < k und
diese stimmen mit den klassischen Ableitungen tiberein.

Definiere
Wk(Q) ={u € L2(Q) | Veu € LZ(Q), la| < k}

mit dem Skalarprodukt

(u, v)pw = Z (VYu, V).

|la|<k
Definition 17 W*(Q) heifst ein Sobolevraum.

Statt dieser Verallgemeinerung der klassischen Ableitung im ,schwachen Sinn‘ ist auch
eine Verallgemeinerung im ,starken Sinn* moglich:

1) = Ty e,
Satz 18 Es gilt: W*(Q)) = H*(Q).
Die Riume H*(Q2) und W*(2) sind vollstéindig. Die richtige Wahl fiir V ist der Raum
V =H}(Q) ={uec H(Q)|u =0 auf 00}

Bemerkung 19 Da die Elemente aus H} () nicht stetig sein miissen, ist der Ausdruck
Lu = 0 auf Q¢ moglicherweise nicht definiert. Dieser ldsst sich aber im schwachen Sinne
erkldren.

Satz 20 Sei Q) € R" ein beschrinktes Gebiet und sei OS2 stiickweise glatt. Dann existiert
eindeutig ein linearer stetiger Operator

[:H(Q) — L*(09)
derart, dass T'(u) = u|aq fiir alle u € C*(Q).
Man nennt I'(u) ein Spuroperator oder verallgemeinerte Randwerte von u. Dann ist
Hy(Q) = {u € H'(2)|T'(u) = 0}
sinnvoll erklart.
Bemerkung 21 Die Riume HJ(Q2) und Wy () definiert man wie folgt
HY() = C@) ",

Wi () = {u € H'(Q)|VF € (L*(Q)", V'F € L*(Q) : /

uV'F dQ) = / VuF dQ}.
Q Q



Die schwache Formulierung von (1) mit v = 0 lautet damit wie folgt. Gesucht ist ein
u eV =Hi(Q) mit

a(w,v) =bv), YveV

wobei b(v) = [, g(x)v(x) dz.

Ist v # 0, soist u—v € H}(Q). w=u— sei die Losung von —Aw = g+ A~. So 16st
u = w + 7y die Gleichung —Awu = g und erfiillt die Randbedingung u|so = 7.

Es bleibt uns noch zu zeigen, dass die Anfangswertaufgabe (1) schwach lésbar ist.
Dafiir verwenden wir den

Satz 22 LAX UND MILGRAM
Es sei H ein Hilbertraum und B(-,-) eine Bilinearform auf H mit

i) 3¢ >0 : Yu,v € H : |B(u,v)| < c|lul|||v]
it) Ip>0:VYueH : Blu,u) > pllul?
Dann existiert fir alle F' € H' genau ein u € H, so dass fir alle v e H
Fv = B(v,u)
qgilt.

Bemerkung 23 Die Bedingungen i) und ii) heiffen Stetigkeit bzw. Koerzitivitat (in Nu-
merik: H-Elliptizitit).

Die Schwarzsche Ungleichung besagt nun

a(u,v) < [|ullllv]l < [[ullm@llvlai@), Yu,veV.
Die Poincarésche Ungleichung liefert

a(u,u) = ||Vul* > min{1,02}||u||?{1(9), Yu eV,

wobei ¢ = ¢(£2) > 0 die Poincarésche Konstante bezeichne.
Wegen

ool < lvllllgll < llollllgll @

handelt es sich bei b um ein stetiges lineares Funktional auf V.
Da a und b alle Voraussetzungen vom Satz 22 erfiillen, folgt es, dass die Randwertauf-
gabe 1 eindeutig schwach 16sbar in V ist, falls g € L*(Q).



