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Analytische Vorüberlegungen
Sei L linearer Differentialoperator, Ω ⊂ Rn Gebiet,
f : Ω −→ R, g : ∂Ω −→ R. Betrachte das Problem

Lu = f
u|∂Ω = g

Zur Rückführung auf den Fall mit homogenen Randbedingungen
wähle eine hinreichend glatte Funktion w : Ω −→ R mit w |∂Ω = g
und definiere u := ũ + w , ũ Lösung von

Lũ = f − Lw
ũ|∂Ω = 0

Dann ist

Lu = L(ũ + w) = Lũ + Lw = f − Lw + Lw = f
u|∂Ω = ũ|∂Ω + w |∂Ω = g
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und definiere u := ũ + w , ũ Lösung von
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Umsetzung in der Numerik

Ein w wie oben genannt kann im Allgemeinen kaum analytisch
angegeben werden. Im Anwendungsfall kann die Hilfsfunktion
jedoch oft sehr einfach gewählt werden. Wir betrachten das
Beispiel L = (∆ + c), c ≥ 0. Zu lösen ist also

(∆ + c)ũ = f − (∆ + c)w
ũ|∂Ω = 0

und man erhält in der schwachen Formulierung

−
∫
∇u∇ϕ +

∫
cuϕ =

∫
f ϕ +

∫
∇w∇ϕ−

∫
cwϕ

für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω)
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Vorgehensweise

Es ist nun also möglich w nicht glatt, sondern z.B. nur stückweise
linear zu wählen, etwa als Linearkombination der schon gegebenen
Basisfunktionen, was den Mehraufwand gering hält. Die
Vorgehensweise im Überblick:

I Berechne Ladevektor unter Berücksichtigung der angepassten
rechten Seite

I Löse das zugehörige Gleichungssystem (beachte dass die
Steifigkeitsmatrix unverändert bleibt!)

I Addiere w zur erhalten Lösung
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