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Aufgabe 1 (Theorie) (6 Punkte)

Sei  C R", n € N, ein zusammenhéngendes Gebiet mit C'-Rand 99. Es sei Dy = {u €
C(Q) | u =1 auf 0Q}. Wir betrachten den Differentialoperator L:

L:C*(Q)NDy—C(Q) , Lu=—Au.
Zeigen Sie:
i) (Lu,v) = (u, Lv) fiir u,v € C*(2) N Dy,
ii) L ist positiv definit.

Das Skalarprodukt von zwei auf {2 definierten Funktionen u und v ist gegeben durch

(u,v) :/qud:z:.

Aufgabe 2 (Theorie) (6 Punkte)

Vorgelegt sei das lineare Randwertproblem

—u(z) + b(x)u'(z) + c(x)u(z) = f(x) fir alle z € (0, 1), (1)
u(0) = o, u(l) = .

wobei b, ¢, f stetige Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [0,1] C R mit ¢ > 0
und «, 3 reelle Zahlen sind. Diskretisieren Sie das Problem (1), indem Sie die Schrittweite
h = %, N € N, verwenden und indem Sie v”(z) und u/(z) durch die zweite Differenz
beziehungsweise durch die symmetrische Differenz approximieren. Stellen Sie das zugeho-
rige lineare Gleichungssystem auf und untersuchen Sie dieses auf Losbarkeit. Wann ist die
Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems zeilendiagonaldominant? Was dndert
sich, wenn «/(z) wie folgt approximiert wird:

u(z+h)—u(x)
) ~ { MR falls () <0, )

UB)=ule=l) falls b(x) > 0.

Hinweis: Die n x n Matrix A = (ax)i=1..nk=1..n heibt zeilendiagonaldominant, falls gilt



lail > law|  (i=1,2,..,n),
k=1
ki
(vgl. Skript Numerik I, Seite 16).

Bemerkung: Die Differenzenapproximation (2) heiftt Aufwind-Differenzenquotient. Diese
Technik ist insbesondere bei singulédr gestérten Problemen sehr hilfreich.

Aufgabe 3 (Theorie) (6 Punkte)

Es sei A" die Matrix des klassischen Differenzenverfahrens mit Schrittweite h = 1/M
zur Randwertaufgabe —Au = g in Q =|0,1[%, u = 7 auf 9. Weisen Sie nach, dass die
Vektoren u* € R% h=1/M,

k L
= sin (57 ) s (57 ). 1<ig< oo

Eigenvektoren von A" sind. Wie lauten die zugehorigen Eigenwerte Ay ?
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