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Aufgabe 1 (Theorie) (6 Punkte)
Es sei Q =] — 1,1], und es sei u(x) = |z|, x € Q. Zeigen Sie: u besitzt die schwache
Ableitung

(@) = —1, falls —1<x <0,
i) = 1, fallsO0O<z<1

und o € L*(Q). Weisen Sie iiberdies nach, dass u’ keine schwache Ableitung besitzen
kann.

Aufgabe 2 (Programmieraufgabe) (8 Punkte)

Essei Q:={z eR? |z € (-2,2), 25 € (0,2)}\{z € R?* | 21 =0, 22 € [0.3,2)} und
D > 0. Losen Sie numerisch das folgende 2-dimensionale Diffusionsproblem:

u(0.x)=1 u(0.x)=0

0

-2 0 2

Owu(t,z) = DAu(t,z) , t >0, x € Q)

mit homogenen Neumannrandbedingungen 0,,u = 0 bzw. d,,u = 0 auf dem Rand von €.
Als Startwert ist fiir z € Q2

u(x)— 1, 21 <0
07 0, sonst

gegeben. Verwenden Sie zur rdumlichen Diskretisierung denselben Differenzenstern wie
schon im elliptischen Fall:

U(t, Ti—1 j) + U(t, ZT; j—l) — 4u(t, il?ij) + U(t, Tit1 j) + U(t, Z; j+1)
Ax?

Verwenden Sie dabei ein dquidistantes Gitter, das die Punkte (0,0) und (0,0.3) enthélt
und verwenden Sie beim Diskretisieren der Randbedingung 9,,u = 0 auf der Trennwand

Au(t, xij) =



zwischen den beiden Kammern Riickwartsdifferenzen fiir die linke bzw. Vorwértsdifferen-
zen fiir die rechte Kammer. Am Punkt (0, 0.3) verwenden Sie eine Riickwértsdifferenz zur
Diskretisierung der Randbedingung 0,,u = 0. Exemplarisch sei dies fiir die Diskretisie-
rung der Vorwartsdifferenz in x;-Richtung fiir einen beliebigen Punkt auf der linken Wand
(r1 = —2) illustriert:

u(t, (=2 + Az, jAz)) —u(t, (-2, jAz))
Ax

Fiir die Diskretisierung in der Zeit verwenden Sie das v¥-Verfahren aus der Vorlesung.
Stellen Sie das zu losende Gleichungssystem auf und visualisieren Sie den zeitlichen Verlauf
der numerischen Losung.

=0

Aufgabe 3 (Theorie) (8 Punkte)

Wir beziehen uns auf Aufgabe 2:

(a) Zeigen Sie, dass die zur rdumlichen Diskretisierung zugehorige Systemmatrix A nicht
invertierbar ist. (Tipp: konstante Funktionen f erfilllen Af = 0 und homogene
Neumann-Randbedingungen)

(b) Zeigen Sie, dass die zum 9-Verfahren
———

(.

—: B — E
zugehorige Systemmatrix B eine M-Matrix ist. (Tipp: Zeigen Sie zunéchst, dass eine
streng zeilendiagonaldominante Lg-Matrix mit strikt positiven Diagonaleintrigen
eine M-Matrix ist)

c) Zeigen dle, dass B~ > 0 gilt fur ¥ = 1 oder fur ¥ < 1 und zusatzlich o < —.

Zeigen Sie, dass B'E > 0 gilt fiir ¥ = 1 oder fiir ¥ < 1 und zusitzlich o < L
(Tipp: fiir das Spektrum der Matrix B~! gilt o(B™!) C [1755, 1], wobei @ = 2242
Desweiteren gilt fiir o # 0 die Beziehung B~'F = {B~! — 1527

(d) Zeigen Sie: Ist B™'E > 0 und gibt es Konstanten m, M € R mit m < u) < M, so
gilt m <wup < M fiir alle n € Ny. Mit u} sei der Wert der numerischen Losung iiber
dem k-ten Gitterpunkt zum Zeitpunkt ¢, = nAt bezeichnet.

allgemeine Hinweise zur Abgabe:

e Die Programmieraufgaben konnen in 2er-Gruppen bearbeitet werden.

e Abgabe der Programme per Email an den jeweiligen Tutor bis spétestens 12 Uhr
am Abgabetag.

e In den Programmen muss jeder Schritt angemessen kommentiert sein und erklart
werden kénnen.

e Abgabe der Theorieaufgaben in den entsprechenden Briefkasten vor F441 bis spéa-
testens 12 Uhr am Abgabetag.



