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Wiederholung Grenzwert

a € R hei3t Grenzwert von f an der Stelle y, wenn
nll_@o f(x,) = a

fir jede Folge (x,),>0 mit x, — y.

Existiert dieser Grenzwert, so schreiben wir

lim f(x) = a
X—y
(f konvergiert gegen a flr x gegen y)
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Erweiterungen des Grenzwertbegriffs

e a € R heiB3t linksseitiger Grenzwert lim, ., f(x) = a, wenn

nIergo f(x,) = a

fir jede Folge (x,),>0 Mit x, < y und x, — .
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Erweiterungen des Grenzwertbegriffs

e a € R heiB3t linksseitiger Grenzwert lim, ., f(x) = a, wenn

nIergo f(x,) = a

fir jede Folge (x,),>0 Mit x, < y und x, — .

e a € R heiB3t rechtsseitiger Grenzwert lim, - f(x) = a, wenn

nILngo f(x,) = a

fir jede Folge (x,),>0 mit x, > y und x, — .
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Erweiterungen des Grenzwertbegriffs

e a € R heiB3t linksseitiger Grenzwert lim, ., f(x) = a, wenn
lim f(x,) = a

n—oo

fir jede Folge (x,),>0 Mit x, < y und x, — .

e a € R heiB3t rechtsseitiger Grenzwert lim, - f(x) = a, wenn
nILngo f(x,) = a

fir jede Folge (x,),>0 mit x, > y und x, — .

e Uneigentliche Grenzwerte (a oder y = £o0)

lim f(x) = a, lim f(x) = +o0, lim f(x)= +o0

xX—300 X—a xX—300
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iii) Polynome p(x) = ap + a1x + ... + apx"  (a, # 0)

lim p(x)

X—00
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iii) Polynome p(x) = ap + a1x + ... + apx"  (a, # 0)

. _ a a
lim p(x) = lim x" (—?’+X—i+...+an)

X—00 X—00 X
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iii) Polynome p(x) = ag+ a1x + ... + a,x"  (a, # 0)

do 41
. . n
lim p(x) = lim _x (——i——+ ..+ ap

X—»00 x—00 " \ x xn

—00 N ~~ -
—ap(x—00)
Vorlesung 11: Grenzwerte und

4/12 05.12.19 Mathematik | fir Chemie, Life Science und Nanoscience Stetigkeit



Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iii) Polynome p(x) = ag+ a1x + ... + a,x"  (a, # 0)

lim p(x) = | n (ao+al+ n )_ +00, ap >0,
XI_)I’T;O,DX _XI—@o vjoo Ax7 o x” a”J_ PN a, < 0
—>an(:<r—>oo)
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iii) Polynome p(x) = ag+ a1x + ... + a,x"  (a, # 0)

lim p(x) = ”(+—++)— oo
XI_)I’T;O,DX —>oo X~ X" ) = —00,

— 00 ~~
—ap(x—00)

an, > 0,
a, <0

Fazit: Die fihrende Ordnung a,x" bestimmt das Konvergenzverhalten flir n — +oc
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

r(x)

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

(an, bm # 0)
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

r(x)

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

(an, bm # 0)
e Fall1:m < n:

lim r(x) =
X—00
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

r(x)

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

(an, bm # 0)

e Fall1:m < n:

il S S
. . n n— R n—m
lim r(x) = lim — X

X300 xoo B4 4 4 b,

anl
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

r(x)

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

(an, bm # 0)

e Fall1:m < n:

ao ai am
. . on %_ n— %_ ves %_ n—m O
lim r(x) = lim —= bl — =—=0.
X—$00 X—$00 X_97_|_ L+ ...+ b, b,

anl
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

r(x) (an, by # 0)

e Falll:m< n:
Attt tes 0
. . n n— PR n—m
lim r(x) = lim T — — =—=0.
X—00 X—r00 F _|_ anl _|_ “aa —|_ bn bn
e Fall2: m=n:
lim r(x) =
X—00
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

r(x) (an, by # 0)

e Falll:m< n:
a a a
. . X_91+Xn£1+---+xnr—nm O
lim r(x) = lim % - = —=0.
X—$00 X—$00 X_g + Xnil + ...+ b, b,
e Fall2: m=n:
a a
. . X_91+Xn£1+---+am
lim r(x) = lim 2 -
X—00 X—>oox_g_|_xnl1_|_____|_bn
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Beispiele Uneigentliche Grenzwerte

(iv) Rationale Funktionen

r(x)

_do + a1 x + ...+ apx"”
by + bix+ ...+ byx"

(an, bm # 0)

e Fall1:m < n:

do ai a
L+t 0

lim r = |im = — =0.
L I
e Fall2: m=n:
do di
. . oottt ...+ a a
lim r(x) = lim 2 Xbl ="
X—00 X—00 X_g + anl + ...+ bn bn
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

lim r(x) =
X—00
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

. B = S e
lim r(x) = lim £—= bl X
21+ ...+ by

X—00 x—o0 Do +
x"N xn—1
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

i R S

. . —1 —
lim r(x) = lim —= X
X—00 X—00 X_(r)z+xn£1+---+bn
Es gilt
do di dm
Im(—+ + ..+ ):
x—o00 \ X" Xn—l xn—m
0 by
im (= +—=+4+..+b,) =
x—o0 \ X" i
6/12 05.12.19
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

a a a
. . X_%+anl+---+XnTm
lim r(x) = lim % -
X—00 X—00 X_(r)z+xn£1+---+bn
Es gilt
_ ao ai am +00, am > 0,
lim (——I— 1—|—...—|— ):
x—00 \ X" XN xn—m — 00, am < 0
0 b1
x—oo \ X Xx"—
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = #tauxt..4 2

e Fall3: m> n:

(anv bm # O)

. R i o= o SR .
lim r(x) = lim Z¥—= bl =
X—00 X—00 X_(r)z+xn£1+---+bn
Es gilt
xll—>ngo (x” T xn-1 Tt xn—mj) —00, am <0
_ bo by
JLYT;O <; —+ Xn—l + ...+ bn> = bn
6/12 05.12.19
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

ao g oy = s P oy
lim r(x) = lim Z¥—= - X
X—00 X—00 0 + X” 1 + ...+ b
Es gilt
. do al dm +00, am >0,
| (— ) -
XI—>ngo X" T xn—1 Tt xn—m { —0Q, am < 0
0
X@g@ <;+X” T +b> b,
Damit

lim r(x) = { oo,

X—00
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

I Rl R
lim r(x) = lim Z¥—= - X
X—00 X—00 0 + X” 1 + ...+ b
Es gilt
. do +00, am >0,
im (s )=
XI—>ngo x”+x”1+ +X”m { —00, am < 0
_ bo by
PYCTE N
Damit
. +o00, am, b, > 0 oder an, b, <0
lim r(x) =
X—00
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = agoiagfx:_fb”;f: (an, by # 0)

e Fall3: m> n:

I I R
lim r(x) = lim Z¥—= - X
X—00 X—00 0 + X” 1 + ...+ b
Es gilt
. ao . +00, am > 0,
xll—>n;o<ﬁ+x”1+ +X”m){ —00, am <0
b
lim <—° ) = b,
x—o00 \ X"
Damit
. 400, am, b, >0 oder a,, b, <0
lim r(x) =
X—00 —00, am<0,b,>0 oder a,, >0,b,<0
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Beispiel (iv) Fortsetzung

(iv) Rationale Funktionen r(x) = $taxttaar® (5, p, £ 0)

e Fall3: m> n:

i S
1
lim r(x) = lim % X" o
X—00 X—00 0 + X” 1 + ...+ b
Es gilt
i <ao n T ) +o00, am > 0,
m {— =
x—00 \ X" XN 1 xn—m — 00, am < 0
. bo b,
im (= +—=+..4+by) =b,
x—oo \ X Xx"—
Damit
. +OO, am : bn > O,
lim r(x) =
X—00 — 00, am : bn < O
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5.2: Stetigkeit

Essei f: D C R — R eine reelle Funktion.
e f hei3t stetig im Punkt y € D, wenn lim,_,, f(x) existiert und

lim f(x) = f(y) .

X—y

e f heif3t stetig auf D, wenn f in jedem Punkt y € D stetig ist.
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5.2: Stetigkeit

Essei f: D C R — R eine reelle Funktion.

e f heif3t stetig im Punkt y € D, wenn lim,_,, f(x) existiert und
lim f(x) = f(y) .

X—y

e f heif3t stetig auf D, wenn f in jedem Punkt y € D stetig ist.

Bemerkungen
e Links- und rechtsseitige Grenzwerte miussen existieren und Ubereinstimmen
e Anschaulich (im Fall D = [a, b]): Keine Spriinge im Graphen
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Beispiele
e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N
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Beispiele
Monome f(x) = x” sind stetig auf R fir n € N

e Betragsfunktion f(x) = |x|

a1 y=|x

Vorlesung 11: Grenzwerte und
Stetigkeit
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Beispiele
e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N
e Betragsfunktion f(x) = |x| ist stetig auf R. ,

a1 y=|x
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Beispiele

e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N y 5
Y=1/X

e Betragsfunktion f(x) = |x| ist stetig auf R.
o f(x)=1/x

Vorlesung 11: Grenzwerte und
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Beispiele

e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N y 5
Y=1/X

e Betragsfunktion f(x) = |x| ist stetig auf R.

o f(x)=1/xiststetigauf R\ {0}
(Definitionsbereich).
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Beispiele

e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N
e Betragsfunktion f(x) = |x| ist stetig auf R.

e f(x)=1/xiststetigaufR\ {0}

(Definitionsbereich). "1
o Die Treppenfunktion E
0, x<0, |

g(x)_{l, x>0 S S S —

-1 —0.5 (.5 1
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Beispiele

e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N
e Betragsfunktion f(x) = |x| ist stetig auf R.

o f(x)=1/xiststetigauf R\ {0}

(Definitionsbereich). "1
o Die Treppenfunktion E
0, x<0, |

g(x)_{l, x>0 56— -

-1 —0.5 (A |
ist
e unstetigin x =0 (da

“mX_)O* — O # 1 — ||mX_>O+)
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Beispiele

e Monome f(x) = x" sind stetig auf R fir n € N
e Betragsfunktion f(x) = |x| ist stetig auf R.

o f(x)=1/xiststetigauf R\ {0}

(Definitionsbereich). "1
o Die Treppenfunktion E
0.5+
(x) = 0, x<0, |
=31, x>0 < .
-1 —0.5 0.5 1
ist
e unstetigin x =0 (da
“mX_)O* — O # 1 — ||mX_>O+)
e stetig in allen Punkten x # 0, d.h. stetig
auf R\ 0
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Stetigkeit: Regeln

Es seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ € R.
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Stetigkeit: Regeln

Es seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ € R.
e Ebenfalls stetig in [a, b] sind dann

f
f+g, cf, f-g, p (hier sei g(x) # 0in [a, b]).
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Stetigkeit: Regeln

Es seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ € R.
e Ebenfalls stetig in [a, b] sind dann

f
f+g, cf, f-g, p (hier sei g(x) # 0in [a, b]).

e Daraus folgt, dass Polynome stetige Funktionen auf R sind, ebenso rationale
Funktionen auf ihrem Definitionsbereich.
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Stetigkeit: Regeln

Es seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ € R.
e Ebenfalls stetig in [a, b] sind dann

f+g, cf, f-g, (hier sei g(x) # 0in [a, b]).

Q| +

e Daraus folgt, dass Polynome stetige Funktionen auf R sind, ebenso rationale
Funktionen auf ihrem Definitionsbereich.

e Seienf :[a b] = [c,d]und g : [c, d] — R stetig. Dann ist die Verkettung
gof :|a bl — R auch stetig.
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Stetigkeit: Regeln

Es seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ € R.

Ebenfalls stetig in [a, b] sind dann

f+g, cf, f-g, (hier sei g(x) # 0in [a, b]).

Q| +

Daraus folgt, dass Polynome stetige Funktionen auf R sind, ebenso rationale
Funktionen auf ihrem Definitionsbereich.

Seien f : [a, b] — [c,d] und g : [c, d] — R stetig. Dann ist die Verkettung
gof :|a bl — R auch stetig.

Sei f : [a, b] — R injektiv und stetig. Dann ist die Umkehrfunktion 7' ebenfalls stetig.

9/12
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Stetigkeit: Regeln

Es seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ € R.

Ebenfalls stetig in [a, b] sind dann

f+g, cf, f-g, (hier sei g(x) # 0in [a, b]).

Q| +

Daraus folgt, dass Polynome stetige Funktionen auf R sind, ebenso rationale
Funktionen auf ihrem Definitionsbereich.

Seien f : [a, b] — [c,d] und g : [c, d] — R stetig. Dann ist die Verkettung
gof :|a bl — R auch stetig.

Sei f : [a, b] — R injektiv und stetig. Dann ist die Umkehrfunktion 7' ebenfalls stetig.
Daraus folgen z.B. die Stetigkeit der Wurzelfunktionen.

9/12
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Wachstums- und Zerfallprozesse

Sie f(t) eine Population (Menschen, Tiere, Bakterien) oder Konzentration eines Stoffes
zum Zeitpunkt t

Oft ist die Anderungsrate von f in einem Zeitintervall [t, t + §t] proportional zur Population
f selbst
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Wachstums- und Zerfallprozesse

Sie f(t) eine Population (Menschen, Tiere, Bakterien) oder Konzentration eines Stoffes
zum Zeitpunkt t

Oft ist die Anderungsrate von f in einem Zeitintervall [t, t + §t] proportional zur Population
f selbst

o Anderung pro Zeiteinheit:

f(t+adt)—f(t)
ot

e ) > 0 Wachstumsrate (z.B. Geburtenrate), A < 0 Zerfallsrate (oder Sterberate)

= A (1) (1)
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Wachstums- und Zerfallprozesse

Sie f(t) eine Population (Menschen, Tiere, Bakterien) oder Konzentration eines Stoffes
zum Zeitpunkt t

Oft ist die Anderungsrate von f in einem Zeitintervall [t, t + §t] proportional zur Population
f selbst

o Anderung pro Zeiteinheit:

f(t+4ot)—f(t)
S = (D) (1)

e ) > 0 Wachstumsrate (z.B. Geburtenrate), A < 0 Zerfallsrate (oder Sterberate)
o Das Modell (1) ist in der Regel nur gut fur kleines it.

Frage: Wie entwickelt sich 7(t) bei einer Anfangspopulation 7 (0) ftr 6t — 07?

Vorlesung 11: Grenzwerte und
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Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
° f(5t) — f(O) =

Vorlesung 11: Grenzwerte und
11/12 05.12.19 Mathematik | fir Chemie, Life Science und Nanoscience Stetigkeit



Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
o f(0t)—f(0) =0t Af(0) =
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Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
o f(0t)—f(0) =0t Af(0) = f(0t) = (1 + 06t A\)f(0)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
o f(0t)—f(0) =0t Af(0) = f(0t) = (1 + 06t A\)f(0)
o f(20t) — f(6t) =0t Af(0t) = f(20t)=(1+ 0t )f(dt)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
o f(8t)—1f(0)=0tAf(0) = f(0t) = (1 + ot \)f(0)
o f(26t) — F(6t) = 6t AF(0t) = F(26t) = (1 + 0t \)F(6t) = (1 + 6t X)?F(0)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
o f(8t)—1f(0)=0tAf(0) = f(0t) = (1 + ot \)f(0)
o f(26t) — F(6t) = 6t AF(0t) = F(26t) = (1 + 0t \)F(6t) = (1 + 6t X)?F(0)

o Zum Zeitpunkt t = not:  f(t) = F(ndt) = (1 + 6t 2)"F(0)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |

F(t+6t) — F(t)
5t

— M (1)

e Anfangspopulation (0) gegeben
o f(8t)—1f(0)=0tAf(0) = f(0t) = (1 + ot \)f(0)
o f(26t) — F(6t) = 6t AF(0t) = F(26t) = (1 + 0t \)F(6t) = (1 + 6t X)?F(0)

o Zum Zeitpunkt t = ndt: () = F(nét) = (1 + 6t \)"F(0) = (1 + £ X)"F(0)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |l

Zum Zeitpunkt t = ndt gilt
t
f(t)="rf(nét) = (1+ EA)”f(O)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |l

Zum Zeitpunkt t = ndt gilt
t
f(t)="rf(nét) = (1+ EA)”f(O)

Grenzwert 0t — 0 (entspricht n = & — 00)

A
lim <1+—) f(0) =
n—o0 n
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Wachstumsmodell Fortsetzung |l

Zum Zeitpunkt t = ndt gilt
t
f(t)="rf(nét) = (1+ EA)”f(O)

Grenzwert 0t — 0 (entspricht n = & — 00)

lim (1 + ¥)” f(0) = exp(At)f(0).

n—o0
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Wachstumsmodell Fortsetzung |l

Zum Zeitpunkt t = ndt gilt
t
f(t)="rf(nét) = (1+ EA)”f(O)

Grenzwert 0t — 0 (entspricht n = & — 00)

n—o0

Losung: 7 (t) = exp(At)f(0)

lim (1 + ¥)” f(0) = exp(At)f(0).

12/12 05.12.19 Mathematik | fiir Chemie, Life Science und Nanoscience

Vorlesung 11: Grenzwerte und
Stetigkeit



Wachstumsmodell Fortsetzung |l

Zum Zeitpunkt t = ndt gilt
t
f(t)="rf(nét) = (1+ - 2)"f(0)

Grenzwert 0t — 0 (entspricht n = & — 00)

lim (1 + ¥)” f(0) = exp(At)f(0).

Losung: 7 (t) = exp(At)f(0)

e ) > 0: Population wéachst Uber alle Grenzen (f(t) — oo flr t — o)
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Wachstumsmodell Fortsetzung |l

Zum Zeitpunkt t = ndt gilt
t
f(t)="rf(nét) = (1+ - 2)"f(0)

Grenzwert 0t — 0 (entspricht n = & — 00)

lim (1 + ¥)” f(0) = exp(At)f(0).

Losung: 7 (t) = exp(At)f(0)

e ) > 0: Population wéachst Uber alle Grenzen (f(t) — oo flr t — o)

e In der Realitat bestehen meist Beschrankungen (z.B. Nahrung, Lebensraum):
Logistisches Wachstumsmodell evil. realistischer

a
) = 1+ exp(b—ct)’

a,beR,ceR
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