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Taylorpolynome

Ziel: Lokale Approximation von Funktionen durch Polynome

° Taylorpolynom 1. Ordnung um Xp Taylor-Polynome zur Exponentialfunktion

(Tangente an xg)
p1(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

e Taylorpolynom 2. Ordnung um X

p,(x)
()
. / 0 2
p2(x) = f(x0) + ' (x0)(x — x0) + (x — o)

[

) — |
|
\

P4(x) %o
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Taylorpolynome

Ziel: Lokale Approximation von Funktionen durch Polynome

° Taylorpolynom 1. Ordnung um Xxp Taylor-Polynome zur Exponentialfunktion

(Tangente an xg)
p1(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

e Taylorpolynom 2. Ordnung um X

p,(x)
f//(XO)
pa(x) = f(x0) + '(x0)(x — x0) + 5 (x — x0)° .
2 \ |
(I i

e Taylorpolynom n-ter Ordnung um xg 0.0 X

3
n
f (k)(Xo) k
pn() = > 2 (x = x)
k=0
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Taylorpolynome

Ziel: Lokale Approximation von Funktionen durch Polynome

'Y Tay|0rpo|ynom 1. Ordnung um xg Taylor-Polynome zur Exponentialfunktion
(Tangente an xg)
p1(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)
e Taylorpolynom 2. Ordnung um X ()
" X0
pa(x) = Flx0) + FO)(x — 30) + o - )
P,(X) \
(I i
e Taylorpolynom n-ter Ordnung um xg 0.0 X
3
n
() (x
pn(X) = Z M(X - Xo)k Anwendung: Ableitungen und Funktionswerte von f
k—0 K in xp bekannt, aber nicht flr x # xg
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Taylorreihe

e Taylorpolynom n-ter Ordnung um x

N A
pi) = 3 D gy
k=0

e Konvergiert der Wert p,(x) fir n — oo, dann kdnnen wir die (unendliche) Taylorreine
definieren
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Taylorreihe

e Taylorpolynom n-ter Ordnung um x

N A
0 = 3 00 (s

k
k=0
e Konvergiert der Wert p,(x) fir n — oo, dann kdnnen wir die (unendliche) Taylorreine
definieren
- - f(k)(Xo) k
Tfo(x) = lim py(x) = ;O - (x = x0)
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Taylorreihe

e Taylorpolynom n-ter Ordnung um x

N A
0 = 3 00 (s

k
k=0
e Konvergiert der Wert p,(x) fir n — oo, dann kdnnen wir die (unendliche) Taylorreine
definieren
- - f(k)(Xo) k
Tfo(x) = lim py(x) = ;O - (x = x0)

e In der Regel gilt bei Konvergenz (bis auf Spezialfalle)
Tf,(x) = f(x)
d.h. die Taylorpolynome nahern sich 1 an und die (unendliche) Taylorreihe ist gleich 7
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt fur alle Ableitungen k € N
f(k)(Xo) = exp(xo)
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k)(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 1: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt xo = 0: Es gilt

F(0) = exp(0) =1
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k)(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 1: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt xo = 0: Es gilt

F(0 1
FR0)=exp(0) =1  =Thix)=)_ kl( )(X —0)f =)
k=0 ' k=0
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k)(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 1: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt xo = 0: Es gilt

(k) — F9(0) R
F(0) = exp(0) = 1 = Thx)=)_ o (x—0) :ZW
k=0 k=0
Diese Taylorreihe haben wir zur Definition von exp verwendet! Sie konvergiert fir alle

x € R und stimmt mit (x) = exp(x) Uberein
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k>(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 2: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt x; = 1:
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k>(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 2: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt xo = 1: Es qilt

FR(1) = exp(l) = e
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k>(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 2: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt xo = 1: Es qilt

(k) — (1) k — € k
) =ep(l)=e  =TH0k)=) ——=Kx-1=) (1)
k=0 k=0
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Beispiel Taylorreihe

Sei f(x) = exp(x). Es qilt far alle Ableitungen k € N
f(k)(Xo) = exp(xo)

e Bsp. 2: Taylorreihe zum Entwicklungspunkt x; = 1: Es gilt

F(1) = exp(1l) = e = Tf(x) = f: w(x — 1k = f: € x— 1)k
R = k! — g

k=0 k=0
Man kann zeigen, dass auch diese Reihe flir alle x € R konvergiert und mit f(x)
ubereinstimmt.
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Konvergenz der Taylorreihe

Allgemein qilt: Die Taylorreihe
= £ (x
Th,00 = 3 L0 g

k=0 K
konvergiert far alle x, die gentugend nahe an x liegen

X — x| < r
(fGr ein r) und divergiert fur alle x, die weiter weg liegen

|x — Xxo| > r.
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Konvergenz der Taylorreihe

Allgemein qilt: Die Taylorreihe
= £ (x
Th,00 = 3 L0 g

k
k=0
konvergiert far alle x, die gentugend nahe an x liegen

X — x| < r
(fGr ein r) und divergiert fur alle x, die weiter weg liegen
|x — Xxo| > r.
r heif3t Konvergenzradius und kann berechnet werden durch

£(k)
r= lim (o)

-1
— 7 | = /| £ (k)
k—00 ’ f(k+1)(X0) k||—>rTo]o ( |f (XO)>
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Taylorentwicklung im R?

Tangentialebene

Sei f : R? —» R.

e Taylorpolynom erster Ordnung um
(x0, ¥o) (Tangentialebene in (xg, yo))

pi(x,y) = (X0, Yo) + O.f (X0, Yo)(x — x0)
+ 0, f (X0, y0) (v — v0)
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Taylorentwicklung im R?

Tangentialebene

Sei f : R? —» R.

e Taylorpolynom erster Ordnung um
(x0, ¥o) (Tangentialebene in (xg, yo))

pi(x,y) = (X0, Yo) + O.f (X0, Yo)(x — x0)
+ 0, f (X0, y0) (v — v0)

e Taylorpolynom zweiter Ordnung um (xg, vo)
p2(x,y) = f(x0, o) + O:f (X0, Yo) (x — x0) + O, F(x0, Yo) (v — o)

1 1
+ §3xxf(><o1 Y0) (X — x0)” + Ouy F(x0, o) (X — x0) (v — vo) + §ayyf(><0, yo) (v — v0)°
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Beispiel im R?

Sie f(x,y) = exp(x® + y).
e Gesucht: Taylorpolynom erster Ordnung um (xg, yo) = (1, 0)

pi(x,y) = f(x0, yo) + Of (X0, Yo) (X — x0)
+ 0, f (X0, o) (v — o)
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Beispiel im R?

Sie f(x, y) = exp(x® + y).
e Gesucht: Taylorpolynom erster Ordnung um (xg, yo) = (1, 0)

pi(x,y) = f(x0, yo) + Of (X0, Yo) (X — x0)
+ 0, f (X0, Yo) (v — o)

e Ableitungen
f(1,0) =exp(l) =e
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Beispiel im R?

Sie f(x, y) = exp(x® + y).
e Gesucht: Taylorpolynom erster Ordnung um (xg, yo) = (1, 0)

pi(x,y) = f(x0, yo) + Of (X0, Yo) (X — x0)
+ 0, f (X0, Yo) (v — o)

e Ableitungen
f(1,0) =exp(l) =€
0. f(x,y) = 2xexp(x* + y) = 0,1(1,0) =2exp(l) = 2e
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Beispiel im R?

Sie f(x, y) = exp(x® + y).
e Gesucht: Taylorpolynom erster Ordnung um (xg, yo) = (1, 0)

pi(x,y) = f(x0, yo) + Of (X0, Yo) (X — x0)
+ 0, f (X0, Yo) (v — o)

e Ableitungen
f(1,0) =exp(l) =€
0. f(x,y) = 2xexp(x* + y) = 0,1(1,0) =2exp(l) = 2e
0,f(x,y) =exp(x* +y) = 0,f(1,0) =exp(l) =e.
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Beispiel im R?

Sie f(x, y) = exp(x® + y).
e Gesucht: Taylorpolynom erster Ordnung um (xg, yo) = (1, 0)

pi(x,y) = f(x0, yo) + Of (X0, Yo) (X — x0)
+ 0, f (X0, Yo) (v — o)

e Ableitungen
f(1,0) =exp(l) =€
0. f(x,y) = 2xexp(x* + y) = 0,1(1,0) =2exp(l) = 2e
0,f(x,y) =exp(x* +y) = 0,f(1,0) =exp(l) =e.

e Taylorpolynom erster Ordnung
pi(x,y) =e+2e(x —xo) +ely — yo)
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Beispiel im R?

Sie f(x, y) = exp(x® + y).
e Gesucht: Taylorpolynom erster Ordnung um (xg, yo) = (1, 0)

pi(x,y) = f(x0, yo) + Of (X0, Yo) (X — x0)
+ 0, f (X0, Yo) (v — o)

e Ableitungen
f(1,0) =exp(l) =€
0. f(x,y) = 2xexp(x* + y) = 0,1(1,0) =2exp(l) = 2e
0,f(x,y) =exp(x* +y) = 0,f(1,0) =exp(l) =e.

e Taylorpolynom erster Ordnung
pi(x,y)=e+2e(x—x)+ely—w)=e+2e(x—1)+ey
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