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Wiederholung Folgen

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge
(N, :={neNuU{0},n>r})

e Folge (a,),>,, Folgenglieder a, := f(n)
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Wiederholung Folgen

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge
(N, :={neNuU{0},n>r})

e Folge (a,),>,, Folgenglieder a, := f(n)
e aec RheiBt Grenzwert von (a,)p>,
Im a, = a,
n—00
wenn es zu beliebigem € > 0 ein n, € N gibt, so dass
la, —a| < e faralle n> n..

e Besitzt (a,),>, einen Grenzwert, so heif3t a, konvergent, sonst divergent
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Wiederholung Folgen

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge
(N, :={neNuU{0},n>r})

e Folge (a,),>,, Folgenglieder a, := f(n)

e ac R heiBt Grenzwert von (a,) >,

lm a, = a,
n—oo

wenn es zu beliebigem € > 0 ein n, € N gibt, so dass
la, —a| < e faralle n> n..

e Besitzt (a,),>, einen Grenzwert, so heif3t a, konvergent, sonst divergent
e Uneigentliche Konvergenz (eine “Form der Divergenz”)

llm a, = +o0.
n—o0

2/1 02.12.19 Mathematik | fir Chemie, Life Science und Nanoscience Vorlesung 10: Folgen und Reihen



Wiederholung Reihen

Sei (a,)n>, €ine Folge

e Motivation: Wert bzw. Konvergenz der unendlichen Summe Z EP
k=0
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Wiederholung Reihen

Sei (a,)n>, €ine Folge N
e Motivation: Wert bzw. Konvergenz der unendlichen Summe > a,

k=0
o Definition Partialsumme n
Sy = Z Ay
k=0

e Reihe: Folge der Partialsummen

n

(Sn)nzoz Zak = (ao,ao+31,ao—|—31—|—32)
k=0 n>0
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Wiederholung Reihen

Sei (a,)n>, €ine Folge N
e Motivation: Wert bzw. Konvergenz der unendlichen Summe > a,

k=0
n

Sy 1= E EP
k=0

e Definition Partialsumme

e Reihe: Folge der Partialsummen

n
(Sn)nzo = (Z ak> = (ao, dg + ag, dg + a1 + 32)
k=0

n>0

e Konvergenz/Divergenz der Reihe: Konvergenz/Divergenz der Folge (s;)q>0
e Wert der Reihe %0
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Beispiele Reihen

e Geometrische Reihe n+1

- 1— 1
> ¢f = lim —1— = fir g # 1
— n—oo 1—(q 1—gq

konvergent fir |g| < 1, sonst divergent (da g* keine Nullfolge).
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Beispiele Reihen

e Geometrische Reihe 1 — gt 1
quzlim = frg #1
— n—oo 1 —q 1—g

konvergent fir |g| < 1, sonst divergent (da g* keine Nullfolge).

e Harmonische Reihe

— 1
E r = (divergent)
k=0
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Beispiele Reihen

e Geometrische Reihe 1 — g+l 1
k - q .
Z g = lim = fir g # 1
n—o00 1 — q 1 — q
k=0
konvergent fir |g| < 1, sonst divergent (da g* keine Nullfolge).
e Harmonische Reihe > 1
> =00 (divergent)
k=0
e Summe der reziproken Quadratzahlen
1
5121, 52=1+Z=1.25
—1+1+1~1361 —1+1+1+1N1424
BT AT T g T 479" 16
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Beispiele Reihen

Geometrische Reihe 1 — g+l

P g 1 .
ZCI = lim =14 fir g # 1

" —0 n—oo 1 —d

konvergent fir |g| < 1, sonst divergent (da g* keine Nullfolge).

Harmonische Reihe

=1
> =00 (divergent)
k=0
Summe der reziproken Quadratzahlen
5121, 52=1+%=1.25
1 1 1 1 1
53:1+Z+§%1.361, —1+4+9+1—6N1424

Es gilt Z Pl % (konvergent)
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Konvergenz von Reihen

e Weiteres Bsp: Definition der Eulerschen Zahl e

(0. 9]

1

k!
k=0
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Konvergenz von Reihen

e Weiteres Bsp: Definition der Eulerschen Zahl e

(0. 9]

1
Z a=e (konvergent)
k=0 "
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Konvergenz von Reihen

e Weiteres Bsp: Definition der Eulerschen Zahl e

(0. 9]

1
Z a=e (konvergent)
k=0 "

e Damit eine Reihe ) ax konvergiert, ist es notwendig, dass (a,) >0 €ine Nullfolge ist
k=0

im a, — 0
n—o0
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Konvergenz von Reihen

e Weiteres Bsp: Definition der Eulerschen Zahl e

(0. 9]

1
E a=e (konvergent)
k=0 "

e Damit eine Reihe ) ax konvergiert, ist es notwendig, dass (a,) >0 €ine Nullfolge ist
k=0
im a, — 0

n—o0

e Das ist aber noch nicht hinreichend fir Konvergenz, d.h. gentgt im allgemeinen noch
nicht (Beispiel Harmonische Reihe)
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4.2.2 Konvergenzkriterien flr Reihen

e Majorantenkriterium

st Z b, konvergent und gilt fir ein np € N
k=0
ax| < by faralle k > nq,

o0
soist > a, konvergent.
k=0
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4.2.2 Konvergenzkriterien flr Reihen

e Majorantenkriterium

st Z b, konvergent und gilt fir ein np € N
k=0

ax| < by faralle k > nq,

soist > a, konvergent.
k=0

e Leibnizkriterium

Ist (a,) >0 €ine positive und streng monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die
alternierende Reihe

Z(—l)kak.
k=0
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4.2.2 Konvergenzkriterien flr Reihen

e Majorantenkriterium

st Z b, konvergent und gilt fir ein np € N
k=0

ax| < by faralle k > nq,

soist > a, konvergent.
k=0

e Leibnizkriterium

Ist (a,) >0 €ine positive und streng monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die

alternierende Reihe

00
> (—1)a.
k=0
0. ¢]
Beispiel: - (—1)%- 1
k=0
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4.2.2 Konvergenzkriterien flr Reihen

e Majorantenkriterium

st Z b, konvergent und gilt fir ein np € N
k=0

ax| < by faralle k > nq,

soist > a, konvergent.
k=0

e Leibnizkriterium

Ist (a,) >0 €ine positive und streng monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die

alternierende Reihe

> (—1)a.
k=0
o0 00
Beispiel: kzo(— k-1 =—In(2). (Dagegen ist kzo = divergent)
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Weitere Konvergenzkriterien

e Wurzelkriterium
Gibt es eine Zahl g < 1 und ein ny € N, so dass

/|ax| < g foralle k > ny,

-
soist > a, konvergent.
k=0
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Weitere Konvergenzkriterien

Wurzelkriterium
Gibt es eine Zahl g < 1 und ein ny € N, so dass

/|ax| < g foralle k > ny,

o
soist > a, konvergent.
k=0

Quotientenkriterium
Gibt es eine Zahl g < 1 und ein ny € N, so dass

dk+1 -
——| < g faralle k > ng,
dk
00
soist > a, konvergent.
k=0
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Beispiel Quotientenkriterium

Beispiel: Z Xk—f far x € R.
k=0
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Beispiel Quotientenkriterium

Beispiel: > Xk—f fir x € R. Wir prifen
k=0

dk+1 "
——| <g<1 foralle k> ng
dk
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Beispiel Quotientenkriterium

k

Beispiel: > 7 flr x € R. Wir prifen
k=0

dk+1 -
——| <g<1 foralle k> ng
dk

Es qilt

k+1

dk+1 . X<t /(k+1)|
dg Xk/k!
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Beispiel Quotientenkriterium

k

Beispiel: > 7 flr x € R. Wir prifen
k=0

kL <g<1l foralle k> ng
dk
Es qilt
ar1| XY (k+ )] x
ko xk / k! ‘ B |k + 1‘
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Beispiel Quotientenkriterium

k

Beispiel: > 7 flr x € R. Wir prifen
k=0

dk+1 .
—+<q<1 far alle kK > ng
dk
Es qilt
ki1 X1/ (k 4+ 1)! X
— ) - — 0 (k— o0).
ax xk / k! k+1
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Beispiel Quotientenkriterium

k

Beispiel: Z 77 far x € R. Wir prafen
k=0

%<q<1 far alle kK > ng
k
Es qilt

ar1| XY (k+ )] x

Ak xk/ k! k41

Also kann ein ng € N gefunden werden, so dass

a .
Tl o g<1 furalle k > ng

dk

(sogar fur beliebig kleines g > 0).

‘—>O (k — 00).
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Beispiel Quotientenkriterium

Beispiel: Z Xk—k, far x € R. Wir prifen
k=0

%<q<1 far alle kK > ng
k
Es qilt
k+1
ki1 X/ (k+1)! X
) = = k :
% Xk K] kr1| 70 ko)

Also kann ein ng € N gefunden werden, so dass

dk+1

dk

<g<1 foralle k> ng

(sogar fur beliebig kleines g > 0).

k

Anmerkung: Diese Reihe dient zur Definition der Exponentialfunktion:  exp(x) = >_ &5
k=0
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Rechenregeln

Zur Erinnerung: Reihen sind Folgen der Partialsummen (s,) >0
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Rechenregeln

Zur Erinnerung: Reihen sind Folgen der Partialsummen (s,) >0

Damit gilt fir >~ a,=a, Y b,=b, c€eR
n=0

n=0
i(anibn) = ian + ibn = az b,
n=0 n=0 n=0
i(c-an) = c-i a, = ca,
n=0 n=0
Aber . .
Z(an ) bn) 7’5 Z dp - bn
n=0 n=0

9/1 02.12.19 Mathematik | fir Chemie, Life Science und Nanoscience Vorlesung 10: Folgen und Reihen



Folgen im R"

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge im R,

o Folgenglieder sind m-dimensionale Vektoren, z.B. im R?

(Wn)n=0 = (Xn, Yn)n=0
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Folgen im R"

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge im R,

o Folgenglieder sind m-dimensionale Vektoren, z.B. im R?

(Wn)n=0 = (Xn, Yn)n=0

e Eine Folge (w,),>o heif3t konvergent, wenn jede Komponente konvergiert

imw, = w=(x,y) & Ilmx, =x und Imy, =y

n—oo n—oo n—oo
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Folgen im R"

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge im R,

o Folgenglieder sind m-dimensionale Vektoren, z.B. im R?

(Wn)n=0 = (Xn, Yn)n=0

o Eine Folge (w,)~0 heiB3t konvergent, wenn jede Komponente konvergiert

imw, = w=(x,y) < Imx, =x und Imy, =y
n—o0 n—o0 n—o0

1
lim (2_”, 1— —>
n—o0o n
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Folgen im R"

Eine Funktion f : N, — R heif3t Folge im R,

o Folgenglieder sind m-dimensionale Vektoren, z.B. im R?

(Wn)n=0 = (Xn, Yn)n=0

o Eine Folge (w,)~0 heiB3t konvergent, wenn jede Komponente konvergiert

imw, = w=(x,y) < Imx, =x und Imy, =y
n—o0 n—o0 n—o0

e Beispiel

1 1
lim (2‘”,1——) = (Iim2_”, lim 1——) = (0, 1).
n—o0o n n—o0 n—o0 n
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