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1 Der Kérper der reellen Zahlen 1.1 Die Axiome von R

1. Der Korper der reellen Zahlen
1.1. Die Axiome von R
Axiom 1.1. (Existenz von R)

(RO) Es gibt eine Menge R, deren Elemente reelle Zahlen heiffen und die folgende Eigenschaften hat: ¢

Axiom 1.2. (Korperaxiome der Addition)

Zwei Elementen z,y € R wird eindeutig ein drittes Element x + y € R zugeordnet mit:

(A1) Assoziativgesetz: Fiir alle z,y,z € R gilt (x +y) + 2z =z + (y + 2).

(A2) Kommutativgesetz: Fiir alle z,y € R gilt 2 +y =y + «.

(A3) Es existiert ein neutrales Element der Addition 0 € R, so dass « 4+ 0 = z fiir alle z € R.

(A4) Zu jedem z € R existiert ein additiv inverses Element —z € R mit (—z) +z = 0. O

Satz 1.3.
1. Das neutrale Element der Addition ist eindeutig bestimmt. Wir nennen es die Null in R.

2. Zu jeder reellen Zahl existiert genau ein additiv inverses Element.

Beweis.
1. Seien 0 und 0’ neutrale Elemente der Addition. Dann gilt:

(A3) (a2)

0 = 0+0®

040 0.

2. Seien (—z) und (—z)" additiv invers zu z. Dann gilt:

(—z) + = @,

x+ (—x)
( (

(—) +

(~2) +2) + (~2)
0 (g) (—x)'

(~a)

(—z)'. O

—z) + (z
—z) +(z

+
n

8
~—
~—

+(-2)

(—2)+0 2

(A3)

R

—2)

Axiom 1.4. (Korperaxiome der Multiplikation)

Zwei Elementen x,y € R wird eindeutig ein drittes Element x - y € R zugeordnet mit:

(M1) Assoziativgesetz: Fiir alle z,y,z € Rgilt (z-y)-z=2-(y - 2).

(M2) Kommutativgesetz: Fiir alle z,y e Rgilt z -y =y - z.

(M3) Es existiert ein neutrales Element der Multiplikation 1 € R\{0}, so dass 1z = « fiir alle z € R.

(M4) Zu jedem x € R\{0} existiert ein multiplikativ inverses Element 27! € R mit (z7!) -2 = 1. O

Satz 1.5.
1. Das neutrale Element der Multiplikation ist eindeutig bestimmt und als Eins bezeichnet.

2. Zu jeder von 0 verschiedenen reellen Zahl existiert genau ein multiplikativ inverses Element.
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1.1 Die Axiome von R 1 Der Kérper der reellen Zahlen

Beweis.
1. Seien 1 und 1’ neutrale Elemente der Multiplikation. Dann gilt:

1.1 (M3) 1 (M2) 1 (M3) 1/

= 1.1

2. Seien (z7!) und (z~!)" multiplikativ invers zu x. Dann gilt:

(1) 2 4 = z-(z71) ) 4

= (@) (@ @)=0e"")"1

— @ e @) @y

— (@)@ @Yy

— 1-(zh) (M9) (1Y

= @12 ey

— @ P ey O
Axiom 1.6. (Korperaxiom der Distributivitéit)
(D) Distributivgesetz: Fiir alle z,y,z e Rgilt - (y+2) =z -2+ y - 2. %
Bemerkung 1.7.
Zur Abkiirzung fithren wir die folgenden Schreibweisen ein:

x—y=x+(—y), %zx-yil, Ty =1x"Y, > =x-x. O

Satz 1.8.

Aus den Korperaxiomen lassen sich folgende Eigenschaften der reellen Zahlen folgern:

1. =0=0. 5. Ve, yeR:(—z) - (—y)=z-y.

2. Ve eR: —(—z) ==z. 6. Ve,y e R: (—z) -y =—(z-y).

3. VeeR:0-2=0. 7. Vz,yeR:2-y=0%& 2 =0 oder y =0.
4. VzeR: (1) -z =—u. 8. Yz e R\{0}: (z™ 1)l ==z.

Beweis.

Zentraler Trick: 0 dazuaddieren bzw. 1 dazumultiplizieren.

(A3) (Ad)

1. Es gilt —0 —-0+0 0.

2. Esgiltf(fx)(s) —(- )JrO(le) —(—z)+(—r+x) @y (f(fz)Jr(fa:))Jrz(g)Oer(Az) 10 @Y
3. Wegen

02 0+0) 2 2. 0+0 Q2042002402
ist (<0-2)+(0-2)=(—0-2)+ (0-2)+ (0-z); mit (A4) erhalten wir 0 =0 - z.
4. Es gilt
(—1)~:E:—x<:>x~1+(—l)-q::ai-1+(—)&gw-l—i—x-(—l):x-l—&—(—x)
L), 1+(-1)=a -1+ (- S:gx ~1+1)=-z+=z-1

MY (—141) —x+x$:ia: 0=0220., =0 Yoo
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1 Der Kérper der reellen Zahlen 1.1 Die Axiome von R

(1.8.4) (M1) (M2) (1.8.4) (2.)
5. (=z)-(=y) =" (=2)-((=D-y) =" ((==2)-(=1))-y =" ((=1)-(==2))-y =" (=(-2))-y = z-y
; . 1.8.4 M1 1.8.4
6. Fiir z € Rist (—2) -y "= (1) -2) -y 2 (-1) - (z-9) "EY —(z-y).
7. Sei BEx#0,sonst x-y=0-y (18)0 Dann gilt:
ry=0<=a ' (z-y)=a""" O(Ml)(x_l-x) y=x 0 &4 y=x"1-0

B =00 PR gt &Y g,

8 Firz#0gilt (a7 ) 1 =o<=at @ Hl=ztl o= @)t al=0"12 1=1. O
Axiom 1.9. (Anordnungsaxiome)
Es gibt eine Relation < auf R, die es erlaubt, zwei Zahlen miteinander zu vergleichen:
(01) Fiir je zwei Elemente z,y € R gilt < y oder y < x.
(02) Fiir alle z,y € R folgt aus x < y und y < z, dass ¢ = y.
(03) Transitivitidt: ¢ < y und y < z impliziert « < z fiir alle z,y,z € R.
(O4) Fir alle z,y,z e Rgit e <y=z+z < z+y.
(05) Fiir alle Va,y, 2 € Rmit 2 <y und 0 < z folgt z- 2 < z - y. O
Bemerkung 1.10.
Weitere gebrauchliche Schreibweisen sind:
r>2yey<la, r<y:=z<yund x #y, r>y:&x>yund x £ . %

Satz 1.11.

Konsequenzen der Anordnungsaxiome:

lL.Ve,yeR:2<y= —y< -z 5.0<1.

2. Vr,y,zeR:x2<yund 2<0=z-y< z-x. 6. Ve cR:0<z=0< gL

3. Ve,yeR:2>0undy>0=2z-y > 0.

7.V, yeR:0<z<y=0<yl<a!
4. Yr eR:z2>0.

Beweis.

1. Seien z,y € R beliebig. Es gilt

x§y®:4>)—x—|—m§—x—|—y(A:4>)O§—a:+y<0:4>)—y+0§—y+((—x)+y)
A A A
B2 _yto0< —y+ Y+ (= ))(:1§—y+0§(—y+y)+(—x)(=4>)—y+0§0+(—x)

(A:2>)—y+0§—x+0(:>)—y§—x.

2. Es gilt 2 <0 (él) —-0< -2 (g) 0 < —z. Damit folgt:
(1.8.4)
( z) x<(=2)y = —(2-2)<—(2-y)

3. SeieanOundyz().Danngilt:y20<o:5>)x~y2x~0%>2)x'y200wm:2>)x~y20.

4. Im Fall z > 0 ist geméf (1.11.3) auch = - z > 0. Andernfalls gilt

(L1L1) (1.8.1) (1 11.3)

o2 oo oY 50 (L8S)

="' (—z) (—2)>0 ="z -z>0.
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1.1 Die Axiome von R 1 Der Kérper der reellen Zahlen

(M3) (1.11.4) (M3)
5.1 ="12 > Ound 1 # O ergibt zusammen 1 > 0.
(1.11.4)
6. Wegen z7!-271 > 0gilt (7' 271 -0< (z7! - 271) - 2, mit (M3) also

(M4) (M3) 1

0<(:c_l-x_l)-xm:1g0<x_1-(x_l-x):>0<x_1-1:>0<x

7. Aus (1.11.4) folgt direkt 0 < ! und 0 < y~*. Noch zu zeigen: y~* < 27!

m<y<o:5>)x_1~x<x_1-y(i>4)1<x_1~y(oz5>)y_1-1<y_1-(a:_1~y)
(M3) _ N M2) _ _ o (M1) _ _
=y l<y @y =Sy i<y e ) =Sy <y et
(I\/I:@y_l<1-x_1(1\/[:2>)y_1<x_1-1(i>3)y_1<x_1. 0O

Axiom 1.12. (Vollstdndigkeitsaxiom)

Das Vollsténdigkeitsaxiom sichert die Kontinuumseigenschaft von R. Sei A # () eine Teilmenge von R.
Wir definieren zu A die Menge S = {s € R : Vo € A : « < s} der oberen Schranken. Ist S # 0, so
nennen wir A nach oben beschrinkt; ein Element o € S heifst kleinstes Element, falls Vs € S : o < s. Das
Vollstéandigkeitsaxiom lautet nun:

(V) Ist A nach oben beschréankt, dann enthélt S ein kleinstes Element. O

Satz 1.13. (Losen einfacher Gleichungen)
1. Seien a,b € R. Dann hat die Gleichung a + x = b die eindeutige Losung x = —a + b.
2. Ist a # 0, dann hat die Gleichung a - x = b die eindeutige Losung z = a~! - b.

Beweis.
1. Seien M ={x € R |a+2=>b} und L = {—a + b}. Zu zeigen: M C L & L C M; dann auch M = L.
a) Seixz € L, d.h. x = —a+b, da L nur aus —a + b besteht. Dann gilt x € M, d.h. L C M:

a+z=a+( a+b—b£:2 a+( —&-b—b&zﬁb—i— —a+a)=0b

&4b+0:b%¥b:a

b) Sei x € M beliebig, dann ist « € L, d.h. L C M:

a+xz="b <:>)—a+(a+x —a+b5:l a)+x=—-a+b

5:204—:6:—a+b£:;x+0:—a+b£:2x:—a+b.

2. Seien M ={z €R|a-x=>b} und L = {a™!-b}. Zu zeigen: M = L.
a) Sei z € L, d.h. z = a~'b. Dann ist auch z € M, also L C M:

(M1) (M2)

a-z=a-(at-b)=b=(a-a') - b=b=b-(a'-a)=0
By =p &y
3. Ist hingegen x € M, dann auch z € L und somit M C L:
a-z=0bE 1 (a-x)=a""t- b(Ml)( ca)-x=at-b

(MA4) (M2) (M3) 1

Sl z=a ' b= -1l=at - b=z=a""b O

Bemerkung 1.14.

x € R heifst eine Losung der Gleichung a + x = b, wenn es in der Losungsmenge L = {{ € R | a + & = b}
liegt. Entsprechend ist « € R eine Losung von axz = b, wenn z € L = {£ € R | a& = b} erfiillt ist. O

WS 2005/2006 6 Martin Gubisch



1 Der Kérper der reellen Zahlen 1.2 Der Absolutbetrag auf R

1.2. Der Absolutbetrag auf R

Definition 1.15.
Sei z € R. Dann ist der Betrag oder Absolutbetrag definiert als

+r x>0
] = —x x<0

Bemerkung 1.16.
d(z,y) = |z — y| heikt der Abstand oder die Distanz zwischen 2 und y. O

Satz 1.17.

Eigenschaften des Absolutbetrags:

1. Ve eR: |z] > 0. (Positivitat) 3. Va,y € R: |zy| = |||yl (Multiplikativitét)
2.VzeR:|z|=0«< 2 =0. (Definitheit) 4. Vz,y €R:|x+y|<|z|+ |y|. (Dreiecksungleichung)

Beweis.

1. Seiz e R (O:1>) x < 0 oder 0 < z. Unterscheide:

(1

a) 0<z = \x| x> 0.
b) z <0 |x| = —xund0<x(é>) O<—x(g)\x|=—x>0.
2. Sei x = 0. Dann |z| = |0| % 0. Ist umgekehrt |z| = 0, dann = = 0 oder x = —0 LY o,
3. Unterscheide die vier Félle: y > 0& y>0,2>20& y<0,2<0& y>0sowiex <0 & y <O0.
a) loy |(14113 (1. 15)| .
b) Wegeny<0(:>):1:y<z0( 0 st |zy| = —zy () —yz (liA)( y)x 115)| [|z].

c¢) Analog zu (b): Vertausche = und y.

d) Zunéichst gilt —(—z) + (—z) =0 08 = —(—z): Inverse sind eindeutig. Also:

(=2)(=y)

(M1,M2) (1.15) (1.15)

eyl = | - (—ay)| l(—2)(—=y)| & | — || -y [ [y]-

4. Seien z,y € R. Nach Lemma 1.18 folgen dann —|z| < < |z] und —|y| < y < |y|. Dann gilt:

(D) (04) (04) (04) (04)
(=l + ) = —=lzl+(ly) < z+(=l) < v+y < |z[+y < |z[+ [yl

Wiederum mit Lemma 1.18 folgt |« + y| < |z| + |y|. O

Lemma 1.18.
1. Fiir alle z € R gilt —|z| < a2 < |z].

2. Ist —a < z < a fiir ein a > 0, dann gilt: |z] < a.

Beweis.
1.15) (1.15)
1. Wieder per Fallunterscheidung: Sei zunéichst + > 0. Dann —|x| —z <0<z =" |z <|z| Ist
dagegen x < 0, dann —|z| = —(—z) =2z <z <0< —z =|z| < |z|.
2. Sei —a <z <a.Ist x >0, dann |z| = z < a; andernfalls (x < 0) gilt |z| = —z < —(—a) = a.
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1.3 Induktive Mengen und vollstdndige Induktion 1 Der Kérper der reellen Zahlen

Korollar 1.19. (Umgekehrte Dreiecksungleichung)
Fiir alle z,y € R gilt die Abschatzung ||z — |y|| < |z — y|.

Beweis.

Es gelten:
[z =le—y+yl<le—yl+lyl = |z[-lyl <[z -yl
yl=ly—c+yl<ly—zl+lzl = |yl=[z[<]z—y|

Zusammen: —|z — y| < —(ly| — |z]) = || — |y| < |z — y| und Lemma 1.18 liefert die Behauptung. O

1.3. Induktive Mengen und vollstindige Induktion

Bemerkung 1.20.

Nach den Korperaxiomen haben wir bisher nur die Existenz der drei (verschiedenen) Zahlen 0,1, —1
gesichert. Wir setzen 2 = 1+ 1,3 = 2+ 1,4 = 3+ 1 us.w.. Wegen 0 < 1 folgt mit (O4), dass
1=140<1+4+1=2, alsoist 2 von 0 und 1 verschieden. Dies gilt auch fiir 3,4, .... So lassen sich aber nur
endlich viele Zahlen konstruieren. Zur Konstruktion aller “natiirlicher” Zahlen benutzen wir folgendes
Prinzip: %

Definition 1.21.
Eine Teilmenge M C R heifst induktiv, falls 1 € M und z + 1 € M fiir alle x € M.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist definiert durch

N:{meR|VM§Rinduktiv:xeM}:ﬂ{M’MgRinduktiv}.

Bemerkung 1.22.
1. Rund {z € R | z > 0} sind induktiv.

2. N ist induktiv: Wegen 1 € M fiir alle induktiven Mengen M C R ist 1 € N. Weiter gilt zu z € N,
dass x € M fiir alle induktiven Mengen M C R. Dann ist per Definition auch = + 1 € M fiir alle die
Mengen, d.h.  + 1 € N. Somit besitzt N die beiden Eigenschaften einer induktiven Menge.

3. N ist die “kleinste” induktive Menge: Ist M C R induktiv, dann gilt N C M. O

Bemerkung 1.23. (Vollstindige Induktion)
Um Aussagen der Form Vn € N: A(n) zu beweisen, geniigt es wegen
Vn e N: A(n) = {neN|An)} =N = NC{neN|A(n)}
die Induktivitét der Menge {n € N | A(n)} nachzuweisen, d.h. zu zeigen:
1. A(1) ist wahr, der Induktionsanfang, und
2. A(n) = A(n+1), der Induktionsschritt. A(n) wird dabei als Induktionsannahme oder Induktionsvor-
aussetzung bezeichnet. O
Bemerkung 1.24. (Gaufsche Summenformel)

Per vollstandiger Induktion ldsst sich zeigen, dass fiir allen e Ngilt 1 +2+---+n = % %

Satz 1.25.
Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist abgeschlossen bzgl. Addition und Multiplikation, d.h.

VYm,neN:m+neN und Vm,n € N:mn € N.

WS 2005/2006 8 Martin Gubisch



1 Der Kérper der reellen Zahlen 1.3 Induktive Mengen und vollstdndige Induktion

Beweis.
1. Wir setzen M, = {n € N | m +n € N}, dann gilt
VmneN:m+neN <<— VmeN:YVneN:m+neN <<— VmeN:M, =N

Per Definition von M,, ist klar: M,, C N. Wir miissen also noch zeigen: N C M,,. Dazu geniigt es laut
Bemerkung 1.22 nachzuweisen, dass M,,, induktiv ist.

a) Da m € N und N induktiv, ist auch 1 +m € N, also 1 € M,,.

b) Sein € M,,. Dann m +n € N, da N induktiv, also (m+n)+1=n+(n+1) e N=n+1€ M,,.

Also ist M, fiir beliebiges m € N induktiv und es gilt somit auch N C M,,, insgesamt also M,, = N.
2. Sei wieder m € N beliebig. Wir wenden hier das Induktionsprinzip an auf die Aussagen A(n) : mn € N:

a) Induktionsanfang: A(1) : m1 € N ist wahr, da nach (M3) m1 =m € N.

b) Induktionsschritt: Gelte die Behauptung fiir n € N, d.h. sei A(n) wahr. Wir zeigen: Dann ist auch
A(n + 1) wahr. Gelte also A(n) : mn € N. Dann ist m(n + 1) = mn +m € N nach (1), da sowohl
mn als auch m nach Annahme in N liegen. O

Bemerkung 1.26. (Rekursive Definitionen)

Wir benutzen das Induktionsprinzip, um beliebige Potenzen a™ mit @ € R und n € N zu definieren:
1
A =1&a"" =a-a", analog a”" = — fiir a € R* =R\{0}.
a

Dann lassen sich auch die Potenzgesetze

VacR: Vp,qeN: aPal=aPt,
VaceR: Vp,geN: (aP)?=a",
Va,beR: VpeN: (ab)? = aPb?

per Induktion zeigen. Wir beweisen hier nur die erste Gleichung: Seien a¢ € R und p € N, dann gelten

a’a' = aP(aa®) = aP(al) = aa? = a?™' & aPa?T! = aP(aa?) = a(aPa?) = aaP Tl = aPto+t g

Bemerkung 1.27.

Induktionsbeweise miissen nicht mit dem Induktionsanfang n = 1, d.h. dem Nachweis A(1), starten. ¢

Satz 1.28. (Bernoullische Ungleichung)
Fir alle n € N mit n > 2 und alle € R* mit > —1 gilt die Ungleichung (1 4+ )™ > 1 + nz.

Beweis.
1. Induktionsanfang: (1 +z)? =1+ 2z + 22 > 1 + 2z, da 2% > 0.
2. Induktionsschritt: Gelte die Behauptung fiir ein n, dann
(1+2)"™ = (a+2)(a+2)" > (1+2)(1+nz)
=l4+nz+az+ne®>1+nrt+az=1+n+1)z. O

Bemerkung 1.29. (Summen- & Produktzeichen)

Seien N € N und a,, € R fiir alle n € {1,..., N}. Dann setzen wir

N N+1 N

Zan:OﬁirN<m und Zanz(Zan>+aN+1ﬁirN>m—1;

n=m n=m n=m

N N+1 N

HanzlfﬁrN<m und Han:(Han>aN+1fﬁrN>m—l,

n=m n=m n=m

N N
dh. Y ap=am+amt1+---+anyund [][ an = amamer---an. O
n=m n=m
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1.4 Schranken, Supremum & Infimum 1 Der Kérper der reellen Zahlen

Bemerkung 1.30. (Ganze und rationale Zahlen)

Wir definieren weitere Teilmengen der reellen Zahlen:
Z=NoU-N=NoyU{-neR|neN}=NyU{zeR| —z €N},

Q—{Z‘pEZ,qu}—{xeR

EIpEZ,qEN:x—Z},

wobei Ng = NU {0}. Dann gelten:

1. Die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge Q der rationalen Zahlen sind abgeschlossen unter
Addition und Multiplikation.

2. Die rationalen Zahlen erfiillen die Kérper- und Anordnungsaxiome, d.h. Q ist ein angeordneter Korper.

3. Z ist kein Korper, beispielsweise besitzt 2 € Z kein multiplikativ inverses Element. %

Satz 1.31. (Arithmetisches Mittel)

Sei K ein angeordneter Korper mit a,b € K, a < b. Dann gelten “TH’ € Kund a < “TH’ < b.

Beweis.

Esgilt 2a = (1+1)a=la+la=a+a<a+b<b+b=(1+1)b=2b Mit 2 > 0 folgt also 3 = 27! > 0,
dh.a < 3(a+b) <b. O
Bemerkung 1.32.

1. Insbesondere gilt fiir angeordnete Korper: Va,b € K,a < b: 3dx € K : a < x < b, d.h. angeordnete
Korper sind dicht. Zwischen zwei verschiedenen reellen bzw. rationalen Zahlen liegt also stets eine
weitere reelle bzw. rationale Zahl.

2. Es gilt die Ungleichung zwischen arithmetischem, geometrischem und harmonischem Mittel:

ai+--+a n
VneNay,..,ap eRT: 21T > vg o, > -
n 44
1 An
Auch diese Abschitzungen lassen sich per vollstdndiger Induktion beweisen. O

1.4. Schranken, Supremum & Infimum

Bemerkung 1.33.

Per Widerspruchsbeweis zeigt man leicht, dass die Gleichung 22 = 2 keine rationale Losung = € Q besitzt.
Ein Kandidat fiir eine reelle Losung wire das “grofte Element” der Menge {z € R | 2 > 0 & 2% < 2}. ¢

Definition 1.34.

Sei A C R eine nichtleere Teilmenge von R. Eine Zahl M € R heifst obere Schranke von A, wenn x < M
fiir alle x € A gilt. Besitzt A eine obere Schranke, so ist A nach oben beschrankt. Existiert eine kleinste
obere Schranke von A, so wird diese als Supremum sup(A) von A bezeichnet.

Bemerkung 1.35.

Das Vollstandigkeitsaxiom garantiert die Existenz einer kleinsten oberen Schranke. O

Beispiel 1.36.

Unser Kandidat fiir die Losung der Gleichung 22 = 2 ist w = sup(A) = sup{x € [0,00) | 2% < 2}.
Wir brauchen dazu: A # ) ist nach oben beschrinkt. Wegen 12 < 2 = 1 € Aist A # () und A ist
z.B. duch 2 nach oben beschrinkt, denn z > 2 = 22 > 22 = 4 > 2. Also sind die Voraussetzungen des
Vollstandigkeitsaxioms erfiillt.
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1 Der Kérper der reellen Zahlen 1.4 Schranken, Supremum & Infimum

Noch zu zeigen: w? = 2. Wir weisen dazu nach, dass w? < 2 und w? > 2 falsch sind. Angenommen,

w? < 2. Sei § = min{l, 75-455} > 0. Dann gilt

2
5<1 0< ot w2 4 2 (1.31)
(w+8)?=w? 42wl + 6% < W +2ws+5=w?>+2w+1)§ < w2—|— <

Also liegt w+d in A, denn w +§ > 1, d.h. w+§ € [0,00), und (w + 6)? < 2. AuRerdem ist w + § > w
im Widerspruch dazu, dass w eine obere Schranke von A ist. Damit muss w? > 2 gelten.

2.

2
Angenommen, w? > 2. Sei § = min “’4;27 %} Dann gilt:

5> 2502 2

23 24w 03y,
2

Da w < 7, ist auferdem w — ¢ > 0 und damit eine obere Schranke von A: Gébe es ein x € A mit

x> w—96,dann 22 = zz > (w—0)x > (w —6)(w — ) = (w— §)? > 2, ein Widerspruch. Da weiter

w — § < w gilt, kann w nicht kleinste obere Schranke von A sein im Widerspruch zu unserer Annahme.

Damit gilt w? = 4.

2 _ 2 2920 5
(w—198)"=w*—2ws+4§ > w’—2wd

w ist also sogar eindeutige positive Losung von 22 = 2, denn giibe es eine weitere Losung v € [0, 00)
mit v? = 2, dann miisste v > w oder w > v gelten. Beides haben wir eben ausgeschlossen. Wir setzen
V2 = w, d.h. V2 ist die eindeutige positive Losung von x2 =2 O

Bemerkung 1.37.

Mengen konnen beschrankt sein, ohne dass in ihnen eine kleinste obere Schranke liegt. Betrachte zum
Beispiel {x e R| z < 2}. Dannist sup{z e R |z <2} =2¢ {z e R | z < 2}. O

Satz 1.38. (Charakterisierung des Supremums)

Seien A C R nichtleer und nach oben beschrinkt und s € R. Dann gilt:

s=sup(d) eVacA:a<sundVe>0:Ja€ A:s—e<a.

Beweis.
1. Sei zunédchst s = sup(A). Es gilt:
s =sup(A) = Va € A:a < sund s ist kleinste obere Schranke von A
= Ve > 0:s— e < s ist keine obere Schranke von A
== JaeR:a>s—e

2. Zur anderen Implikation: Wegen Va € A : a < s ist s eine obere Schranke von A, also s > sup(A). Wir
zeigen s = sup(A), indem wir s > sup(A) ausschliefen. Wére s > sup(A), dann € = s — sup(4) > 0,
d.h. es giibe ein @ € A mit a > s — e = sup(A4) im Widerspruch dazu, dass sup(A) eine obere Schranke
von A ist. |

Satz 1.39.

Seien A, B C R nichtleer und nach oben beschriankt. Dann gilt sup(A + B) = sup(A) + sup(B), wobei
wir setzen

A+B={ceR|JacAbeB:a+b=c}

Beweis.

Da A, B # 0, ist auch A+B # ) und zu c € A+ B existieren a € A, b € Bmit ¢ = a+b < sup(A)+sup(B).
Also ist sup(A) + sup(B) eine obere Schranle von A + B; insbesondere existiert sup(A + B). Nutze nun
Satz 1.38: Zu é > 0 und € = g > 0 existieren a € A und b € B mit a > sup(A) — e und b > sup(B) — ¢,
also ¢ = a + b > sup(A) + sup(B) — 2e = sup(A) + sup(B) — §. Damit gilt

Vee A+ B :c<sup(A)+sup(B) und Vé > 0:3c € A+ B : ¢ > sup(A) + sup(B) — 6.
Also sind die Voraussetzungen zu Satz 1.38 erfiillt, d.h. es gilt sup(A4) + sup(B) = sup(A + B). O
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2.1 Konvergenz und Grenzwert 2 Folgen, Reihen und Funktionen

Bemerkung 1.40.

Analog zum Supremum definieren wir das “Infimum”; also die grofte untere Schranke, einer Menge: ¢

Definition 1.41.

Sei A C R eine nichtleere Teilmenge von R. Eine Zahl m € R heifst untere Schranke von A, wenn
m < z fir alle z € A gilt. Besitzt A eine untere Schranke, so ist A nach unten beschrinkt. Existiert
eine grofite untere Schranke von A, so wird diese als Infimum inf(A) von A bezeichnet.

2. Folgen, Reihen und Funktionen

2.1. Konvergenz und Grenzwert

Beispiel 2.1.

Wir wollen die eindeutige positive Losung v/2 = sup{z € [0,00) | 22 < 2} der Gleichung 2% = 2
konstruktiv berechnen. v/2 liegt im Intervall [1,2], denn da /2 eine kleinste obere Schranke der Menge
A={x€0,00) | 2% <2} ist, gilt 1 € A, d.h. v/2 > 1, und 2 ist eine obere Schranke von 4, also v/2 < 2.

Wir verkleinern das Intervall [1,2] durch Halbierung: Setze ¢y = <102le = %, dann ¢ = % > 2, d.h.
co ist eine obere Schranke von A. Also ist 2 € [ag,co] = [1,2] = [a1,b1]. Wir halbieren nochmal:
o =2 = 3 also ¢} = 25 <2, d.h. ¢ € A und damit V2 € [cy, b1] = [22] = [az, ba] w.s.w.. Wir stellen
fest: [ag, bo] 2 [a1,b1] 2 [az,b2] D - --: die Intervallhalbierung liefert eine Intervallschachtelung.

Fiir die Intervallbreite B(n) des n-ten Intervalls erhalten wir damit:

1
Vn € Ny : B(’n) = ‘bn —an| = 27;

der Beweis erfolgt wie iiblich iiber Induktion. Die Intervalle werden dabei rekursiv konstruiert:

ap =1 . _antby P cz>2 . cz>2
by = 2 L)) T e 2 <2 T b, 2 <2
Damit erhalten wir auch eine Fehlerabschatzung:

1
VneNy:V2e [an,bn] und ¢, € [an, by = |cn—\/§| gbn_an:?},

Zum Beispiel erhalten wir |c3; — /2| < 273! < 5-107%, d.h. bei ¢3; = 1,414213563... stimmen immerhin
die ersten 8 Nachkommastellen. Genaueres Ergebnis: bei 1,4142135623730950488016887242097 stimmen
30 Nachkommastellen. Ab n = 70 erhilt man 20 korrekte Nachkommastellen; fiir n = 1120 sind es 321.
Zur praktischen Berechnung ist die Genauigkeit der approximativen Losung gemessen am Aufwand bzw.
der Anzahl an bendtigten Iterationen nicht zufriedenstellend; es gibt wesentlich effizientere Verfahren.

Definition 2.2.

Eine Funktion a : N — R wird reelle Zahlenfolge genannt. Die Funktionswerte a(n) bezeichnet man
auch mit a,,. Die traditionelle Schreibweise fiir eine Folge mit Werten a,, ist (an)nen-

Eine reelle Zahlenfolge (a,)nen konvergiert gegen (bzw. approximiert) ein a € R, falls es zu jeder
Genauigkeitsvorgabe € > 0 einen Index N € N gibt, so dass ab diesem Index alle Folgenglieder hochstens
um € von a abweichen. Wir schreiben dann lim a,, = a bzw. a,, — a und nennen a den Grenzwert von
(an)nen- In formaler Schreibweise:

a= lim a, = Ve>0:INeN:VneN,n>N:la, —a| <e

n— oo

Besitzt eine Folge einen Grenzwert, so nennen wir sie konvergent, andernfalls divergent.
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2 Folgen, Reihen und Funktionen 2.1 Konvergenz und Grenzwert

Die Folgen (an)nen, und (by)nen, im Beispiel besitzen die folgenden Eigenschaften:

apn, < apt1, d-h. (an)nen, ist monoton wachsend.

by, > bpt1, d.h. (bn)nen, ist monoton fallend.

Weiter gilt |c, — V2| > |cpr1 — V2| d.h. die Folge (dn)nen, der Residuen d,, = |c, — V2| ist ebenfalls
monoton fallend. Weiterhin gilt |c, — /2| < 27" fiir alle n € N, d.h. (¢, )nen, Weicht nur beliebig wenig
von v/2 ab, wenn n groft genug ist: Sei € > 0 gegeben. Finden wir ein N € N mit N > max{%, 1}, dann
gilt mit der Bernoullischen Ungleichung 1.28:

1

VneN,n>N:|e, —V2|=2""< —— <
n+1

1

N<€. <>

1
n

Satz 2.3. (Archimedisches Prinzip)

Seien a, b beliebige reelle Zahlen mit a,b > 0. Dann gibt es ein n € N, so dass na > b ist.

Beweis.

Angenommen, es gibt a,b > 0 mit Vn € N: an < b, d.h. die Menge A = {na | n € N} ist (durch b) nach
oben beschrankt. Offensichtlich ist A nichtleer, da a € A, also existiert nach dem Vollstandigkeitsaxiom
1.12 das Supremum s = sup(A) von A. Da a > 0, gibt es nach der Charakterisierung des Supremums
138einz € A,z =mafireinme N mit x >s—a. Alsoist s<xz+a=ma+a=(m+1)a € A, was
nicht sein kann, da s obere Schranke von A ist. |

Korollar 2.4.

Die Folge (£),en konvergiert gegen 0. Wir bezeichnen solche Folgen als Nullfolgen.

n

Beweis.

Sei € > 0. Setze a =1 und b = %7 d.h. a,b > 0. Nach dem Archimedischen Prinzip 2.3 gibt es ein N € N
mit Na > b, dh. N> 2 =1 dh. firn> N git [ -0/ =1 <& <e Damit ist lim 2 = 0. 0

Satz 2.5.
Sei (an)nen eine konvergente Folge. Dann gelten die folgenden beiden Eigenschaften:

1. (an)nen ist beschrinkt, d.h. es gibt ein M > 0 mit |a,| < M fiir alle n € N.

2. Der Grenzwert von (a,)nen ist eindeutig bestimmt.

Beweis.

1. Sei lima, = a. Zu € = § existiert dann ein N € N mit |a, — a| < % fiir alle n € N, d.h.

1
VnZN:|an|:|an—a+a\§|an—a|—|—|a|<|a|—|—§.

Sei M = max{|ai|,..., |an—1],|a| + 1}. Dann gilt |a| < M fiir alle n € N.

2. Angenommen, es gibt a,b € R, a < b, mit lima,, = a und lima,, = b. Sei € = bTTa. Dann gibt es N, € N
mit |a, —a| < € fiir alle n > N, und N, € N mit |a,, —b| < € fiir alle n > N,. Setze N = max{N,, N},

dann ist
b—a+b—a
2 2

ein Widerspruch. O

b—al=1b—an+an, —a| <|b—an|+]a—ay < =|b—al,

Satz 2.6.
1. Sei (an)neny monoton wachsend & beschrénkt. Dann konvergiert (a,)nen gegen sup{a, | n € N}.

2. Sei (an)neny monoton fallend & beschrankt. Dann konvergiert (a,)nen gegen inf{a, | n € N}.
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2.2 Die Grenzwertsétze 2 Folgen, Reihen und Funktionen

Beweis.

1. Sei (an)neny monoton wachsend. Seien A = {a,, | n € N} und a = sup{a,, | n € N}. Nach Satz 1.38
existiert ein N € N mit ay > a — €, d.h. fiir alle n > N gilt: |a — an| = a —a, < a—any < ¢, also
lima, = a.

2. Die Behauptung folgt mit inf A = —sup(—A) aus (1). O

Satz 2.7.

1. Seien (ap)nen, (bn)nen Folgen mit 0 < a,, < b, fiir alle n und limb,, = 0, dann ist auch lima,, = 0.
2. Genau dann konvergiert eine Folge (¢,,)nen reeller Zahlen gilt lim¢,, = ¢ <= lim |¢,, — ¢| = 0.

3. Zu (an)n>m definiere die Teilfolge (an)n>ar mit M > m. Dann gilt: (an)n>m — ¢ = (@n)n>m — a.

Konvergenz und Grenzwert einer Folge sind also unabhéngig von beliebigen endlichen Folgegliedern.

Beweis.
1. Sei € > 0, dann gibt es ein N € N mit |a, — 0| = a,, < b, = |b, — 0] < e fiir n > N.

2. Bezeichne (d,,)nen = (|en — ¢|)nen die Residuenfolge zu (¢p,)nen. Gelte lime, = ¢, dann gibt es zu
€>0ein N € Nmit |d, — 0| = |¢, — ¢| < e fiiralle n > N, d.h. (d,,)nen ist eine Nullfolge. Gelte
umgekehrt lim d,, = 0, dann gibt es zu € > 0 ein N € N mit |¢, — ¢| = |d,, — 0] < ¢ fiir alle n > N, d.h.
(cn)nen ist konvergent mit Grenzwert c.

3. Wenn (an,)n>m gegen a konvergiert, gibt eszu e > 0ein N € N, N > M, mit |a, —a| < ¢, fallsn > N.
Mit diesem N gilt also fiir (an)n>m, dass |a, — a| < € fiir n > N, also ist auch lim a,, = a. O

Beispiel 2.8.

Die Folge (¢ )nen, gegeben durch ¢, = ‘“:;%‘2"7 hat den Grenzwert 4: Zunéchst gilt
4n3—3n_4_ 4n3 4 3n — 4n> + 24 _|3n+24 n;23n—24n><243n+n_ an
n3 —6 N n3 —6 S m3—6]  n3—-6 — n3—6 n3-6

Sei n > 6, dann ist n3 — 6 > n® —n = n(n? —1) > 6(n? — 1) = 603 — 6 > 6n2 — 2n? = 4n?, d.h.

n_ < 4n _— L Ry g > 24 erhalten wir daraus:

n3—6 — 4n2 ~ n
4n? + 3n 3n+24 in 1
3 3 2 2 _ _
n°—6>n"—n>6Mn"—1)>4n" & 3n+24<4n = 6 | T 6 “mZ o m
Da (%)7224 eine Nullfolge ist, folgt mit Satz 2.7, dass lim¢,, = 4. O

2.2. Die Grenzwertsatze

Bemerkung 2.9. (Konvergenz expliziter Folgen)
Sei (an)nen eine Folge. Zentrale Frage: Konvergiert (a,)nen, und falls ja, gegen welchen Grenzwert?

1. Wir versuchen, (a,)nen als Verkniipfung elementarer bzw. bekannter, konvergenter Folgen darzustellen,
und nutzen die “Grenzwertsitze” 2.10:

1
lim = — = —
n—oo 4n — 2 4—2 lim - 4
n—oo

2. Wir stellen (a,)nen in der Form a,, = f(b,) dar mit einer bekannten, konvergenten Folge (b,)nen und
einer ,stetigen Funktion f, d.h. mit einer Funktion, die die Vertauschung mit dem Grenzwert zul&sst:
lima,, = lim f(b,) = f(limb,,). Betrachte z.B. a,, = sin(n%rl), dann setze b, = nQ—Il und f = sin. Mit
den Grenzwertsétzen ist lim b,, = 0, auflerdem ist sin stetig, also gilt

lim a, = lim sin(b,) = sin ( lim bn) = sin(0) = 0.

n— oo n—oo n— oo
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2.2 Die Grenzwertsatze

2 Folgen, Reihen und Funktionen

Problematisch: Betrachte die Folge a,, = (14 £)™" fiir beliebiges x € R, dann gilt
n In(1+ 2
an = exp (ln(l—l—{) ):exp(nln (1—|—£)) = exp (n(l—’_")>,
n n =
In(1) = 0 und lim1 = 0. Konvergieren Zéhler und

aber es gelten limIn(1 + ) = In(lim1 + ) =
Nenner gegen 0, dann lassen sich die Grenzwertsétze nicht anwenden. Spéater wenden wir auf solche

Folgen den Satz von 1'Hopital 4.45 an:

1 x
In(1+ % dn(1+2 ﬁ(*ﬁ) T
lim (1 ”)zlim M:lim ”71n:lim =r = lim a, =¢€*. O
n—00 ES n—00 d1 n— oo —= n—oo 1 + £ n—00
n dn n n n

Satz 2.10. (Grenzwertsétze)
Seien (a,)nen und (by,)nen zwel konvergente Folgen und sei ¢ € R. Dann gelten

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,
n—o00 n—oo n—oo

lim (ca,) =c lim a,,

n— oo n—oo
lim (a, - b,) = lim a, - lim b,.
n—oo n— oo n— oo

Gelten zusétzlich b,, # 0 fiir alle n € N sowie lim b, # 0, dann ist
n—oo

a lim a,

. n n—oo

Iim | — | = = .

n—oo \ b, lim b,
n—oo

Beweis.
Wir bezeichnen im Folgenden mit a den Grenzwert von (a,)nen und mit b den Grenzwert von (by,)nen
i — b < § fiir

1. Zu € > 0 gibt es ein Ny € N mit |a,, — a| < £ fiir alle n > N; sowie ein No € N mit |b,
alle n > Ny. Wéhle nun N = max{Ny, N2}, dann gilt
[(an +bn) = (a+b)| = [(an — a) + (bp — b)| < |an — a| + [bn — b <%+§

(E sei ¢ £ 0. Zu € > 0 wihle ein N € N mit |a,, — a| < ﬁ fiir alle n > N, dann ist

2.
€
|can — cal = |c(an — a)| = [c||an —al < |C|H =
3. Da (an)nen konvergent ist, ist (a,)nen nach Satz 2.5 beschrinkt, etwa durch M € R*. Dann gibt es
2 [bp = b] < 5%7 und ein N € N mit ¥n > Ny : |a, —al < 2|b| also

zu € >0 ein Ny € N mit Vn > Ny :
— apb + a,b — ab| = |ay (b, — b) + b(a, — a)]

= b)| + [b(an — a)| = |an] |bn = b + |b] |an —

— ab| = |anby
< lan (by,

€
M— b .
<My + | \2|b| €

|@nb7z

4. Wegen (3) geniigt es zu zeigen, dass lim ;* T E Sei dazu € > 0. Setze § = min{ 5 |b‘ Elbl }, dann gibt
esein N € Nmit Vn > N : |b, —b| <. Nach der umgekehrten Drelecksunglelchung 1 19 gilt dann fiir

alle n > N:
O

|1
ba bl bl T Tb

0] [b] _ b= 2
|2|b bl < EE d<e

b
_ < _ L] L]
bl = 1ol < o — 8] < 5 = [bul > =
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2.2 Die Grenzwertsétze 2 Folgen, Reihen und Funktionen

Bemerkung 2.11. (Konvergenz rekursiver Folgen)

Wir betrachten nun Folgen mit einer Zuordnungsvorschrift a,, = f(ao, ..., an—1), d.h. jedes Folgenglied
wird aus seinen Vorgéngern berechnet bei gegebenem Startwert ag. Zur Bestimmung des Grenzwertes
gehen wir in drei Schritten vor:

1. Weise Konvergenz nach, z.B. mittels Satz 2.6 “beschrinkt und monoton = konvergent®.

2. Nutze die Grenzwertsétze 2.10, um eine Gleichung fiir den Grenzwert zu bestimmen.

3. Berechne den Grenzwert durch Losen der Gleichung.

Speziell fiir rekursive Folgen der Form a,+1 = f(a,) mit stetigem f ist der Grenzwert a gegeben durch
die Fixpunktgleichung a = f(a).

Beispiel 2.12. (Bevolkerungsmodell)

Sei x,, die Populationsgrofe im Jahr n (nach Volkszahlung). Wir betrachten folgendes zeitliches Entwick-
lungsgesetz (typischerweise rekursiv):

Tpt1 = Tp + oy — By = (1 +a — B, =y,

mit zg, , 5 > 0. Dabei gibt ax,, die Anzahl der Geburten im Jahr n und fz,, die Anzahl der Todesfalle
im Jahr n an.

1. Ist v < 1, d.h. 8 > «, dann ist (2, )neny monoton fallend: z, 41 = vy, < x, und aulerdem von unten
beschrankt durch 0. Also besitzt die Folge einen Grenzwert x. Losen der zugehdrigen Fixpunktgleichung
ergibt

z= lim z,4+1 = lim (yz,) =~ lim z, =z o r =0,
n—oo n—oo n—oo

d.h. die Bevolkerung stirbt aus.
2. Ist v =1, dann z,, = z¢ fiir alle n € N, d.h. die Bevilkerungsgrofe bleibt konstant.

3. Im Fall v > 1, etwa v = 1 + a mit a > 0, folgt mit Induktion, dass z,, > zo(1 + na) und mit dem
Archimedischen Prinzip 2.3 erhalten wir, dass es zu jedem M > 0 ein N € N gibt mit z,, > M, falls
n > N, d.h. a,, = oco: Die Bevélkerung wéchst unbeschréankt.

n+1

Beachte: Aus 2,41 = Yo, = V22,_1 = --- = v" 1z konnen wir die explizite Darstellung z,, = 7"z der

Folge ableiten.

Definition 2.13.
1. (an)nen divergiert nach +o0o, wenn es zu jedem M > 0 ein N € N gibt mit z,, > +M fiir allen > N.
2. (ap)nen divergiert nach —oo, wenn es zu jedem M > 0 ein N € N gibt mit z,, < —M fiir allen > N.

Wir schreiben dann lima,, = +00 bzw. lima,, = —oo und nennen die Folge bestimmt divergent oder
auch uneigentlich konvergent.

Wir betrachten nun ein verbessertes Modell, in dem die Sterberate bei wachsender Bevolkerung zunimmt
(alternativ kénnte man eine abnehmende Geburtenrate modellieren), z.B. wegen Nahrungsmittelknapp-
heit, Krankheiten etc.. Wir wandeln dazu den Parameter 8 ab in 8'z,, d.h.

/B/ /
Tpt1 = (1 +a)z, <1 - mﬂfn bzw. Yn+1 = m%ﬁl = Yn(1+ a)(1 = yn)
mit y, = 1%195” Bevor wir die Existenz eines Grenzwertes untersuchen, ermitteln wir, welche Werte fiir

einen moglichen Grenzwert in Frage kommen.
1. Falls lim y,, = y, dann erfiillt y die Gleichung quadratische Gleichung y = (1 4+ a)y(1 — y).

2. Mogliche Grenzwerte sind also y = 0 bzw. x = 0, in dem Fall stirbt die Bevolkerung aus, oder

1=(1+a)(1-y), dh y= % und damit x = ((;(i:)%)' = 4§, d.h. die Bevolkerungsgréfe pendelt sich

auf ein Gleichgewicht, auch Equilibrium genannt, ein.
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2 Folgen, Reihen und Funktionen 2.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

3. Das Konvergenzverhalten der Folge hingt von den Werten « und yo ab. Liegt yo im Intervall [0, 1]
und ist 1+ a < 4 < a < 3, dann y, € [0,1] fir alle n € Ny, d.h. die notwendige Bedingung der
Beschranktheit ist erfiillt: Nach Voraussetzung gilt yo € [0, 1] und damit auch

11
i1 = yn(1 — y)(1 < (1 =y, 1 =—4=1 = yp1€][0,1].
Ynt1 = Yn(l —yn)(1+ @) ynrré?oﬁ]y( y)arg[%fg)}( + ) 595 Ynt1 € [0,1]

Gelte nun o < 1, d.h. 725 < 4, und yo < %5 Dann ist auch

« « «
i = (ka1 =) < ()i (1 750 ) = 12

und wegen (1+ a)(1 —yn) > (1 +a)(1 — 1_%!)
Zusammen ergibt sich: (y,)nen ist konvergent.

=1 folgt, dass yn+1 > yn, d.h. die Folge ist monoton.

Fiir andere Anfangswerte yo und Parameter o muss die Folge nicht monoton oder beschrankt sein und
ist auch nicht zwingend konvergent. %

Beispiel 2.14. (Klassische Mechanik)

Die gesamte klassische Mechanik fiihrt auf rekursive Folgen. Bezeichne z.B. z,, € R? die Position eines
Massepunktes zur Zeit ¢,, = nAt (mit kleinem At) und zugehoriger Geschwindigkeit v,, € R3, dann besagt
das Newtonsches Gesetz:

Tn+l = T + Atvy, & Vpg1 = v, + AtlF(tn;:cn,vn) bzw. &(t) =v(t) & 0(t) = lF(t; x(t),v(t)).
m m

Wir erhalten also eine rekursive Folge (2, vy )nen C RS. O

2.3. Teilfolgen und Haufungspunkte

Definition 2.15.

Eine Folge (b,,)nen heifit eine Teilfolge von (ap)nen, wenn eine Folge 01 < 02 < o3 < ... natiirlicher
Zahlen existiert, so dass b, = a,,, fiir alle n € N gilt.

a € R = RU {#oc} heifit ein Hiufungspunkt einer Folge (an)nen, wenn eine Teilfolge (by,)nen von
(an)nen existiert mit limb,, = a.

Wir bezeichnen mit HP((ay,)nen) die Menge aller Hiufungspunkte von (a,)nen-

Beispiel 2.16.
Wir betrachten die Folge (an)nen = ((—1)™ + 1),en. Die Folgenglieder hiufen sich bei +1; die Folge

ist nicht konvergent, aber es gibt konvergente Teilfolgen (aq, a3, as,...) — +1 und (ag, a4, ag, ...) — —1.
Insgesamt ist HP((an)nen) = {£1}.

Beachte: HP((2,,)nen) = [0, 1] ist moglich! Es gilt HP((zp,)nen) = {2} < limz,, = z. O

Satz 2.17.

Jede Folge (a,,)nen hat eine monotone Teilfolge.

Beweis.

apn heift ein dominanter Term, wenn fiir alle n > N gilt: ay > a,. Wir unterscheiden die beiden Félle,
dass (ay)nen unendlich oder nur endlich viele dominanten Terme hat.

1. Es gibt unendlich viele dominante Terme. Dann definieren wir rekursiv eine monoton fallende Folge
dominanter Terme; dies geht, da zu schon konstruierten dominanten Termen a,, > Gy, > ... > a0,
stets ein 0,41 > 0, existiert mit a,,, , dominant. Also ist (as,)nen eine monoton fallende Teilfolge
von (@ )nen-

Martin Gubisch 17 WS 2005/2006



2.3 Teilfolgen und Héufungspunkte 2 Folgen, Reihen und Funktionen

2. Gibt es nur endlich viele dominante Terme a,, > an, > ... > ap,, dann definieren wir rekursiv eine
monoton wachsende Folge: Wahle oy > n, und zu schon konstruierten a,, < ... < a,, mitoy < ... <oy,
ein 0,41 > 0y Mit a,, < ag, ., ; dies geht, da sonst a,,, ein weiterer dominanter Term wére. Also ist
(ae, )nen monoton wachsend. O

Satz 2.18. (Satz von Bolzano-Weierstrafs)
1. Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
2. Insbesondere ist HP((an)nen) # 0 fiir alle Folgen (ay,)nen-

Beweis.

1. Sei (ap)nen beschrinkt, etwa durch M > 0, d.h. Vn € N : |a,| < M. Nach Satz 2.17 gibt es dann eine
monotone Teilfolge (a,, )nen, fiir die offensichtlich gilt |a,, | < M. Monotone, beschrinkte Folgen sind
nach Satz 2.6 konvergent.

2. Sei nun (ap)nen eine beliebige Folge. Nach Satz 2.17 gibt es eine monotone Teilfolge (a,, Jnen. Ist
diese beschrankt, so konvergeirt sie, etwa gegen a, und damit a € HP((a,)nen). Ist sie dagegen
unbeschrénkt, dann gilt entweder a,, — 400 (falls die Folge wéchst) oder a,, — —oo (falls sie fillt),
d.h. 0o € HP((an)nen) oder —oco € HP((an)nen), in jedem Fall also HP((ay,)nen) # 0. O

Satz 2.19.

1. Sei lima,, = a. Dann gilt lima,, = a fiir jede Teilfolge (ay, )nen von (an)nen-

2. Haben alle konvergenten Teilfolgen von (a,)nen den Grenzwert a, so gilt: lima,, = a.

Beweis.

1. Im Fall @ € R gilt: Sei (by)nen = (a0, )nen eine Teilfolge von (an)nen. Dann gibt es zu € > 0 ein
N € N mit |a, —a|] < ¢, falls n > N. Wegen o,, > n gilt dann auch o,, > N, falls n > N, also
|by, — a| = |a,, —a| < € fiir n > N, also limb,, = a.

Im Fall a = 400 gilt: Es gibt zu jedem M > 0 ein N € N mit a,, > M, falls n > N, also auch
b, = as, > M, da o, >n >N, dh. limb, = co. Der Fall a = —oco ist analog zu behandeln.

2. Angenommen, a,, — a wére falsch, d.h. es gibt ein € > 0, so dass fiir alle N € N ein ¢ > N existiert
mit |a, — a| > €. Dann gibt es speziell zu N = 1 ein 07 € N mit |a,, — a| > €. Seien 01 < ... < oy,
mit Vk € {1,...,n} : |as, — a] > € schon konstruiert. Dann gibt es zu N = o, ein 0,41 > N mit
lag,., —al > €, d.h. die Teilfolge (a,,)nen hat nach Satz 2.17 eine monotone Teilfolge (b, )nen. Da
a € R, kann (a,, )nen nicht unbeschriankt sein, also (E (b, )nen bereits konvergent. Gleichzeitig gilt
aber |b, —a| > € fiir alle n € N, d.h. b, — b # a. Wir haben also eine konvergemte Teilfolge von
(an)nen gefunden, die nicht gegen a konvergiert, Widerspruch. (]

Bemerkung 2.20. (Abzédhlbarkeit von Q)

Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzihlbar, d.h. es gibt eine Folge (r,)nen rationaler Zahlen mit
VreQ:dN eN:r=ry.

Betrachte dazu das Schema

-4 + -3 -2 « -1 0 — 1 2 — 3 4
; ! : I oot 1 ¢ 1
—3 —3 —3 3 Y 3 S 3 3 2 3
: ! : AU S SR
3 ~3 -3 7 T3 7 3 7 3 7 3 3 3
Z,LL 1 2 1 0 1 2 il I
1 S S e S S S S s 1
Z.LL 3 2 1 0 1 2 3 I
-5 T "5 T 75 T Ty T 5 T 5 T 5 T 5 T 3

WS 2005/2006 18 Martin Gubisch



2 Folgen, Reihen und Funktionen 2.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

Die Art der Abzahlung impliziert:
1. (n)pen und (—n)pen sind Teilfolgen von (7, )nen, d.h. {00} C HP((an)nen)-

2. Fir * € Qmit u € Zund v € N gilt 2% = r, mit o, streng monoton wachsend; da limr,, = %, folgt
% € HP((rn)new), also Q C HP((rn)nen)- 0

Satz 2.21. (Dichtheit von Q in R)
Q liegt dicht in R, d.h. zu jedem a € R und jedem e > 0 gibt es ein ¢ € Q mit |a — ¢q| < e.

Beweis.

Seien € > 0 und b = a + 5. Nach dem Prinzip von Archimedes 2.3 gibt es dann ein n € N mit ne > 1.
Seien A = na und B = nb, dann B — A = n(b—a) = n§ > 1, d.h. zwischen A und B liegt ein m € Z,
alsona =A<m < B=mnb,dh.a < <b=a+ 5. Un die Existenz von m € Z nachzuweisen, zeigt
man: A <sup{m € Z | m < B} < B. O

Bemerkung 2.22.

Es gilt fiir die in Bemerkung 2.20 definierten Folge (), )nen in der Tat (R\Q) C HP((r,)nen): Sei dazu
a € R\Q, gibt es zu ¢ = 1 einen Index o1 € N mit |a — r,,| < 1. Seien also 01 < 03 < 03 < ... < 0y,

konstruiert mit |a — ro, | < 4 fiir k=1,...,n. Zu e = 1 min{|a — 14, ], ...,|[a = 75,|,1/(n+ 1)} gibt es nach
Satz 2.21 ein 0,41 € Nmit |[a =74, | <€ <1/(n+1). Wegen |a—1,,| > € fiir alle m < o, gilt 0,41 > 0y
und damit limr,, = a, also R\Q C HP((r,,)nen), insgesamt also HP((r,,),en) = R. O

Bemerkung 2.23.

Wir bezeichnen
Ry={a, |n>N}={x€eR|IneNn>N:z=a,}

als den N-Rest der Folge (an,)nen. Dann gelten:

1. Der N-Rest enthélt fiir jedes N € N die komplette Information iiber alle Haufungspunkte der Folge.
2. Der N-Rest ist beschrankt durch sy = sup Ry und iy = inf Ry mit sy, iy € R.

3. iy <any < syund sy > syy1 sowie iy <iyy1,dh i <o <iy <ay <sy <syp1 <-o- < s
4. Ist (an)nen beschriankt, so sind (sy)nen und (in)nen beschrinkt und monoton, also konvergent.
5

. Ist (an)nen unbeschrinkt, dann ist auch (Ry)nen unbeschrankt. O

Definition 2.24.

Sei A C R nichtleer. Wir setzen sup A = oo, falls A nach oben unbeschrankt ist, und inf A = —oo, falls
A nach unten unbeschrinkt ist.

Sei nun (a,)nen eine Folge mit N-Rest Ry fiir N € N. Dann nennen wir definieren wir den Limes
Inferior und den Limes Superior der Folge durch

limsupa, = lim sup Ry, liminfa, = lim inf Ry.
n—00 N —oco n—00 N—o0

Bemerkung 2.25.
Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann gelten:
1. limsup a, € HP((an)nen), liminf a,, € HP((an)nen) und HP((an)nen) C [liminf a,,, lim sup ay,].

2. Es gilt lima, = a genau dann, wenn limsupa, = a = liminfa,, denn wenn lima, = a € R ist,
dann folgt HP((an)nen) = {a} nach Satz 2.19, also limsupa, = liminfa, = a. Gilt umgekehrt
a = limsup a,, = liminf a,,, dann ist @ # HP((a,)nen) C [a,a] = {a}, also lima,, = a. O
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2.4 Cauchyfolgen 2 Folgen, Reihen und Funktionen

2.4. Cauchyfolgen

Definition 2.26.
Eine Folge (ay)nen heillt eine Cauchyfolge, falls gilt:

Ve>0:IN eN:Vn,meN,n,m> N :|ap, —an| <e.

Bemerkung 2.27.
1. Es reicht nicht, dass die Differenz |a, 1 — a,,| zweier aufeinander folgender Glieder beliebig klein wird.
2. Das Vollstandigkeitsaxiom 1.12 ist dquivalent dazu, dass in R jede Cauchyfolge konvergiert.

3. Mittels Cauchyfolgen lassen sich also Konvergenzaussagen treffen, ohne den Grenzwert zu kennen. ¢

Lemma 2.28.
Cauchyfolgen sind beschrankt.

Beweis.

Sei (ap)nen eine Cauchyfolge. Zu € = 1 gibt es dann ein N € N mit |a,, — a,,| < 1 fiir alle n,m > N.
Setze s = max{|a1|, |az|, ..., |an—1], |an| + 1}, dann gilt fir n > N, dass |a,| < lan]| + |an, —an| < s. O

Lemma 2.29.

Konvergente Folgen sind Cauchyfolgen.

Beweis.

Sei lima,, = a. Dann gibt es ein N € N mit |a, — a| < § fiir n > N. Seien nun n,m > N, dann ist

€ €
|an—am|:\an—a+a—am|§|an—a|+|am—a|<§+§:e. O

Satz 2.30.

In R ist jede Cauchyfolge konvergent.

Beweis.

Sei (an)nen eine Cauchyfolge. Wir zeigen: HP((ay, )nen) = {a}. Nach Lemma 2.28 ist (ay,)nen beschrinkt,
d.h. HP((apn)nen) C [liminf a,,limsup a,] C R. Es gentigt also nachzuweisen, dass lim inf a,, = lim sup a,,.
Sei € > 0. Da (an)nen eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N mit Vn,m > N : |a, — an| < e
Insbesondere ist a,, — a,, < €, also a,, < a,, + €. Damit gilt fiir alle n,m > N, dass sup R, < a,, + ¢,
d.h. sup R,, < inf R, + €, also ist speziell sup R,, < inf R,, + € fiir alle n > N erfiillt. Wir erhalten daraus
|sup R,, —inf R,,| = sup R, — inf R,, < ¢, also lim(sup R,, — inf R,;) = 0, d.h. limsup R,, = liminf R,,, also
lim sup a,, = liminf a,,. O

2.5. Reihen

Definition 2.31.

Sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge. Wir definieren dazu

n
Sp = g ak bzw.s1 = a1 & Sp11 = Sp + Gna1-
k=1

($n)nen heift die zu (ay, )nen gehorige Reihe; die Folgenglieder s,, werden als Partialsummen bezeichnet.
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Bemerkung 2.32.

(o]
Sowohl die Reihe selbst als auch ihr Grenzwert (sofern existent) mit wird mit ) a, bezeichnet. O
n=1

Beispiel 2.33.

oo
heiflt die harmonische Reihe, Z ¢" fiir ein ¢ € R heiRt geometrische Reihe. O
k=0

El i

00
k=1

Satz 2.34. (Cauchykriterium fiir Reihen)

Sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge. Dann gilt:

n
D a

oo
Z ay, konvergiert — Ve>0:dN eN:Vm,n> N :

< €.
k=1 k=m
Beweis.
Zentrale Idee: Fiir beliebige m,n € N mit m < n ist
n m—1 n n
Snzzakzzak+zak - Sn—Sm—1=Zak-
k=1 k=1 k=m k=m

1. Sei zunéchst (s, )nen konvergent. Dann ist (s, )nen eine Cauchyfolge, d.h. zu € > 0 gibt es N € N mit
[$n — sm| <€, falls n,m > N. Setze M = N + 1 und wéhle o, 8 > M, d.h. « — 1,8 > N. Dann gilt:

B

S

k=«

B

S

k=«

=0<efira>p und =|sg — Sa—1| < € fir a < .

Also: existiert zu jedem € > 0 ein M € N, so dass fiir alle a, 5 > M gilt < €.

B
> ak
k=«

n
2. Wéhle umgekehrt zu € > 0 ein N € N mit Vm,n > N :| > ag| < e. Seien m,n > N, dann

k=m
n oo
[ — sm| = Z aig| <€ = (Sp)nen ist Cauchyfolge — Zak konvergiert. O
k=m+1 k=1
Satz 2.35.

Ist (s, )nen konvergent, dann ist (a,)nen notwendigerweise eine Nullfolge.

Beweis.

n
> ak

k=m

Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n,m > N gilt: < €. Speziell mit n =m > N:

n

> a

k=m

<€ = lim a, = 0. O

lan| =
n—oo

Satz 2.36.

(o) &) o0
Sei > ay absolut konvergent, d.h. > |a,| konvergiert. Dann ist ) a, konvergent.
n=1

n=1 n=1
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Beweis.

n

> ak

k=m

Zu € > 0. wéihle mit dem Cauchykriterium 2.34 ein N € N, sodass fiir m,n > N gilt < €. Dann

n

D a

k=m

n
Sam| + |ampr + - Fan| <0 < am| + |amgr| + -+ |an| = Z‘ak‘<€

k=m

[e.e]
nach Dreiecksungleichung, wobei n > m > N. Wieder mit Cauchykriterium folgt: > a,, konvergiert. O

n=1

Satz 2.37. (Majorantenkriterium fiir Reihen)

oo o0 o0
Sei " ¢, eine konvergente Majorante fir Y a,, d.h. |a,| < ¢, fir alle n. Dann konvergiert > a,.
n=1 n=1 n=1

Beweis.
Sei € > 0. Dann gibt es ein NV € N, so dass fiir alle m,n > N gilt:

n

n n o0
< Z lak| < Z cp < € = Z a, konvergiert absolut. O
k=m k=m

k=m k=1

Beispiel 2.38. (Darstellungsformel fiir geometrische Reihen)
Sei ¢ € R. Dann gilt fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe:
n
1= " =1+q++ - +¢" —ql+q+¢+..+¢") =¢" —¢"
k=0

man bezeichnet einen solchen Term als Teleskopsumme. Wir erhalten:

n 1— qn+1 n
quzlifﬁrq;él und qu:n—i—lﬁirq:l.
k=0 — 4 k=0
o0 o0
Speziell ist Y ¢* genau dann konvergent, wenn |g| < 1, mit Grenzwert " = ﬁ. O
k=0 k=0
Beispiel 2.39.
S n
Die Reihe % konvergiert nach dem Majorantenkriterium, denn
n=1
1 1 1 1
an:2n+1‘§2n und ;2—]@:1_%_1:1, O

Satz 2.40. (Minorantenkriterium fiir Reihen)

o0 o0 o0
Sei > ¢, eine gegen oo divergente Minorante fiir Y a,, d.h. ¢, < a,, fur alle n. Dann )’ a, = cc.
n=1 n=1 n=1

Beweis.

Bezeichnen A, C,, die zu Y ag, > ¢, gehorigen, n-ten Partialsummen. Sei M > 0 beliebig. Wir zeigen,
dass es ein N € N gibt mit 4,, > M fiir alle n > N. Nach Voraussetzung ist (C},)nen unbeschrankt, d.h.
es gibt ein N € N mit C,, > M fiir alle n > N. Damit gilt fiir alle n > N, dass A,, > C,, > M. Also ist
(An)nen unbeschrankt, d.h. lim A, = > a, = cc. |

WS 2005/2006 22 Martin Gubisch



2 Folgen, Reihen und Funktionen

2.5 Reihen
Beispiel 2.41.

1. Eine wichtige divergente Minorante ist > % Es gilt
=1
i 1 1-1— + + = —I— + 5 + +o+ =+
2 3 5 6 7 8 9 16
n=1 R/—/
>} >12 >}

Wir zeigen per Induktion, dass fiir die Partialsummen Ay gilt: Agn > 1+ 5. Flirn =11ist Ay =1+ 35
Gelte die Behauptung also fiir n. Dann ist

2n+1

on Ll n
A= p =35 “21,1
IL+

Da (A,)nen monoton wichst und (As

» )nen nach oo divergiert, folgt lim A, Z 1=
2. Wegen ﬁ L fiir alle n € N gilt Z —= = o0. -
3. Allgemein folgt aus dem Mlnorantenkrlterlum Z = oo fiir alle p > 1. O
n=1

Satz 2.42. (Leibnitzsches Konvergenzkriterium)

n— oo

Sei (an)nen eine monoton fallende Folge mit a,, > 0 und lim a, = 0. Dann konvergiert . (—1)

Beweis.

Wir benutzen das Cauchysche Konvergenzkriterium 2.34. Es gilt mit Indexverschiebung

n—m

Z a]er = (_1)m Z (—1)70,m+] .
k=m j:O j=0

=A
A besteht aus n — m + 1 Summanden; wir zeigen, dass A fiir hinreichend grofse m, n beliebig klein wird

1. Ist n — m ungerade, d.h. die Anzahl der Summanden von A ist gerade, dann gilt 0 < A < a,,

A:am_am+1+am+2_am+3+"'+an71_an >0
—_———
>0 >0 >0

A=am—0mi1 +0my2 —Qpiz+am+4—-—ap_o+ ap_1 —ay < Gy

und

<0 <0 <0 <0

2. Ist n—m gerade, d.h. die Anzahl der Summanden von A ist ungerade, dann gilt ebenfalls 0 < A < a,,

A=am — ami1+amio —Amys+- -+ ap_o—ap_1+ a, >0 und
>0 >0 >0 >0
A=am—Umi1+ Gmi2 —Apis+am+4—---—ap_1+an, < ap
<0 <0 <0

3. Sei nun € > 0. Dann gibt es ein N € N mit |ag| <, falls k > N. Also

n

Z(—l)kak =|A| <l|am|<efirn>m>N und Z(—l)kak =0 < e flir m > n.
k=m k=m
Also ist das Cauchysche Konvergenzkriterium erfiillt, d.h. >~ (—1)"a,, konvergiert. O
n=1
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Bemerkung 2.43.

>

n=1

% konvergiert (Leibnitzkriterium), ist aber nicht absolut konvergent: |(771L) =Y =000
n=1 n=1

Beispiel 2.44.
Nach Leibnitz 2.42 konvergiert D" fiir alle p > 0, sogar absolut fiir p > 1: Sei g = 212%17 dann

npP
n=1
°°(—1)"_1 11 1 1 1 <1 1
DI F gt tpte t o tet St t s
n=1 —_—— N——
<o <iv
5~ D" Sk (S (DT
Da () |55 |)neny monoton und (Y |*55—|)nen konvergent, ist () ~——)ncn absolut konvergent. ¢
k=1 k=1 =1
Satz 2.45. (Wurzelkriterium)
(oo}
Seien Y a,, cine Reihe und a = limsup |a,| . Dann gelten:
n=1 n—00
(oo} oo
a<l = Z a,, konvergiert absolut, a>1 = Z a, divergiert.
n=1 n=1

Beweis.

1. Setze R, = {|am|"™ | m > n}, dann ist o = limsup R,,. Wegen a < 1 ist € = 152 > 0, es gibt
also ein N € Nmit a — e < supR,, < a + ¢, falls n > N. Insbesondere gilt fiir ¢ = a + € < 1, dass
lan] < (sup R,)" < (a4 €)™ = ¢" fiir n > N. Damit ist Y ¢™ eine konvergente Majorante der Reihe
> |an|; nach dem Majorantenkriterium 2.37 konvergiert > a,, somit absolut.

2. Gelte a > 1. Da o € HP((|an|"™)nen), gibt es eine Teilfolge (|ay, |'/7")pen mit lim |a,, [V = a > 1.

Also gibt es ein N € N mit |a,, |'/7 > 1, fiir alle n > N und damit auch |a,, | > 1 fiir alle n > N, d.h.
sup HP((Jan|)nen) > 1. Dann kann (a,,)nen aber keine Nullfolge sein; mit Satz 2.35 folgt die Divergenz
von Y Gy, O

Bemerkung 2.46.

Ist @« =1, dann kann die Reihe konvergieren oder divergieren:
[ee]
1. Fiir a, = 2 ist |a,|Y/" = *\“}ﬁ — 1und Y a, divergiert.
n=1
o0
2. Fiir a,, = 2 gilt ebenfalls |a, /" = (,%\/E)2 — 1, aber nz_:l an konvergiert (absolut) gegen 1. O
Satz 2.47. (Quotientenkriterium)
o]
Seien Y a, eine Reihe mit a, # 0 fiir alle n und o = lim inf [*2+1|, 8 = limsup |“2*|. Dann gelten:
= " "
o0 o0
<l = Z |a,| konvergiert; a>1 = Z ap divergiert.
n=1 n=1
Beweis.
Wir zeigen:
a a
liminf || < liminf\anﬁ < 1imsup|an|% < limsup |2+ |,
n—00 (079 n—00 n—o00 n— o0 Qp

dann folgt die Behauptung aus dem Wurzelkriterium 2.45. Sei dazu (E a,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

an+1 an+1 . an+1

< €.

.. An+1 ..
> lim inf —€ bzw. lim inf
n—00  Qp n—0o0  Qp (79}

Ve>0:dAN eN:Vn> N :

a n
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2 Folgen, Reihen und Funktionen 2.6 Funktionen

Sei also € > 0 beliebig. Setze ¢ = lim inf aZ“ , dann gilt:
n— o0 n
(07%% ) ap—1 ...U/N+1 —a, — (q_€>n_NaN<an
Ap—1 QAp—2 an
= (g—e)y/(g—e)Nay < ¥a, = liminf((q — €) /(¢ — €) " Nay) < liminf {/a,
n—oo n—oo
— q — € < liminf /a, — lim inf Gnt1 < liminf a,, + €.
n— o0 n—oo an n—oo
Da € > 0 beliebig, folgt lim inf “*= < lim inf {/a,,. Die Abschétzung fiir limsup folgt analog. O
n—oo n n—oo
Bemerkung 2.48.
(oo}
Gilt a <1 < 3, dann gilt wie fiir das Wurzelkriterium: Y a, kann konvergieren oder divergieren. %
n=1

Beispiel 2.49. (Exponentialreihe)
Fiir € R beliebig konvergiert die Reihe exp(z) = > fTT'L Offenbar ist exp(0) = 1, fiir x # 0 gilt

n=0
G| [e ]l Ee
n:r" ' ‘ = n | = n_o>o O’
o z? |[(n+ 1! n+1
die Konvergenz der Reihe ergibt sich somit mit dem Quotientenkriterium 2.47. %

Bemerkung 2.50.

1. Seien > ap, > b, konvergente Reihen und «a, € R. Dann konvergiert auch Y («ay, 4+ 8b,) und es gilt:
d(aan + Bby) =ad an+ 8 by.

2. Es gilt die Dreiecksungleichung: | > an| < >~ |an].

3. Gilt a,, <, fir alle n € N, dann auch > a, <> b,.

4. Seien Y a,, eine absolut konvergente Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Dann konvergiert
auch ) a,(,) mit Y arm) = > an. O

2.6. Funktionen

Definition 2.51.

Eine Funktion f ist ein Tripel f = (X, Y,z — y), bestehend aus einer Menge X, dem Definitionsbereich,
einer Menge Y, dem Bildbereich und einer Zuordnungsvorschrift z — f(x), die jedem Element aus X
genau ein Element aus Y zuordnet. Wir schreiben f: X =Y, x — f(x).

f(X)={yeY |3JxeX: f(x) =y} heilit das Bild von X unter f; es ist stets f(X) C Y. Die Menge
I'(f)={(z,ye X xY) | f(x) =y} einer Funktion f heift der Funktionsgraph zu f.

Sei X’ C X, dann heift f|x/: X" =Y, 2 — f(z) die Einschrdnkung von f auf X’. Sei X’ O X, dann
heiftt f: X' — Y mit f|x = f eine Fortsetzung von f auf X'.

Eine Funktion f heifit injektiv, falls fiir alle x1, 29 mit f(z1) = f(z2) gilt, dass z; = xo. f heifit
surjektiv, falls zu jedem y € Y ein x € X existiert mit f(z) =y, d.h. fall f(X) =Y. f heifst bijektiv,
falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Beispiel 2.52. (Elementare Funktionen)

1. Sei ¢ € R. Die konstante Funktion f: R — R, z + ¢ ist weder surjektiv noch injektiv.
2. Die Identitét id : R — R mit x +— x ist bijektiv.

3. Die Betragsfunktion abs : R — R mit « +— |z| ist weder injektiv noch surjektiv.

4. Die Wurzelfunktion sqrt : [0, 00) — R mit @ — +/x ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Martin Gubisch 25 WS 2005/2006



3.1 Stetigkeit einer Funktion 3 Stetigkeit

5. Sei A C R. Die Indikatorfunktion x4 : R = R, x(x) = 1 fiir € A und x(x) = 0 sonst ist weder
surjektiv noch injektiv.

6. Die Quotientenfunktion quot : R\{0} — R, x> 1 ist injektiv, aber nicht surjektiv. O

Bemerkung 2.53.

Die Funktion f : R\{0} — R\{0} mit f(z) = I hat den gleichen Definitionsbereich und die gleiche
Zuordnungsvorschrift wie quot. Die Funktionen sind aber nicht identisch, da sich die Bildbereiche un-
terscheiden. In der Tat ist f im Gegensatz zu quot auch surjektiv. Alternativ zur Einschrinkung des
Bildbereichs lidsst sich quot auch zu einer bijektiven Abbildung fortsetzen durch g : R — R mit g(z) = %
fiir x € R # {0} und g(0) = 0: In der Tat gilt g|r\ (0} = quot. O

Beispiel 2.54. (Konstruktion reeller Funktionen)

Seien f,g: D — R relle Funktionen und A € R. Wir definieren neue Funktionen f + g, Af, fg: D — R
durch (f + g)(z) = f(z) + g(x), Af)(x) = Mf(x) und (fg)(z) = f(x)g(z). Sei weiter D’ C D die Menge
{z € D | g(z) # 0}. Dann setzen wir 5 : D' — R mit (g)(x) = %.

Speziell lassen sich so Monome m(z) = 2™ = z---z (n € N) sowie Polynomfunktionen p : R — R mit
p(z) = ap + gz + -+ + a, 2™ konstruieren. Zusammen mit der Division ergeben sich die rationalen

Funktionen r : D — R mit ¢(z) = % definieren mit Polynomen p,q und D = {x € R | ¢(x) # 0}. O

Definition 2.55.

Zu Funktionen f : X; — Y] und g : X5 — Y5 mit f(X;) C Xs definieren wir die Verkettung oder
Komposition g o f durch (go f)(z) = g(f(x)).

Sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Dann heift f~' : ¥ — X, y — z mit f(z) = y die
Umkehrabbildung.

Bemerkung 2.56.

1. Die Verkettung ist assoziativ, d.h. be geeigneten Definitions- und Bildbereichen gilt fiir Funktionen
fig,h,dass fo(goh)=(foh)oh.

2. Fiir die Quadratfunktion quad : R — R mit quad(z) = 2% und die Wurzelfunktion sqrt : Rg — R gilt
abs = sqrt o quad, denn V22 = |z| fiir alle z € R. Umgekehrt ist ﬁ2 = ¢ fiir alle z > 0.

3. Wahlt man Ra“ als Definitions- und Bildbereich der Funktionen quad,sqrt, dann sind die beiden
Funktionen bijektiv und die eine ist jeweils die Umkehrfunktion der anderen; generell gilt (f~1)~! = f.
Speziell ist mit f stets auch f~! bijektiv.

4. Ist f : X = Y bijektiv, dann ist fo f~!:Y — Y die Identitdat auf Y und f~'o f ist die auf X. O

3. Stetigkeit
3.1. Stetigkeit einer Funktion

Definition 3.1.

Seien D C R, a € R U {£oo} und es existiere eine Folge (yn)neny mit y, € D fir alle n € N und
limy,, = a. Wir schreiben
lim f(x) = ¢,

r—a
falls fiir jede Folge (2, )nen mit 2, € D fiir alle n und lim z,, = a gilt: lim f(x,,) = ¢. Wir nennen ¢ dann
den Grenzwert der Funktion f bei a, falls ¢ € R. Ist hingegen ¢ = +00, so heifst ¢ der uneigentlichen
Grenzwert von f in a.

Weitere Bezeichnungen:

linksseitiger Grenzwert: lim f(z) = Iim f|pn(—co,q¢)(T);
z,'a T—a ’

rechtsseitiger Grenzwert: lim f(z) = lim f|pn(a,00) (@)
z\a T—a ’
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3 Stetigkeit 3.1 Stetigkeit einer Funktion

Beispiel 3.2.

Betrachte die Heavysidefunktion H = yg, : R = R mit H(z) = 0 fiir # < 0 und H(z) = 1 fiir
x > 0. Dann gilt H|pn(—oo,0) = H|(~00,0) = 0, d.-h. wenn (2,,)nen € (—00,0) gegen 0 konvergiert, dann ist
H|(—o0,0)(zn) = 0 fiir alle n, also lim H|(_ 0)(z,) = 0. Entsprechend gilt wegen H|rn(0,00) = H|(0,00) = 1,
dass lim H|(g,oc) = 1 fiir jede Folge (2,,)nen C (0,00), also

lim H = lim H = lim H = lim H =1.

Ty (z) = lim Hfoc0) =0, Jimmy (2) = lim Hl(p,c0)
Damit hat H keinen Grenzwert bei ¢ = 0 und ist an dieser Stelle folglich nicht stetig. Wir betrachten
dazu die Folge (2, )nen, gegeben durch z,, = % Klar: z,, € Dy = R und limz,, = 0 = a, aber es ist
HP(H(xn))nen) = {0,1}; insbesondere ist (H(z,))nen nicht konvergent. O

Definition 3.3.
Seien f: D — R eine reelle Funktion und a € R. Dann heifit f stetig in a, falls lim f(z) = f(a).

r—a
f heifst stetig oder stetig in D, falls f in jedem Punkt a € D stetig ist.
Bemerkung 3.4.
Ist also f : D — R stetig und konvergiert (z,)nen € D in D, so gilt: lim f(z,) = f(limx,,). %

Satz 3.5.
Seien f,g: D — R stetig in a € D und sei A\ € R. Weiter sei D' = {z € D | g(z) # 0}.

Dann sind auch f + g, Af und f - g stetig in a. Im Fall g(a) # 0 ist weiter 5 : D' — R stetig in a.

Beweis.
Mit den Grenzwertsétze 2.10: Sei (z,,)nen eine Folge in D mit limz,, = a. Da f, g stetig sind, folgen
lim g(zy,) = g(limz,,) = g(a) und lim f(z,) = f(lima,) = f(a).
Damit gelten:
Hm((f + g)(xn)) = im(f(zn) + g(2n)) = lim f(2y) + lim g(2,) = f(a) + g(a)
= f(limz,) + g(limx,) = (f + g)(limz,,);
Hm((Af)(2,)) = lim(Af(z,)) = lim Alim f(x,) = Af(a) = Af(limz,) = f(Alimz,);
Lm((f - g)(xn)) = Im(f(zn) - g(2n)) = lim f(zy) - lim g(zn) = f(a) - g(a)

= f(limzy,) - g(lima,) = (f - g)(limz,).

Ist (zp,)nen weiter eine Folge in D' mit limx,, = a € D', so gilt:

. ( <£)()> . <f(xn)) _limf(e) _ fla) _ flima,) @(hmn), .

g(zn))  limg(z,) gla)  g(limazy)

Satz 3.6.
1. Die konstante Funktion und die Identitdtsfunktion sind stetig.

2. Alle rationalen Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich stetig.

Beweis.

1. Seien a,c € R, f: R — R mit f(z) =cund g : R — R mit g(z) = 2. Weiter sei (a,)nen eine Folge in
R mit lim a,, = a. Dann gelten:

f(an)zcn—;o)oc:f(a)a g(an):an nj}oa:g(a),
d.h. lim f(a,) = f(lima,) und lim g(a,) = g(lima,). Also sind f und g stetig.

2. Als Kombination aus Quotient, Summe und Produkt der konstanten Funktion und der Identitdt sind
damit auch alle rationalen Funktionen stetig. (Il
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3.2 Der Zwischenwertsatz 3 Stetigkeit

Satz 3.7.

Seien f: D — R und g : E — R reelle Funktionen mit f(D) C E. Sei f stetig in a € D und sei g stetig
in f(a) € E. Dann ist g o f stetig in a.

Beweis.

Sei (2, )neny € D mit limz,, = a. Da f stetig in a ist, gilt lim f(z,,) = f(limz,) = f(a), und da g stetig in
f(a) ist und (f(2n))nen eine Folge in E mit Grenzwert f(a), gilt lim g(f(x,)) = g(lim f(z,)) = g(f(a)).
Also folgt insgesamt (g o f)(zn) = g(f(24)) "= g(f(a)) = (g0 f)(a). 0

Beispiel 3.8.
Sei f: D — R stetig. Dann ist auch |f| = abso f stetig.

Wir miissen dazu zeigen, dass abs stetig ist. Da = — z und x — —x auf ganz R stetig sind und gilt

abs(z) = z auf (0,00) sowie abs(x) = —x auf (—o0,0), muss nur iiberpriift werden, dass jede Nullfolge
(Zn)nen lim |z, | = |limz,| = 0 erfiillt. Sei dazu € > 0 vorgegeben, dann gibt es einen Index N € N mit
|€n| = |zn — 0] < € fur alle n > N, d.h. in der Tat (|2,|)nen — 0. O

3.2. Der Zwischenwertsatz

Satz 3.9. (Zwischenwertsatz)

Seien [a,b] C R, f: [a,b] — R stetig und f(a) < 0 < f(b). Dann existiert ein & € [a, b] mit f(£) = 0.

Beweis.
Rekursiv durch Intervallhalbierung: Sei [ag, bo] = [a,b]. Weiter seien [ag, bo] D [a1,01] 2 -+ D [an, by]
schon konstruiert mit by, — ap = b;—,ﬂ und f(ag) <0< f(by) fiir k =1,...,n. Weiter sei nun m = %

Dann kénnen zwei Félle auftreten: f(m) > 0, dann setze a,+1 = a, und b, 11 = m. Ist hingegen f(m) < 0,
definiere a,,+1 = m und b, 1 = b,. In jedem Fall gelten:

by —a, b—a
2 T oon+l

b7L+1 — Qp41 = und f(a'n-i-l) S 0 S f(bn-l-l)-

(an)nen ist monoton und beschrinkt, also gibt es ein & € [a,b] mit lima, = &£ nach Satz 2.6. Wegen
lim(b,, — a,,) = 0 folgt auch limb,, = £ und da f(a,) < 0 < f(b,) fir alle n, sind f(¢) = lim f(a,) <0
und f(§) =lim f(b,) > 0, also f(&§) = 0. O

Korollar 3.10.

Jedes Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Beweis.

Seien n € N ungerade und ay, ..., a, € R mit a,, # 0. Dann lésst sich die Polynomfunktion f : R — R mit
f@)=ao+ a1z + -+ a,a™ in x # 0 darstellen als

an al Af—1 . .
fo =t (B B a) = m )=t & lm () = o
Insbesondere gibt es a,b € R mit f(a) < 0 < f(b), also auch ein £ € R mit 0 = f(&). O

Korollar 3.11.
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt alle Werte zwischen f(a) und f(b) an.
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3 Stetigkeit 3.3 Verschiedene Arten von Stetigkeit

Beweis.

Sei ¢ ein Wert zwischen f(a) und f(b). Setze g(x) = f(x) — ¢ fiir f(a) < ¢ < f(b) bzw. g(z) = ¢ — f(z)
fir f(b) < ¢ < f(a). Dann erfiillt g : [a,b] — R die Voraussetzungen des Zwischenwertsatzes 3.9, d.h. es
gibt ein £ € [a,b] mit g(§) =0, d.h. f(§) =¢. O

Definition 3.12.

Eine Funktion f : D — R heifst beschrankt bzw. nach oben beschriankt bzw. nach unten beschrinkt,
wenn f(D) beschrankt bzw. nach oben beschrankt bzw. nach unten beschrankt ist.

Sei A C R nichtleer. Man sagt, A hat ein Maximum, falls sup A € A, und ein Minimum, falls inf A € A.
Existieren Maximum bzw. Minimum, schreibt man max A bzw. min A statt sup A bzw. inf A. Man sagt,
f: D — R hat ein Maximum bzw. hat ein Minimum, falls f(D) ein Maximum bzw. Minimum hat.

Bemerkung 3.13.

Ist f : D — R beschrinkt, so existieren sup f(D) und inf f(D) € R nach dem Vollstédndigkeitsaxiom 1.12,
aber nicht notwendigerweise min f(D) und max f(D). O
Beispiel 3.14.

1. Seien D = (0,1) und f : D — R die Identitdt f(z) = z auf D. Dann ist f(D) = (0,1) beschrinkt,
aber inf(0,1) =0 ¢ (0,1) und sup(0,1) =1 ¢ (0,1), also hat f kein Minimum und kein Maximum.

2. Seien D = [0,1] und f : D — R die Abbildung f(x) = 222+ H(1 —z) — H(z). Dann gelten f(z) = 222
fir z € (0,1) sowie f(0) =1 = f(1), d.-h. f hat ebenfalls weder Maximum noch Minimum. O

Satz 3.15. (Satz vom Maximum)

Seien a,b € R und f : [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt und besitzt Maximum und Mininum.

Beweis.

Seien D = [a,b] und (2, )nen eine Folge in D mit lim f(z,) = sup f(D). Da z,, € D, gilt a < z,, < b fiir
alle n. Mit dem Satz von Bolzano-Weierstraf 2.18 gibt es eine Teilfolge (2, )nen mit ,, — = € [a,b]. Aus
der Stetigkeit von f folgt: lim f(x,,) = f(limz,,) = f(x). Da (f(2,))nen gegen sup f(D) konvergiert,
gilt: sup f(D) = f(x) € R. Also ist f nach oben beschrénkt und sup f(D) = f(z) € f(D), da z € D, d.h.

f hat ein Maximum. Fiir das Minimum argumentieren wir analog. (]

Bemerkung 3.16.

Sei f : [a,b] — R stetig und gelte f(z) > « fiir alle = € [a, b]. Dann bleibt f(z) deutlich von « entfernt,
d.h. es gibt ein € > 0 mit f(z) > a + ¢ fiir alle « € [a,b], denn min f([a,b]) = f(xo) fir ein 2 € [a,b],

insbesondere f(z¢) > a. Setze nun e = 1 (f(zo) — a). O

3.3. Verschiedene Arten von Stetigkeit

Definition 3.17.
Eine reelle Funktion f : D — R heifst (global) Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt, so dass
Ve,ye D: [f(z) = f(y)| < L]z —yl.

f heifst lokal Lipschitz-stetig, falls es zu jedem £ € D ein n > 0 gibt, so dass f eingeschréankt auf
DN (€—n,&+n) global Lipschitz-stetig ist.

Bemerkung 3.18.

Seien f : D — R Lipschitz-stetig und z,y € D mit  # y. Dann gilt: |f(x) — f(y)| < L|z — y|, d.h.

% < L. Die Sekantensteigungen einer Lipschitz-stetigen Funktion sind also beschrankt. %

Martin Gubisch 29 WS 2005/2006



3.3 Verschiedene Arten von Stetigkeit 3 Stetigkeit

Lemma 3.19.
Sei f: D — R eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dann ist f stetig.

Beweis.

Gebe es fiir ein beliebiges ¢ € D stets ein n(§) > 0 mit |f(z) — f(y)| < Ll|zr — y| fir alle z,y aus
DN (Z—n,Z+mn). Seil (zn)nen eine Folge in D mit z,, — &, d.h. zu n(§) > 0 gibt es ein N € N mit
|zn, — x| < n(€), falls n > N, also |f(z,) — f(§)| < Lz, — €|, falls n > N, d.h. lim |f(z,) — f(§)| = 0.
Also ist f ist stetig in &. |

Beispiel 3.20.
1. Sei f:[1,00) = R die Wurzelfunktion x + /z. Dann gilt fiir alle z,y > 1, dass

VE+ VullVe =yl e =yl

@) = S = V3 = Vol = PR = R < el

Also ist f global Lipschitz-stetig.

2. Sei f nun auf (0,00) definiert. Dann ist f nicht Lipschitz-stetig, denn angenommen, es wiirde gelten
|f(z) — f(y)| < L|z — y| fiir ein L € R und alle 2,y € (0,00). Wahle z,, = 5 und y, = ﬁ Dann
wiirde gelten:

1 1
N 11 2
vn e N L>|\/x7 /Yn| 1’71 2n1’ —Zp,
|Zr, — Yn 1(z) = (gz)l 3

was im Widerspruch zum Archimedischen Prinzip 2.3 steht.

3. Aber: f ist lokal Lipschitz-stetig: Sei £ € (0, 00). Setze n(§) = % > 0, dann z > %, falls x € (§—n,&+n),
also | | )
r—y
< |z —yl.

\/5+\/?3_2\f

Typisch: Die lokale Lipschitz-Konstante hangt vom betrachteten Punkt £ ab; hier: L(§) = ; L

Ve,y € (x—n,x+n): Ve — Syl =

N8I

<"

2

4. Betrachte f auf dem Intervall [0,00), dann ist f nicht lokal Lipschitz-stetig, denn angenommen, zu
& =0 gibt es ein n(§) > 0 und ein L > 0 mit |f(z) — f(y)| < L|z — y|, falls z,y € [0,7). Wiahle y =0,
2, =n~2 und n > /2 Dann ist 2, = n~2 < 7, also [(n=%)¥/2 — 01/2| < L| | fiir alle n > n~1/2,
d.h. n < L fiir alle n > n~'/2, ein Widerspruch.

5. f ist aber Holder-stetig zum Exponenten %, denn

: 1
Ve -yl =2 —2yzy+y <z —2min{z,y} +y=lz—yl= Ve — Vy| <]z -yl =z —y|2. O

Definition 3.21.
Eine reelle Funktion f : D — R heifit (global) Holder-stetig, wenn es L > 0 und a € (0, 1] gibt, so dass
Ve,ye D: |f(z) — f(y)| < Llz —y[*

f heifit lokal Holder-stetig, falls es zu jedem & € D ein n(§) > 0 gibt, so dass f eingeschrinkt auf
DN (& —n,&+n) global Holder-stetig ist.

Bemerkung 3.22.
Wieder gilt: Jede lokal Holder-stetige Funktion ist insbesondere stetig. %

Bemerkung 3.23.

Stetigkeit von f bedeutet: Egal, wie sich Argumente z,, einem Punkt x nihern, die zugehorigen Funkti-
onswerte f(x,) streben gegen f(x). Geometrisch bedeutet das: Der Abstand | f(z,) — f(z)| wird beliebig
klein, falls der Abstand |x,, — 2| klein genug ist. O
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3 Stetigkeit 3.4 Potenzreihen und deren Konvergenzverhalten

Satz 3.24. (e-5-Charakterisierungt der Stetigkeit)

Eine reelle Funktion f : D — R ist genau dann in £ € D stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein d(¢) > 0
gibt, so dass |f(z) — f(§)| < e, falls x in einer 6-Umgebung von & liegt. Als Formel liest sich dies als

YVe>0: 36>0: VzeD: |z—¢&<d = |f(x)—f)|<e

Beweis.

< Sei (2, )nen eine Folge in D mit x,, — €. Zeige: f(x,) — f(£). Sei hierfiir e > 0. Dann gibt es ein § > 0
mit |f(x) — f(§)] <, falls | — €] < §. Zu diesem ¢ gibt es auferdem ein N € N mit |z, — £| < 4, falls
n> N, dh. |f(z,) — ()] < e fir alle n > N. Also ist f stetig in €.

= Sei f stetig in £. Angenommen, es gibt ein € > 0, so dass zu jedem § > 0 ein z € D mit |[x —§| < 6
existiert mit | f(z) — f(£)| > e. Wihlt man insbesondere zu § = % ein z,, € D mit dieser Eigenschaft,
dann ist (2, )nen ist eine Folge in D mit z,, — &; da f stetig in ¢ ist, folgt f(x,) — f(€). Gleichzeitig
ist | f(zn) — f(&)| > € >0 fir alle n € N, ein Widerspruch. O

Definition 3.25.

FEine reelle Funktion f : D — R heifit gleichméfig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so
dass |f(x) — f(y)| < e fiir alle z,y € D mit |z — y| < 6. Als Formel:

Ve>0: 36>0: Vae,yeD: |z—y|l<d = |f(z)- fly)|<e

Bemerkung 3.26.

Die Wahl von § = 6(€) > 0 zu vorgegebenem e > 0 muss an allen Stellen in D gleichermafen funktionieren.
Speziell sind gleichmiéifig stetige Funktionen nach Satz 3.24 stetig. Die Umkehrung ist falsch: %

Beispiel 3.27.

f:(0,1) > Rmit f(z) = % ist lokal Lipschitz-stetig, aber nicht gleichméfig stetig, denn angenommen,

f wiire gleichméRig stetig. Dann wiirde zu € =  ein § > 0 existieren mit |1 — §| < 1, falls [z — y| < 6.
Wihle @, = 1, y, = 5= und n > 3. Dann ist |z, — y,| = 5= < 6, also § =€ > |%n—y%\=|n—2n|:n
fiir alle n > %, ein Widerspruch. O

Satz 3.28.
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f sogar gleichméafig stetig.

Beweis.

Sei f stetig in D. Angenommen, es existiert ein € > 0 :, so dass es zu jedem 6 > 0 z,y € D gibt mit
|z — y| < 4, aber |f(z) — f(y)| > €. Insbesondere gibt es Folgen (zy)nen, (Yn)nen € D mit |z, — g, | < =
und |f(x,) — f(yn)| > € fiir alle n € N. (2,,)nen ist beschrinkt, da D = [a, b] beschénkt ist, mit dem Satz
von Bolzano-Weierstraf 2.18 erhilt man also eine Teilfolge (74 (n))nen und ein § € [a,b] mit x5,y — &.
Wegen |T4(n) — Yon)| < ﬁ — 0 folgt auch y,(,,) — & und wegen der Stetigkeit also f(z5(n)) — f(§)
und f(ya(n)) - f(g)a also |f(xo(n)) - f(yo(n))| — 0. Dies Widerspricht |f(:co(n)) - f(yo(n))| > € >0 fir
allen € N. (]

3.4. Potenzreihen und deren Konvergenzverhalten

Definition 3.29.

Sei (ay)nen eine reelle Zahlenfolge. Dann heifft > a,z™ eine Potenzreihe.
n=0
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3.4 Potenzreihen und deren Konvergenzverhalten 3 Stetigkeit

Bemerkung 3.30.

Die Partialsummen einer Potenzreihe sind Polynomfunktionen. Eine Potenzreihe kann also formal als
eine Folge von Funktionen aufgefasst werden. Die Reihe muss allerdings nicht notwendig fiir jedes x € R
einen Grenzwert besitzen, d.h. z — > a,a™ ist nicht unbedingt eine auf ganz R definierte Funkion. ¢

Beispiel 3.31.
Die Exponentialreihe exp, die Kosinusreihe cos und die Sinusreihe sin sind gegeben als

® n = (=), . — (D" o
exp(z) = Z g cos(z) = Z ((Qn))! ", sin(x) = Z:% (2(n+)1)'x +1

n=0 n=0

cos ist eine Potenzreihe im Sinne der Definition, wenn man a,, = (—1)"/(2n)! fir n gerade und a,, = 0
fiir n ungerade wahlt. O

Bemerkung 3.32. (Definitionsbereich von Potenzreihen)

Die Partialsummen einer Potenzreihe sind stets alle auf ganz R definiert. Ob der Grenzwert fiir ein
festes x € R existiert, testen wir mit dem Wurzelkriterium: Sei b, = a,z™. Dann konvergiert »_ b,

absolut, falls limsup {/|b,| < 1. Weiter gilt {/|b,| = ¥/|anz?| = || ¥/|an|. Setze o = limsup {/|ay,| und

D ={z eR| > anz™ konvergiert}. Es konnen drei Fille auftreten:
1. @ =0, dann ist limsup ¥/|b,| = |z]a =0 < 1 fiir alle z € R, d.h. D =R.

2. 0 < a < oo, dann gelten limsup {/[b,| = |zlo < 1 & |2| < L und [z]a > 1 & |z] > 1, also
(_iva)C:D(:[ aaél

3. a = oo, d.h. {/|ay| ist unbeschréankt. Dann ist auch |z|%/|ay| unbeschrénkt, falls @ # 0, also
limsup {/]b,| = 00 > 1, d.h. D = {0}. o

Definition 3.33.

Wir definieren R = 0 fiir « = 00, R = é fiir 0 < @ < oo und R = oo fiir @« = 0 und nennen R den
Konvergenzradius der Potenzreihe.

Bemerkung 3.34.

Es gelten stets (—R,R) € D C [-R,R] und 0 € D, d.h. D ist immer ein nichtleeres Intervall und
symmetrisch zur 0 bis auf Randpunkte. Fiir die Randpunkte ist eine Einzelfallunterscheidung erforderlich.
Dabei sind alle Fille D = {0}, D = (-R,R), D =[-R,R), D = (—R, R], D = [R, R], D = R méglich:

Beispiel 3.35.

1. " n™z™ hat den Konvergenzradius R = 0, da ¥/n™ = n — oo.
2. Z o™ ist auf ganz R definiert, da o = limsup {/1/n! = lim

—1; 1 _
(n+1) = hmrﬂ =0.

3.3 1-2" = R=Ilimsup /1 =1. Es gilt 2" = -1, falls |z| < 1 (— geometrische Reihe). Da > 1"
und > (—1)" divergieren, ist D = (—1,1). Speziell existiert zu der auf (—1,1) definierten Funktion
x ﬁ eine Darstellung als Potenzreihe.

4. Y Lgm hat R = 1, denn limsup {/1/n = lim1/3/n = 1. Weiter ist die harmonische Reihe ) %
divergent, d.h. 1 ¢ D, und 3 2(—1)" konvergent nach dem Leibnitzkriterium 2.42, d.h. —1 € D, also
D=[-1,1).

5. 3 42" hat ebenfalls R = 1; weiterhin sind }_ 2 und > ( " konvergent, also D = [—1,1]. O

Satz 3.36. (Cauchy-Produkt von Reihen)

o0 oo
> an, Y. by seien absolut konvergent und ¢, = Z Gn—1br. Dann ist Z ¢y, absolut konvergent mit
n=0 n=0 = n=0

2= (L) (S0)

n=0
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3 Stetigkeit 3.4 Potenzreihen und deren Konvergenzverhalten

Beweis.

Die Koeffizienten c,, lassen sich auch schreiben als ¢, = > {agb; | k+1 = n}, es wird dabei also {iber alle
Indexpaare (k,l) € N x N summiert, die auf der Diagonalen k + [ = n liegen. Fiir die Partialsummen C
gilt somit: Cy = > {cn | 0<n < N} = > {agb | (k,1) € D} mit Dy = {(k,]) e NxN | k+1]< N}
Ausmultiplizieren der Partialsummen Ay = > {a, | 0 < n < N} und By = > {b, | 0 < n < N}
ergibt ANBy = > {agby | (k,]) € Qn} mit Qn = {k,l € NxN |0 < k,l < N}. Analog gilt fiir
das Produkt der Partialsummen A% = > {lan| | 0 < n < N} und By = > {|bn] | 0 < n < N}, dass
ANBy = X {laxl [ou] | (k1) € @n}.

Wir setzen [z = min{n € N | n > z}, dann ist QL%J C Dy und es folgt Qn\Dny C QN\QL%J,
also gilt |AnBn — COn| < > {|ak| |bi] | (k,1) € QN\QL%J} = Ay By — A’[%JBE‘%J — Ay Bj%, da nach
Voraussetzung die Folge (A% By )nen konvergent, also eine Cauchyfolge, ist. Damit erhalten wir, dass

lim Cy = lim Ay By = lim Ay lim By. Dass die Konvergenz von Y ¢, auch tatséchlich absolut ist, folgt
aus der Abschitzung |e,| < > {|ak||bn-1] | K =0,...,n}. O

Bemerkung 3.37.
Das Produkt zweier Potenzreihen ist wieder eine Potenzreihe:
(ao + a1z + aga® + azz® +---)(bg + b1 + box® + bz +---)
= aobo + (a1b0 + aobl)lf + (a2b0 + a1b1 + aobz)Iz + (a3b0 + CLle + a1b2 + a0b3)f£3 + L

oo o0 oo n
Sei Y cpz™ = > ana™ Y bya™, dann sind die Koeffizienten ¢, gegeben durch ¢, = > ap_jbg:
n=0 k=0

n=0 n=0
Ap =ape , By = by 5 Cn = Z An—kBk = CpT — Z An E Cn = E Ch.
k=0 k=0 k=0 k=0
Der Konvergenzradius der Produktreihe ist das Minimum der Konvergenzradien der Faktoren. %
Bemerkung 3.38.
Die Konvergenz einer Potenzreihe ist geméf dem Wurzelkriterium 2.45 absolut fiir || < R. O

Satz 3.39. (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
Seien a, 8 € R beliebig. Dann gilt das Additionstheorem

exp(a + ) = exp(a) - exp(f).

Beweis.

Mit dem Binomischen Lehrsatz gilt

oo o Bn 0o 1 n n! o
expmw):Z(L):ZmZMa *6*

n=0 n=0 k=0
c© n an—k k oo o o ﬁn
L wmme - (L)L) e 8

Korollar 3.40.

1. Es gelten exp(0) = 1 und exp(—z) = m fiir alle € R.

2. Fiir alle z € R gilt exp(x) > 0. Es sind exp(z) > 1 fiir £ > 0 und exp(z) < 1 fiir z < 0.
3. Bezeichne e die Eulersche Zahl e = exp(1), dann gilt fiir alle r € Q, dass exp(q) = €.

4. exp ist streng monoton wachsend, d.h. fir alle < y gilt exp(x) < exp(y).
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3.5 Konvergenz und Stetigkeit von Funktionenfolgen 3 Stetigkeit

Beweis.

1. Offenbar ist exp(0) = > %,; = 1 und somit folgt 1 = exp(0) = exp(—x + x) = exp(—=z) exp(x) fiir alle

r € R aus der Funktionalgleichung, also exp(—z) = exp(z) .

2. Fir « > 0 ist exp(z) = Y, % > 0. Damit gilt auch fiir x < 0, dass exp(z) = @ > 0. Weiter ist
exp(x) > exp(0) = 1 fiir positives x und somit auch exp(—z) = ﬁ < 1.

3. Sei r = £ fiir p € Z und ¢ € N\{0}. Dann gilt exp(Z) = exp(%)p durch iteratives Anwenden der
Funktionalgleichung und

exp(1) = exp (Z) — exp (;)q —  exp (;) = exp(1)1,

insgesamt also exp(%) = exp(1)7.

4. Sei x <y, d.h. 0 < exp(z —y) < 1, dann exp(z) = exp(y + (x — y)) = exp(y) exp(x — y) < exp(y). O

3.5. Konvergenz und Stetigkeit von Funktionenfolgen
Bemerkung 3.41.

exp(z) = Y. %L bedeutet: exp(x) = A}im fn(x) in R fiir jedes einzelne 2 mit Polynomen
: — o0

n=0

N an 1, 14 1, 1y
fN(m):ZOH:1+x+§x +6x +ﬂx +~~+ﬁx .

Wir wollen im Folgenden exp = ]\}im fn als Grenzwert einer Folge von Funktionen einfiihren. %
—00

Definition 3.42.
Sei (fn)nen eine Folge reellwertiger Funktionen mit gemeinsamer Definitionsmenge D C R.

Die Folge konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: D — R, falls

VeeD:Ve>0:INeN:Vn>N:|fo(x) — f(z)] <e

Bemerkung 3.43.

Ist lim f,, = f punktweise und sind alle f, stetig, dann muss die Grenzfunktion f nicht stetig sein.
Betrachte dazu f,, : [0,1] — R mit  — 2™. Dann sind alle f,, stetig mit f(z) — 0 fiir alle z € [0, 1) sowie
Ff(1) =1 gilt f,, = f punktweise auf [0,1]. Aber f ist nicht stetig auf [0, 1]. O

Definition 3.44.
Sei (fn)nen eine Folge reellwertiger Funktionen mit gemeinsamer Definitionsmenge D C R.

Die Folge konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion f: D — R, falls

Ve>0:3IN eN,Vz e D:Vn> N :|fu(z) — f(z)| <e

Bemerkung 3.45.

Genau dann konvergiert eine Folge (f,,)nen gleichméfig gegen ein f, wenn sup | f,(z) — f(x)] 0. O
zeD

Satz 3.46.
Sei (fn)nen eine Folge reeller Funktionen auf D, die gleichméfig gegen f : D — R konvergiert.
Sind dann alle f,, in £ € D stetig, dann ist auch f in £ stetig.
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3 Stetigkeit 3.6 Stetigkeitsverhalten von Umkehrfunktionen

Beweis.

Sei € > 0. Da f,, — f gleichméfig, gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N und alle y € D gilt
|fn(y) — f(y)| < 5. Da f, stetig in &, gibt es weiter ein § > 0 mit |fx(z) — fn(§)| < §, falls [z —£] < 4.
Sei nun |z — £] < §. Mit der Dreiecksungleichung folgt dann:

|f(z) = )| < |f(x) — fn()| + | fn(x) — In(©)] + [ fn(§) — f(E)] < % + § n % — O

Satz 3.47.

Sei > a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann konvergiert die Partialsummenfolge
gleichméfig auf [—r, 7], falls » < R. Speziell ist der Grenzwert x — Y a,2™ stetig auf (—R, R).

Beweis.

Seien f(z) = > ana™ die Grenzfunktion auf D = [—r,r] und fy(z) = {a,z™ | 0 < n < N} die Nte
Partialsumme. Weiter sei Ry so gewahlt, dass 0 < r < Ry < R. Dann sind alle fy als Polynomfunktionen
stetig und da Y |an|z™ den gleichen Konvergenzradius hat wie Y anz™, ist > |an|Ry = ¢ < oo. Wir
erhalten die Abschétzung

- n S n - 21\" o
@) - ix@l=| 3w X laleti= 3 () R
n=N+1 n=N+1 n=N+1 0
\m|<<7" r N i ‘ ‘Rn r noN < r N Njo 0
el 2% o A ’
— \fo N+1 O\ Ro , Ro
n=
<1, da r<Rp

also auch sup{|f(z) — fx(x)| | |z| < r} =30, d.h. (f§)ven konvergiert gleichmifig gegen f; speziell
ist f nach Satz 3.46 stetig. |

3.6. Stetigkeitsverhalten von Umkehrfunktionen

Definition 3.48.

Sei f: D — R eine reelle Funktion. f heift monoton wachsend, falls fiir alle x < y gilt f(x) < f(y),
und streng monoton wachsend, falls fiir alle z < y gilt f(z) < f(y). Weiter nennen wir f monoton
fallend, falls f(x) > f(y) fiir alle x < y, und streng monoton fallend, falls f(z) > f(y) fiir alle z < y.

Bemerkung 3.49.

1. Streng monotone Funktionen sind injektiv: Sei x # y, (B x < y. Dann ist f(x) < f(y), falls f streng
monoton wichst, und f(z) > f(y), falls f streng monoton fillt. In beiden Fillen ist also f(x) # f(y).

2. Insbesondere gilt also: f: D — f(D) streng monoton = f bijektiv.

3. Mit dem Zwischenwertsatz 3.9 kann man leicht zeigen, dass auch die Umkehrung gilt, falls f stetig
und auf einem Intervall definiert ist.

4. Ist f umkehrbar und streng monoton, so ist auch f~! streng monoton: (E sei f streng monoton
wachsend, dann

y1=flx1) < flaz2) =y = [T')=f""(f(z1) =21 <aa=f"'(f(x2)) = [ (y2)

5. Stetige Funktionen bilden Intervalle auf Intervalle gleichen Typs ab: Nach dem Satz vom Maximum
3.15 gilt f([a,b]) = [A,B] mit A = min{f(x) | z € [a,b]} und B = max{f(z) | * € [a,b]}. Bei
allgemeinen Intervalle benutze den Ansatz (a,b) = [J{[an,bn] | » € N} mit a,, = a und b,, — b.

6. Ist f monoton wachsend, so gelten A = f(a) und B = f(b). Fallt f monoton, dann sind A = f(b) und
B = f(a). O
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3.6 Stetigkeitsverhalten von Umkehrfunktionen 3 Stetigkeit

Satz 3.50. (Stetigkeit von Umkehrfunktionen)

Sei f auf [a, b] definiert, stetig und streng monoton und seien A = min(f(a), f(b)), B = max(f(a), f(b)).
Dann bildet f das Intervall [a,b] bijektiv auf [4, B] ab und die Umkehrfunktion f~!: [A, B] — [a,b]
ist ebenfalls stetig mit der gleichen Monotonie wie f.

Beweis.

Es bleibt zu zeigen, dass f~! stetig ist. Seien dazu f (E streng monoton wachsend, E = [f(a), f(b)],
r € E und (yn)nen eine Folge in E, die gegen y konvergiert. Wir zeigen: lim f~1(y,) = f(y). Die
Urbildfolge (2,)nen = (f71(yn))nen hat genau einen Hiufungspunkt, sonst giibe es Teilfolgen (7, )sen
und (zm,, )een mit Tne — 21 € [a, 0], Tm, — 22 € [a,b] und 1 # x2, B x; < z2. Einerseits wiirde dann
wegen der strengen Monotonie von f gelten, dass f(z1) < f(z2), und andererseits wegen der Stetigkeit
von f, dass yn, = f(Zn,igma) = f(x1) und ym, = f(zm,) = f(z2); da yn =y, also f(z1) = f(z2), ein
Widerspruch. Sei £ = lim z,,, dann
£=lim o, = lim fT(ya) & f(§) = lim f(zn) = lim f(f7'(ya)) = lim y, =y.

n—oo n—oo

Insgesamt erhalten wir lim f~1(y,) = &€ = f~1(y), d.h. £~ ist stetig in £. O

Bemerkung 3.51.

Ist f auf dem offenen Intervall (a,b) definiert, dann ist f~! : E — (a,b) mit E = (f(a), f(b)) ebenfalls
stetig. Sei dazu y € E, dann gibt es ein € > 0 mit [y —e,y+¢] C E. Mita= f~*(y—e)und b= f~(y+e)
folgt [a,b] € D und g = fl(a4 : [a,b] — E ist stetig und streng monoton wachsend. Also ist geméf Satz
3.50 g7 = [ jy—ey+e stetig. Da y beliebig gewiihlt war, folgt: f~! ist stetig. Fiir halboffene Intervalle
argumentiert man analog. O

Beispiel 3.52.

Die Exponenzialfunktion exp : R — R ist nach Satz 3.40 streng monoton wachsend, d.h. exp : R — (0, 00)
ist nach Bemerkung 3.49 umkehrbar. Die Umkehrfunktion exp~! : (0,00) — R heift Logarithmusfunktion
und wird mit In bezeichnet. Diese ist laut Bemerkung 3.51 stetig. %

Satz 3.53. (Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion)
Seien z,y € (0,00) beliebig. Dann gilt das Additionstheorem

In(z - y) = In(z) + In(y).

Beweis.

Mit der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion 3.39 gilt

In(z - y) = In(exp(in(x))) - exp(In(y)) = In(exp(In(z) + In(y))) = In(x) + In(y). O

Bemerkung 3.54.

1. Fiir a > 0 definieren wir exp,(z) = a® = exp(zlna), die Exponentialfunktion zur Basis a. Dann ist
exp, : R — (0,00) stetig als Verkettung stetiger Funktionen und aufserdem streng monoton, besitzt
also eine stetige Umkehrfunktion log, = exp, ! : (0,00) — R.

2. Es gilt log, (z) = I"2: Sei f(x) = B2 dann gelten fiir beliebiges = > 0:

Ina Ina’

exp, (f(z)) = exp <1nx In a) — & Flexp,(z)) = In(exp, ()) _ In(exp(zIna)) .

Ina Ina

d.h. exp; ! = f.

3. Seien a > 0, x € R und (r,,)neny € Q mit 7, — 2. Dann gilt aus Stetigkeitsgriinden o = lima™. ¢
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4 Differenzierbarkeit 4.1 Die Ableitung einer Funktion

4. Differenzierbarkeit

4.1. Die Ableitung einer Funktion

Definition 4.1.

Sei f: D — R eine reelle Funktion. Dann heifft f im Punkt a € D differenzierbar, falls der Grenzwert

f/(a) — lim f(.l?) — f(a’)

T—a T —a

in R existiert. Der Grenzwert f’(a) heiflt die Ableitung von f im Punkt a. f heift differenzierbar oder
differenzierbar in D, falls f in jedem a € D differenzierbar ist.

Bemerkung 4.2.

1. Der Quotient W heifst Differenzenquotient, der Grenzwert lim %ﬁ:(a) Differenzialquotient.
T—ra

2. Der Differenzenquotient ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (z, f(z)) und (a, f(a)). Der
Differenzialquotient gibt die Steigung der Tangente im Punkt a an.

3. Die Funktionsgleichung der Tangente Tj, : R — R in a lautet T, (z) = f'(a)(x — a) + f(a). O

Satz 4.3.

Seien D C R und a € D sei nicht isoliert, d.h. es gebe eine Folge (2,,)neny € D\{a} mit limz, = a.
Eine Funktion f: D — R ist in a genau dann differenzierbar, wenn eine Konstante L € R und eine in
a stetige Funktion 7 : D — R mit r(a) = 0 existieren, so dass gilt:

f(@)=fla)+ Lz —a)+ (x — a)r(z).

affin linear Abweichung

Beweis.
1. Sei zunéchst f in a differenzierbar. Setze L = f'(a) und r(z) = fe)=fa) _ f'(a) fiir x # a sowie

r—a
r(a) = 0, dann gelten:

lim r(z) = lim M

r—a T—a T —a

—f(a)=0=r(a),  f(x) = f(a) + L(z —a) + (x — a)r(z).

2. Besitze f nun die lokale Darstellung f(x) = f(a) + L(xz — a) + (x — a)r(z), dann gilt fir = # a, dass

f(z) = f(a)

Tr—a

r—a

=L+r(z) — L+r(a)=L.

Also ist f in a differenzierbar mit f/(a) = L.

Korollar 4.4.

Ist f: D — Rin a € D differenzierbar, so ist f in a stetig. Speziell sind differenzierbare Funktionen
stetig.

Beweis.

Mit der Charakterisierung aus Satz 4.3 ldsst sich f als Komposition stetiger Funktionen schreiben:

flz) = fla) + L-(x—a) + (r—a) - 7r(x) . O
—— ~—~
stetig in a stetig in a stetig in a

stetig in a
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4.2 Ableitungsregeln 4 Differenzierbarkeit

4.2. Ableitungsregeln

Satz 4.5. (Ableitungsregeln)
Seien f,g: D — R in a € R differenzierbare, reelle Funktionen und sei A € R.

Dann sind auch f 4+ g, Af und f - ¢ in a differenzierbar und es gelten:
(f+9)(a)=f(a)+g'(a),  (Af)(a)=Af'(a),  (f-9)(a)=f"(a) g(a)+ f(a) g'(a).
Gilt zusétzlich g(x) # 0 fiir alle € D, so ist 5 in a differenzierbar mit

<f)'(a) (@) gla) ~ f(a) -g/(a)

Beweis.

Alle Aussagen folgen aus den Grenzwertsétzen:

(+9)@) = (f+o)a) _ . f@)+g() — f(@) — g(a)

(f +9)'(@) = lim

= lim 7f(‘2 - Z:(a) + lim 79(:2:2((1) = f'(a) + ¢'(a);
()\f)’(a) _ ;LIBZ ()‘f)(xj); : i/\f)(a) _ )\Ihl}}l f(x:i : £(a‘) _ )\f,(a),
@) = g LDD =G0 _y, 10):00) = 10) e
= tim (o(e) D=L () 2D 290, gy a) + f0) o' (@)
/ 1 1 g(a)—g(z)
N ) i ED 8@ _ o e@e@ g, 9@ —gl@ 1 g'(a)
(5) 0=t P = o Sy =

Die Quotientenregel folgt aus letzterer Formel mit der Produktregel:

(Ya=(rNa=ro s (Y w=10"jwoa 0

Beispiel 4.6.
1. Die konstante Funktion ¢ : R — R mit ¢g(z) = 1 besitzt in @ € R die Ableitung ¢} (a) = 0, denn

¢'(a) = lim #o(z) ~ #ola) = lim 1-1 =

T—a Tr—a T—a I — Q

0.

2. Die Identitét 1 : R — R mit ¢;(x) = z hat in a € R die Ableitung ¢/ (a) = 1:

¢ (a) = lim puLT) = P1(a) —lim =% =1
z—a r—a T—a T — a

3. Mit Induktion und der Produktregel 4.5 folgt fiir ¢, : R = R, @, (z) = 2™: ¢, (a) = na" 1, n > 1.
4. Fiir p_,, : R\{0} = R, ¢_,(z) = 27", ist nach der Quotientenregel 4.5 ¢’ (a) = —na=""1.

5. Mit den Ableitungregeln 4.5 folgt somit, dass alle Polynomfunktionen auf ganz R und alle rationalen
Funktionen auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar sind. O
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4 Differenzierbarkeit 4.3 Ableitung von Umkehrfunktionen

Satz 4.7. (Kettenregel)

Seien f: D - Rinaund g: F — R in f(a) differenzierbar. Weiter gelte f(D) C E. Dann ist auch
die Verkettung g o f in a differenzierbar mit

(gof)(a) =9g'(f(a))- f'(a).

Beweis.

Mit der Charakterisierung aus Satz 4.3 gelten
f(@) = fa) + f'(a)(z — a) + rp(z)(z — a),

(@) + g'(f(a))(f () = f(a)) + ro(f(x))(f(x) = f(a))
(f(a) +¢'(f(@)(f'(a)(z = a)) + (x = a) (¢’ (f(a))rs(x) + rg(f(2))(f () + rs(2)).

=7gof(x)

f
f

Fiir das Restglied 740 gilt im Punkt a:
roof(a) = g'(f(a)) r(a) +14(f(@))(f'(a) + rf(z) = 0.
=0 =0

Aufierdem ist 740y stetig in a, da 7405 Komposition von in a stetigen Funktionen ist. Mit Satz 4.3 folgt
die behauptete Formel (g o f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a). O

4.3. Ableitung von Umkehrfunktionen

Satz 4.8. (Ableitung von Umkehrfunktionen)

Seien D ein Intervall und f : D — R stetig und streng monoton mit Umkehrfunktion f=!: f(D) — D.
Ist f in a € D differenzierbar mit f’(a) # 0, so ist f~! in f(a) differenzierbar und es gilt:

Beweis.
Sei (yn)nen eine Folge in f(D)\{f(a)} mit y,, — f(a). Weiter sei z,, = f~1(y,). Dann ist (x,)nen eine
Folge in D\{a} mit z,, — a und

f_l(yn) _f_l(f(a)) Tn —a n—qo 1

= —

Yn — [fla) f(zn) = f(a) f'(a)
Also ist f~! differenzierbar in f(a) mit Ableitung m O

Korollar 4.9.

Seien D ein Intervall und f : D — R streng monoton und differenzierbar mit f'(x) # 0 fiir alle x € D.
Dann gilt fiir alle y € f(D):

Beispiel 4.10.
1. Sei p1 : D — R gegeben durch @1 (z) = {/z, x € D\{0}. Dann gilt ¢/, (z) = %x%_lz
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4.4 Ableitung von Potenzreihen 4 Differenzierbarkeit

2. Sei pe DR,z 2, 1€ D\{0}. Dann gilt @% (z) = 590%,1:

’ =1

(@) = (pp o 1) (@) = 9,01 ()P (z) = pas

4.4. Ableitung von Potenzreihen

Satz 4.11. (Ableitung von Potenzreihen)

o0
Sei f(z) = > anz™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
n=0

Dann ist f in (—R, R) differenzierbar, die Ableitung ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R und

f(z) = Z napz™ "t
n=1

Beweis.

Sei fn(x) die Nte Partialsumme zu f(z). Mit Satz 3.47 gilt:

N o]
fn(z) = Z anz” S0 Z anz” = f(x)
n=0 n=0

gleichméfbig auf [—r,r] C (—R, R) fiir jedes r < R. Da fy(x) Polynom, ist auferdem

N N-1
fn(x) = Znanx”_l = Z(k + Dagy12® = gy_1(2).

n=1 k=0

o0
Zum Konvergenzradius von g(z) = > (n + 1)a, ;12" Wegen {/n "= 1 gilt zunéchst fiir ¢, = {/n|a,|:
n=0
limsupc, = lim {/nlimsup {/|a,| = a < oo,
n—o00 n—00 n—o0
Def. n+1 1

da R > 0 <= a < oo; also ist (¢, )nen beschrinkt. Setze b, = {/(n+ 1)|ans1| = ¢, 11 = cng164 -
Dann gilt: HP((by,)nen) = HP((¢n)nen), denn fiir jede beschrankte Folge (dy,)pneny mit 0 < A < d,, < B

ist (In(dn))nen beschrinkt und somit gilt: {/d,, = exp(LIn(d,)) =3 exp(0) = 1. Also

lim sup b,, = sup HP((by,)nen) = sup HP((¢p)nen) = limsup e, = «,
n—o00 neN neN n— o0

d.h. g hat stets den gleichen Konvergenzradius R wie f. Also folgt: fi = gn—1 N=ge g gleichméfig auf
[—7, 7] und punktweise auf (—R, R). Auferdem ist g stetig auf (—R, R). Mit Satz 4.21 folgt: f'=g¢g. O

Korollar 4.12.

Jede Potenzreihe ist auf ihrem Definitionsbereich unendlich oft differenzierbar.

Beispiel 4.13.
1. Fiir die Ableitung der Exponentialfunktion gilt exp’(z) = exp(z):

n—1 —1

n-x = 2 SN
exp’(x) = Z = Z e Z i exp(z).
k=0

n=1 n=1

2. Die Ableitung der Logarithmusfunktion ist gemif Satz 4.8 gegeben als In'(z) = %
1 1 1
' () — —1y/ (0 — _ 2
w = e ) = e @) el @) x

3. Fiir die Funktion f : (0,00) — R mit f(z) = 2% gilt f'(z) = 2% (In(x) + 1):
f(z) = exp(In(z®)) =exp(rlnz) = f'(z) =exp(zlnz)(lnz +zln’'(z)) = 2°(In(z) +1). O
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4 Differenzierbarkeit 4.5 Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

4.5. Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Definition 4.14.

Sei f : (a,b) — R. Man sagt, f hat in = € (a,b) ein lokales Maximum, wenn ein € > 0 existiert, so dass
f(z) > f(y) fur alle y € (a,b) mit |z —y| < e. f hat in = € (a,b) ein lokales Minimum, wenn es ein
€ > 0 gibt, mit f(z) < f(y) fir alle y € (a,b) mit |z —y| <.

Bemerkung 4.15.

An lokalen Extremstellen einer Funktion f : (a,b) — R, d.h. lokalen Maxima und Minima, ist die Tangente
am Funktionsgraphen horizontal, d.h. die Steigung dort betrégt 0: %

Satz 4.16. (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)

Die Funktion f : (a,b) — R besitze in « € (a,b) ein lokales Extremum und sei in z differenzierbar.
Dann ist x ein stationdrer Punkt, d.h. es gilt f/(z) = 0.

Beweis.

Es gibt € > 0 mit (x — €,z +¢€) C (a,b) und f(z) > f(y) fir alle y € (x — €, 2 + €). Also gelten

/ BEET f(y)_f(x) / —1mf(y)_f($)
f+(x)_l}l\1‘r;7y—m <0, f*(x)_?}/miyfx >0
und da f differenzierbar: 0 < f/ (z) = f'(z) = f/.(z) <0, also f'(x) = 0. O

Bemerkung 4.17.

f'(z) = 0 ist notwendig fiir ein lokales Extremum, aber nicht hinreichend: Fiir f(z) = 23 gilt f/'(0) = 0,
aber f besitzt kein Extremum bei z = 0. O

Satz 4.18. (Satz von Rolle)
Sind f : [a,b] — R stetig, f(a) = f(b) und f in (a,d) differenzierbar, so gibt es £ € (a,b) mit f/(£) = 0.

Beweis.

Ist f konstant, so gilt sogar f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b). Sei f also nicht konstant, dann gibt es zg € (a, b)
mit f(zo) # f(a). Ist f(xg) > f(a), dann nimmt f wegen der Stetigkeit ihr Maximum an. Das Maximum
wird nicht in {a, b} angenommen, da f(a) = f(b) < f(zo). Also muss das Maximum in (a, b) angenommen
werden, etwa bei £. Mit Satz 4.16 folgt: f/(£) = 0. Falls f(xg) < f(a), so argumentiert man analog iiber’s
Minimum. ]

Satz 4.19. (Mittelwertsatz)
Seien f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gibt es £ € (a, b) mit

Beweis.

Wende den Satz von Rolle 4.18 an auf die Hilfsfunktion

b—a (Ifb%

dann g(a) = g(b), also existiert £ € (a,b) mit 0= ¢'(£) = f'(§) — w bzw. f/(§) = W. O
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4.5 Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung 4 Differenzierbarkeit

Korollar 4.20. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Sind f, g : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar, so gibt es ein £ € (a, b) mit

Beweis.

Wende den Mittelwertsatz 4.19 an auf die Hilfsfunktion

Satz 4.21. (Vertauschung von Limes und Differentiation)

Seien D C R ein offenes Intervall und (f,,)nen eine Folge differenzierbarer Funktionen f,, : D — R,
die punktweise gegen f : D — R konvergiert. Konvergiert f! gleichmdfig auf D gegen eine stetige
Funktion g, so ist f auf D differenzierbar mit f' = g.

Beweis.

Sei a € D beliebig. Wir setzen r(z) = W —g(a) fir  # a und r(a) = 0, dann gilt

f(@) = fa) + g(z)(x — a) + r(x)(z - a).

Wir miissen nur zeigen, dass r stetig in a ist, dann folgt mit dem Charakterisierungssatz fiir Ableitungen
4.3 die Behauptung.

Sei also € > 0 beliebig. Wir weisen die Existenz eines § > 0 nach mit |r(z)| < € fiir alle z € D mit
|z —al| < 0.

1. Da g stetig in a, existiert § > 0 mit |g(y) — g(a)| < § fiir alle y € D mit |y — a| < 6.
2. Da (f; )nen gleichmékig konvergiert, gibt es Ny € N mit [f] (y) —g(y)| < § fiir allen > Ny und y € D.

3. Zu x € D fest mit |z —a| < 6 und = # a gibt es ein Ny € N mit |f,(x) — f(2)] < {|r — af fiir alle
n > Na, da (f,)nen punktweise konvergiert.

4. Genauso existiert ein N3 € N mit |f,(a) — f(a)| < {|z — a] fiir alle n > N3.

Mit der Dreiecksungleichung gilt nun

o) ‘f(w) - f(@) fal#) = fala)

r—a

fn(a) - f((l)

Tr—a

+

r—a r—a

- o] <| L=

—g(a)‘ +

und der Mittelwertsatz 4.19 liefert &, € (a,b) mit |, —a| < | —a| < ¢ und % = f'(&,). Also

(o)) < [ O ZIE | OZLD g g6+ oten) — ata)| <
fiir alle n > max{Ny, N2, N3}. O

Korollar 4.22.
Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar in (a,b) mit f'(x) = 0 fiir alle . Dann ist f konstant.

Beweis.
Angenommen, es gibt x1,z9 € [a,b] und f(x1) # f(x2). Dann muss es nach dem Mittelwertsatz 4.19 ein

¢ € (a,b) geben mit 0 # f@)=fza) 1'(&), ein Widerspruch. O

T1—T2
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4 Differenzierbarkeit 4.5 Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Korollar 4.23. (Lineare skalare Anfangswertprobleme)

Seien uo,A € R und 7" > 0. Dann gibt es genau eine auf [0,7] stetige, in (0,7) differenzierbare
Abbildung u mit @(t) = Au(t) fir alle ¢ € (0,7") und u(0) = ..

Beweis.
1. Existenz: Setze u(t) = uo exp(At), dann ist 4(t) = uoAexp(At) = Au(t).
2. Eindeutigkeit: Sei v eine weitere Losung, dann gelten fiir die Funktion
w(t) = (u(t) = v(t)) exp(=At) = uo — exp(=At)v(t),
dass w(0) = uo, — exp(0)v(0) = 0 und
w(t) = — (=) exp(=Mt)v(t) — exp(=At)v' () = Nexp(=At)v(t) — exp(=At)Av(t) = 0.

Mit Korollar 4.22 folgt: w ist konstant auf [0,7] und wegen w(0) = 0 ist somit w(¢) = 0 fiir alle
t € 10,77, also u(t) = v(t) fir alle t € [0,T]. Also gibt es keine weiteren Losungen. O

Satz 4.24. (Monotoniekriterium)
Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gelten:

1. f ist monoton wachsend in [a,b], falls f/'(z) > 0 fir alle € (a,b), und streng monoton wachsend
in [a,b], falls f/(z) > 0 fir alle z € (a, b).

2. f ist monoton fallend in [a, b], falls f'(x) < 0 fiir alle € (a,b), und streng monoton fallend in [a, b],
falls f'(x) < 0 fiir alle x € (a, b).

Beweis.

(E gelte f'(z) > 0 auf (a,b). Seien 1, x2 € [a,b] mit 1 < x2. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz 4.19

f(x1) = f(22)

€Tl — T2

Wegen x1 — xo < 0 folgt f(z1) — f(z2) <0, d.h. f(x1) < f(x2). O

= f'(¢€) >0 fiir ein € € (a,b).

Satz 4.25. (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Sei f : (a,b) — R zweimal differenzierbar mit f/'(z) = 0 fiir ein = € (a,b). Dann besitzt f in z ein
lokales Maximum, falls f”(z) < 0, und ein lokales Minimum, falls f”(z) > 0.

Beweis.

@E sei f(x) > 0. Es gilt f"’(z) = 5lim W > 0, d.h. es gibt ein € > 0 mit (z — e, 2+ €) C (a,b) und
—z

JW >0 firalle € (z—ex+¢€)\{z}.

Da f'(z) = 0, folgt f'(¢) < 0 fiir £ € (x—e,x) und f'(§) > 0 fiir £ € (z, z+e€). Mit dem Monotoniekriterium
4.24 ist f somit streng monoton fallend in [z — ¢, 2] und streng monoton wachsend in [x,z + €], d.h.
f(z) < f(y) fir alle y € [x — €, + €¢]\{x}. Folglich hat f ein lokales Minimum in z. O

Bemerkung 4.26.

f'(z) =0 & f”(z) # 0 ist eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir das Vorliegen lokaler
Extremstellen. Beispielsweise besitzt die Funktion f(x) = 2% in 2 = 0 ein lokales Minimum, aber es gilt

f'(x) = 0. O
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Definition 4.27.

Sei D C R ein Intervall. Eine Funktion f : D — R heifit konvex, wenn fiir alle z,y € D und alle
A€ (0,1) gilt fFAz+ (1 —=Ny) < Af(x)+ (1= X)f(y). f heilt konkav, wenn — f konvex ist.

Bemerkung 4.28.

Konvexitdt bedeutet also, dass der Graph von f|(, ) stets unterhalb der Sekante durch die Punkte
(z, f(z)) € R? und (y, f(y)) € R? liegt. O

Satz 4.29. (Charakterisierung der Konvexitét)

Seien D C R ein offenes Intervall und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

[ ist konvex = Vz e D: f'(x) > 0.

Beweis.

1. Gelte f”(x) > 0 fiir alle # € D. Dann ist f' : D — R geméf dem Monotoniekriterium 4.24 monoton
wachsend. Seien nun z,y € D, (E z < y, und X € (0,1), dann gilt fiir z = Ax+ (1 -y, dass z < z < y.
Nach dem Mittelwertsatz 4.19 gibt es dann £ € (z, 2) und ¢ € (2, y) mit

fz) = flz)  _ f(2) = f(=) fly) = f(z) _ fly) = f(2)

A—Ny-2)  z-z = <= =z Ay—z)

also f(z) < Af(z) + (1 — A\) f(y). Folglich ist f konvex.
2. Sei umgekehrt f konvex. Gébe es dann ein £ € D mit f”(£) < 0, dann ist die Funktion ¢ : D — R
mit p(z) = f(x) — f(€)(z — &) zweimal differenzierbar mit ¢'(§) = 0 und ¢”(§) < 0. Nach dem

hinreichenden Optimalitédtskriterium 4.25 gibt es dann ein € > 0, so dass flir t = —eund y =€ + ¢
gilt (z,y) C D und ¢(z) < ¢(&) sowie p(y) > (&), d.h.

7€) = 9(6) > 5(ele) + (w)) = 5

s+ (1-5) ).

Dies ist ein Widerspruch zur Konvexitit von f. Also gilt f”(z) > 0 fiir alle x € D. O

Lemma 4.30. (Youngsche Ungleichung)

Seien p, g € (1,00) mit % + % = 1. Dann gilt x%y% <ZzZ4 % fir alle z,y > 0.

z
p

Beweis.

(E gelte z,y > 0. Fiir In : (0,00) — R gilt In"(z) = —272 < 0, d.h. die Logarithmusfunktion ist konkav
nach Satz 4.29 und wir erhalten ln(%x + %y) > %lnx + %lny bzw.

1 1 1 1 1 1 11
T ¥ exp (ln (z + y)> > exp < lnz 4+ - lny) = (exp(lnz))? (exp(lny))s = xrya.
p g p q p q

Die Ungleichung bleibt nach Anwendung der Exponentialfunktion erhalten, da aus exp’(z) = exp(z) > 0
fiir alle x € R nach dem Monotoniekriterium 4.24 folgt, dass exp monoton wachsend ist. O

Satz 4.31. (Holder-Ungleichung)
Seien p, g € (1,00) mit %} + % = 1. Dann gilt fiir alle z,y € R™:

TN
>bonl < (S lal) (i)
=1 =1 1

1=
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Beweis.

Gelte (E z,y # 0. Wir definieren die Komponenten

; Ci:7n| | == E&ngizl
Syl =
=1

|$z|p

&=
g |z [P

Anwendung der Youngschen Ungleichung 4.30 liefert

n

n I zn:%% i<&+g):1+1:1
(gw) (Shwl)’ =50 = el

(

Q=
O

=

-

und nach Multiplikation mit ( > |xj|p) |yj|q) ergibt sich die Behauptung.
j=1

j=1

Satz 4.32. (Minkowski-Ungleichung)
Sei p € [1,00). Dann gilt fiir alle z,y € R™:

n 1 n
<Z$i+yz‘p) < (Z|$i|p>
1=1 =1

n 1
+(Swr)
=1

Beweis.
Der Fall p =1 ergibt sich aus der Dreieicksungleichung fiir Betrége.

Sei also jetzt p > 1 und dazu ¢ = -25, d.h. % + % = 1. Wir definieren z; = |@; + y;|P~! fiir i = 1,...,n,

dann gilt mit der Holder-Ungleichung 4.31:

Z\Iﬁyz Z|xl+yz||zl\ <Z|xﬂl‘+z‘yﬂl|
< ((;Ixip>fl’ N (;k‘/ﬂp);) (;mq)é
() (E) ) Een)”

1-p

Multiplikation mit ( > o + yz-\p) v ergibt sich die Behauptung. O

i=1

Korollar 4.33.
Auf dem Raum R™ definiert die Abbildung | - ||, : R™ — R, gegeben durch

n 1
lell, = (Zw) . (@eRrY)
=1

eine Norm, d.h. fiir alle z,y € R™ und alle A € R gelten:

|zl =0=2 =0, (Definitheit)
[Az]lp = [Al 2], (Skalierbarkeit)
lz +yllp <zl + lyllp-- (Dreiecksungleichung)
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4.6. Das Newton-Verfahren

Satz 4.34. (Newton-Verfahren)

1. Sei f : [a,b] = R eine zweimal differenzierbare, konvexe Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann
existiert genau ein £ € (a,b) mit f(§) = 0.

2. Erfiillt zg € [a,b] die Bedingung f(xg) > 0, dann ist die Newton-Iteration

Tn+1 = Tn — f’(x )
n

wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen &.

3. Gelten weiterhin f/(¢) > C > 0 und f"(z) < K fiir alle z € (,b), dann sind fiir jedes n > 1 die
folgenden Fehlerabschitzungen erfiillt:

K
|xn+1 _$n| S |§ _$n| S %mjn _l‘nfl‘2

Beweis.
1. Nach dem Zwischenwertsatz 3.9 besitzt f mindestens eine Nullstelle.

Wegen der Konvexitat ist f/(z) > 0, d.h. f’ ist auf [a,b] monoton wachsend. Weiter existiert nach
dem Satz vom Maximum 3.15 ein ¢ € [a,b] mit f({) = min f, speziell f({) < 0. Nach der notwendigen
Optimalitétsbedingung 4.16 ist f'(¢) = 0, falls ¢ # a, d.h. f/(x) < 0 fiir alle x < {. Also ist f auf [a, (]
monoton fallend und kann dort keine Nullstelle haben; alle Nullstellen von f liegen damit in (¢, b).
Nehmen wir nun an, es gibt dort zwei Nullstellen &; < &;. Nach dem Mittelwertsatz 4.19 existiert dann
ein z € (¢,&) mit f/'(z) = f(éél):g(é) = 7£f1(£)< < 0, wegen der Monotonie von f’ gilt also f'(x) > 0
fir alle > & . Damit ist f auf [£1, b] streng monoton wachsend und besitzt dort insbesondere keine
Nullstelle, Widerspruch zu f(&) = 0.

2. Sei zg € [a,b] mit f(xg) > 0, speziell zy > . Wir zeigen induktiv, dass f(z,) > 0und £ <z, < 2,1
erfiillt sind; speziell ist die Newton-Iteration dann wohldefiniert, da wie eben gesehen f/(z) > 0 fiir alle
x > &. Gelte die Induktionsbehauptung also fiir ein n > 1. Aus z,, > ¢ folgt dann f'(x,) > f/(£) > 0,

also % > 0 und daher x,, 41 < ,,. Definieren ¢ : [a,b] — R via o(z) = f(x)— f(zn)—f'(zn)(x—2y).
Wegen der Monotonie von f/ gilt ¢'(z) = f'(z) — f'(x,) <0 fiir alle < x,, und da ¢(z,) = 0, folgt
p(z) > 0 fir alle < z,, also insbesondere 0 < (z,41) = f(@nt1) = f(@nt1). Schlieflich folgt mit

dem Zwischenwertsatz daraus, dass £ < z,41 gelten muss.

Die Folge (xy,)nen ist somit monoton fallend und durch £ von unten beschrinkt, konveriert nach Satz
2.6 also gegen ein z* € [a,b]. Wir erhalten f(z*) = lim,, o0 f(zn) = f(z*) — %, d.h. f(z*) = 0.
Aus der Eindeutigkeit der Nullstelle folgt dann £ = z*.

3. Wir haben eben gezeigt, dass |£ — @] =y, — & > Ty, — Tpt1 = |Tnt1 — X | erfiillt ist.

Da f’ monoton wichst und f/'(§) > C gilt, folgt f/(x) > C fiir alle x > &, d.h. f(z) > Clz — &)
fir # > ¢ und speziell [ — x| < & f(%n). Zur Abschiitzung von f(z,,) definiere die Hilfsfunktion
V() = f(z) = f(zn1) = f(@n-1)(x — 2n—1) — 5 (z — 2,_1)% Die Ableitungen von ¢ erfiillen dann
V'(x) = fl(z) — f'(xn-1) — K(x — zp—1) sowie ¥ (x) = f"(x) — K; speziell ist " (z) < 0 fir alle
z € (&), d.h. ¢ ist monoton fallend in [£,b]. Wegen ¢'(z,—1) = 0 folgt daraus ¢'(x) > 0 fiir
x € [§,xn_1] und wegen YP(r,_1) = 0 weiter ¢(x) < 0 fir z € [, xy—1], speziell ¥(z,) < 0, d.h.
flzn) < (2 — 24-1)? und damit | — z,| < %(mn —Tp 1) O

Bemerkung 4.35.
1. Das gleiche Resultat erhélt man fiir konkave Funktionen bzw. fiir den Fall f(a) > 0 und f(b) < 0.

2. Laut Fehlerabschétzung quadratische Konvergenzordnung des Newton-Verfahrens vor.

3. Die Funktion f : [0,2] — R mit f(x) = 2% — 2 ist konvex, da f”(z) = 2 fiir alle € [0, 2], und es gelten
£(0) < 0 sowie f(2) > 0. Die Newton-Iteration konvergiert somit quadratisch gegen v/2. O
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4 Differenzierbarkeit 4.7 Der Banachsche Fixpunktsatz

4.7. Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 4.36. (Banachscher Fixpunktsatz)

1. Sei f : [a,b] — R eine stetige Selbstabbildung, d.h. es gelte f([a,b]) C [a,b]. Dann besitzt f einen
Fixpunkt, d.h. es existiert ein £ € [a, b] mit f(§) = &.

2. Ist f differenzierbar und existiert ein ¢ € (0, 1) mit | f'(x)| < ¢ fiir alle z € [a, b], dann ist £ eindeutig.
3. Fir zg € [a,b] beliebig setzen wir z,+1 = f(z,), n > 1. Dann konvergiert (z,),cn gegen &.

4. Es gilt die Fehlerabschitzung [§ — 2| < 11|20 — @p_1] < 1‘1—;|m1 — Zo.

Beweis.
1. Die Existenz eines Fixpunktes von f wurde bereits in Aufgabe 30 nachgewiesen.

2. Seien z,y € [a,b] beliebig. Nach dem Mittelwertsatz 4.19 existiert dann ein £ € (x,y), so dass gilt
If(z) = fW)] <1 (€)]]z —y| < ¢z — y|. Nehmen wir nun an, ¢ € [a,b] wire ein weiterer Fixpunkt,
dann ist |€ = ¢| = |f (&) — f(Q)] < q|¢ — (|, d.h. £ = ¢, ein Widerspruch.

3. Es gilt |21 — zn| = |f(xn) = f(@n-1)] < ¢lxn — Tpn-1] < -+ < ¢"|z1 — 20| fiir alle n € N.

n
Betrachte die Teleskopsumme x,,41 = 2o + Y. (xg+1 — Tk ), dann gilt
k=0

oo oo
. 219 — x|
Jim z, =z + kE:O(:ckH xg) < xo + |x1 — 20 kgzoq o + = — . 00

Nach dem Majorantenkriterium 2.37 existiert also der Grenzwert ¢ = limz, in [a,b]. Weiterhin ist
¢ =limz, =lim f(x,—1) = f(limz,_1) = f(§), d.h. £ ist der eindeutig bestimmte Fixpunkt von f.

4. Zur Fehlerabschatzung: Fiir alle n > 1 gilt

n

€ — zn| =

|$1—$0|. |
—q

0o 0o
q q
];mn-‘rk — Tp+k—1 S ];qk|$n — 1'n_1| = 1— p ‘J?n — .I‘n_1| S 1

Beispiel 4.37.

Uns stehen somit drei verschiedene Verfahren zur Verfiigung, irrationale Zahlen wie ¢ = /2 mit beliebig
hoher Genauigkeit anzugeben: Die Intervallschachtelung aus Beispiel 2.1, die Newton-Iteration 4.34 und
das Fixpunktverfahren 4.36.

1. Bei der Intervallschachtelung wahlen wir die beiden Startschranken ag = 1 und a; = 2. Das Verfahren
konvergiert sehr langsam; die Fehlerabschdtzung ist erwartungsgeméf strikt, d.h. die Residuen [ — |
konvergieren mit Ordnung 27" gegen Null.

2. Bei der Fixpunktiteration betrachten wir die Selbstabbildung f : [1,2] — [1,2] mit f(z) = —%2?+z+1
(die kanonische Abbildung z + 2% — 2 + 2 bildet nicht in das Intervall [1,2] ab). Die optimale Kon-
traktionskonstante ¢ ist % = inf | f’(z)|. Hier beobachten wir ein schnelleres Abklingen der Residuen,

als die Ordnung der Fehlerschranke L 9=n g suggeriert.

3. Beim Newton-Verfahren wihlen wir f(z) = 22—2 und die Konstanten K = C' = 2. Die Fehlerschranken

sind dann strikt und die quadratische Konvergenzordnung des Verfahrens fiihrt zu einem sehr schnellen
Abklingen der Residuen.

Intervallschachtelung Fixpunkt-Iteration Newton-Iteration
# Fehler Schranke Fehler Schranke Fehler Schranke
1 | 1.6421e-01 | 2.5000e-01 | 2.3286e-02 | 3.1250e-02 | 2.4531e-03 | 3.4722e-03
2 | 3.9214e-02 | 1.2500e-01 | 6.6849e-03 | 1.5625e-02 | 2.1239e-06 | 3.0037e-06
3 | 2.3286e-02 | 6.2500e-02 | 1.9468e-03 | 7.8125e-03 | 1.5947e-12 | 2.2555e-12
4 | 7.9636e-03 | 3.1250e-02 | 5.6925e-04 | 3.9062e-03 | 1.0000e-16 | 2.2204e-15
20 | 1.4341e-07 | 2.3842e-07 | 4.8872¢-13 | 2.9802e-08 | 1.0000e-16 | 1.0000e-16
40 | 1.1324e-14 | 2.2737e-13 | 1.0000e-16 | 2.8422e-14 | 1.0000e-16 | 1.0000e-16
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4.8 Der Satz von Taylor 4 Differenzierbarkeit

4.8. Der Satz von Taylor

Bemerkung 4.38.

Fiir ein Polynom P(x) = ag + a1 + - - - + apz™ bezeichne P*)(z) die k-te Ableitung von P, wobei wir
PO)(z) = P(z) setzen. Dann gilt:

= a9 + @z + ax® + aza® n

)( ) + + anT
PO(z) = a; + 2axr + 3agz? + + napx" !
PO (z) = 2a0 + 6azxr + + n-(n—1a,z" 2
PO (z) = 6as + + n-(n—1)(n—2)a,z"3
PM(z) = n-(n—1)---2-1ay,
Also l&sst sich P schreiben als
PO) o, PO) o P'0) 5 P"(0) 5 P(”) ~ P
P(z) = —pa® + —gat + e b e et Z 0

Lemma 4.39.

Seien @ < 0 < b und F : (a,b) — R (n + 1)-mal differenzierbar (n € Np) mit F*)(0) = 0 fiir alle
k=1,...,n. Dann gibt es zu jedem x € (a,b)\{0} ein & zwischen 0 und = mit

F(n+1) (6) e

F@) =9

Beweis.

Setze G(t) = F(t) — 57 F(z), dann gilt nach dem Mittelwertsatz 4.19:

gégg ; 8 } MWS  os gibt ein & zwischen 0 und z mit G'(&;) = 0;
g/(g)) i 8 } MRS s gibt ein & zwischen 0 und & mit G” (&) =
(Induktion)
g((yl?((g(i)) z 8 } MWS  os gibt ein & zwischen 0 und &, mit G (€) = 0.
Wegen GU+1)(t) = FUm+1(t) - (;LJLTRIF(Z’) folgt mit ¢ = £ die Behauptung. O

Satz 4.40. (Satz von Taylor)

Seien f : (a,b) — R (n + 1)-mal differenzierbar fiir n € Ny und g € (a,b). Dann existiert zu jedem
x € (a,b) ein & zwischen z und z, so dass gilt:

_ i f(k)(l'O) (m _ xo)k + f(n+1)(§)
|

m(w —20)" ™! = Po(2) + Ryy1(x,6).

P, heifst das n-te Taylor-Polynom von f zum Entwicklungspunkt xg und R,,+1 das Lagrange-Restglied.

Beweis.

Definiere g : (a — x0,b — z9) — R durch g(y) = f(y + zo), dann erfiillt F : (a — z9,b — x9) — R mit
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4 Differenzierbarkeit 4.8 Der Satz von Taylor

die Voraussetzungen von Lemma 4.39, d.h. zu jedem y # 0 existiert ein ¢ zwischen 0 und y mit

— ¥ (z0) =~ g"(0) Fi ()
f(y+xo)—kZ:O o yk:g(y)—;gmyk=F(y)=My i
_ ") e _ PO+ 20) i
R N CE )] '

Sei nun z = y + z¢ € (a,b), dann liegt £ = { + x¢ zwischen zy und x und es gilt

() (g (n+1)
R D e )

Beispiel 4.41.
Seien f: (0,00) = R, f(x) =1In(x) und zy = 1. Dann gelten

(k —1)!

ok (k > 1)7 f(k)(xO) = (71)k71(k - 1)' (k > 1)7 f(O)(xO) =0.

fP(x) = (1)

Also ist das n-te Taylor-Polynom von f zu xg gegeben als

nye=1(p. _ no_qyk—1
Py (2) :ZW@_U% — %(x—l)k.
k=1 ’ k=1

Sei nun > 0 mit passender Zwischenstelle ¢ zwischen x und z(, dann gilt fiir das Restglied:

(n+1)
R, = [ o = 1y =
1 1

~ n+1min{l, z}r+! |

(=)"n! 1
(n+ 1) gntt

-1t =8 0 fiirz € (0,2],

(2= 1)

denn |z — 1|"*1 < 1, falls |z — 1| < 1, d.h. falls = € (0,2].

Aufierdem konvergiert die Folge (P, (x))nen fir « € (0,2] nach dem Leibnitzschen Konvergenzkriterium
2.42 fiir jedes z € (0,2]. O

Korollar 4.42.
Fiir z € (0, 2] besitzt der natiirliche Logarithmus die Reihendarstellung

©  1\k—1 X (1)
In(z) = Z (%(x — 1)k, speziell Z ( kl) = —1In(2).
k=1 k=1

Bemerkung 4.43.
1. Der Konvergenzradius ist nicht unbedingt gréfser als 0.
2. Falls die Taylor-Reihe konvergiert, konvergiert sie nicht unbedingt gegen f.

3. Die Taylor-Reihe konvergiert genau dann gegen f, wenn das Restglied in z fiir n — oo verschwindet.{

Definition 4.44.
Sei f beliebig oft differenzierbar in xy € R. Dann heifst

> 4(n) (g
Poo(x)zzif ()(x—a)"

n!
n=0

die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt xg.
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4.9. Die Regeln von I"Hopital

Satz 4.45. (I'Hopital)

Seien f, g : (a,b) — R differenzierbare Funktionen mit a,b € RU {£oo} und s € {a,b}. Weiter seien
g(x) und ¢'(z) fiir alle z € (a,b) von 0 verschieden. Dann gelten:

1. Existieren die Grenzwerte lim f(x) und lim g(x) und besitzen den Wert 0, dann gilt:
xr—rSs Tr—rS

/
L = lim f/(x) existiert in R U {00} = lim —~% = L.
z—s g (x)

2. Existieren die Grenzwerte lim f(x) und lim g(z) und besitzen den Wert +oo, dann gilt:

T—s T8
!
L=tim L9 eistiert nRU {00}  — 1w L%
T8 g (CL‘) z—>s g(gp)

Beweis.

1. (E gelte s = b. Ist b € R, dann existiert nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 4.20 zu jedem
x € (a,b) ein € € (x,s) mit

=
8]
~—
=
8]
~—
|
~
—
)
S~—"
2
~
S~—
8
1
w
~

Ist b = 400, dann folgt aus dem eben Gezeigten:

im 7@ _ o 16 G
a=s g(x) 20 g(%) g/(%)(_ﬁ) z—s g'(z)

2. (E gelte wieder s = b. Da ¢'(z) # 0 fiir alle z € (a,b), ist g nach dem Satz von Rolle 4.18 streng
monoton, (E streng monoton wachsend, und nach Bemerkung 3.49 speziell injektiv. Damit existiert
die Umkehrabbildung 1 = g1 : g(a,b) — (a,b). Fiir die Verkettung ¢ = f o4 : g(a,b) — R gilt dann

f'((y) f'()

li '(y)= 1 ! "(y)= lim ——== =i =L
Sm o) = T @)y ) = Tim Zeresy = im e
Mit Lemma 4.46 folgt lirf % = L. Fiir jede Folge (z,)n € N C (a,b) mit lim z, = s ist also
y——400 n— o0
tim L&) _ gy L@) g SOE) g FO) g D
a=s g(x) n—ooo g(a,) nooo g(a,) y—+oo gy
Lemma 4.46.
Seien f : (a,00) — R differenzierbar und ¢ € R. Gilt dann lir+n f'(x) = ¢, so auch lir}rl f(;) =c.
r——+00 T—>+00

Beweis.

(E gelte ¢ = 0, andernfalls betrachte die Hilfsfunktion g(x) = f(z) — cx. Wegen lim f/(z) = 0 gibt es zu
jedem vorgegebenen € > 0 ein x¢ > max{a,0} mit |f'(x)| < § fiir 2 > 2. Nach dem Mittelwertsatz 4.19
existiert ein { € {xg,x}, so dass gilt: f'({)(x — x0) = |f(x) — f(zo)| < §(x — x0) fiir alle x > x¢ und
damit auch |f(x)_mf($°)‘ < £2=20 < £ Fiir alle 2 > max{xzo, 2L} gilt somit:

@) _ [f@) = f@o)] | /(o)

€
r T r 2

=€ O

+

Beispiel 4.47.

—1

Es gelten lim sin@) _ iy Cosl(x) =1 und lim hln(h) = lim 12(,@ = lim fh > = lim —h = 0. O
z—0 7 z—0 h—0 h—0 h—0 h—0
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5 Integrierbarkeit 5.1 Darboux-Summe und Riemann-Integral

5. Integrierbarkeit

5.1. Darboux-Summe und Riemann-Integral

Bemerkung 5.1.

Wir suchen eine Methode, die Fléche F' zwischen einer Funktion f : [a,b] — R und der z-Achse zu bestim-
men. Sei etwa f : [0 1] — R gegeben durch f(r) = x%. Wir definieren die Zerlegung der Basisintervalls
[0,1] = [0, 2]U[2, 2]U- - -U[2L, 1] und die Mittelpunkte der Teilintervalle m; = 2.1 € [L 1] Dann ist
F approximativ bestimmt durch die Summe der n Rechtecke mit identischer Breite % und individueller

Hohe f(m;). Es gilt also mit den Potenzsummenformeln

1 & 1w (20 +1)2 4+4+1
P S sm = 3 S = S (5 3)

1 2n3 4+ 6n2 +n +n +n+n _4n +18n2 + 11n n—go
N 6 2 4) 12n3

W =

n3
Es ergeben sich folgende zentrale Fragen:
1. Ist der Grenzwert lim 1 (f(my) + -+ + f(m,)) ein verniinftiges Flichenmak?
2. Welche Eigenschaften muss eine Funktion f haben, damit dieser Grenzwert iiberhaupt existiert?

3. Ist F' unabhéngig von der Wahl der Zerlegung des Intervalls und der Wahl der Punkte m;? O

Definition 5.2.
Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.

1. Eine Zerlegung Z von [a,b] ist eine endliche Teilmenge von [a,b] mit a,b € Z. Z([a, b]) bezeichnet
die Menge aller Zerlegungen von |[a, b].

2. Y € Z(Ja, b)) heifst feiner als Z € Z([a,b]), falls Y C Z. Dann heifst Z grober als YV

3. N: Z([a,b]) — N ordnet jeder Zerlegung die um 1 reduzierte Zahl der enthaltenen Punkte zu. Seien
to < --- <tn(z) die Elemente von Z € Z. Dann ist I(Z) = [tx—1, 1] das k-te Teilintervall bzgl. Z.

4. Die Breite von I (Z) betrdgt Ap(Z) =ty — tp—1, k=1,..., N(2).
5. Wir setzen m(f,S) = Helfsf(l‘) und M(f,S) = sup f(x) fir S C [a, b] sowie

x€S
N(Z) N(Z)
Ff,2)= > m(f,I.(2)Ac(2),  F*(f.2)="Y M(f,1,(2)Ax(2).
k=1 k=1

F.(f, Z) wird untere Darboux-Summe und F*(f, Z) obere Darboux-Summe von f bzgl. Z genannt.

6. Das untere Darboux-Integral F,(f) und das obere Darboux-Integral F*(f) von f iiber [a,b] sind

F(f) =suwp{Fu(f, 2) | Z € Z([a,0))},  F*(f) = mi{F*(f, 2) | Z € Z([a,b])}-

7. f heift Riemann-integrierbar auf [a,b], falls Fi.(f) = F*(f) gilt. Den gemeinsamen Wert nennen
wir dann das Riemann-Integral von f; dieses bezeichnen wir mir

f)—/baf(:v)dx

Beispiel 5.3.

Nicht jede Funktion ist Riemann-integrierbar: Sei f(z) = xg : [0,1] — R die charakteristische Funktion
von Q auf [0,1], d.h. f(z) =1 fiir € Q und f(z) = 0 sonst. Dann gelten fiir jede Zerlegung Z € Z([a, b)),
dass m(f, Ix(Z)) = 0 und M(f,Ix(Z)) = 1, d.h. F.(f) =0 < 1 = F*(f). Also existiert das Riemann-
Integral von f tiber [0, 1] nicht. O
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5.1 Darboux-Summe und Riemann-Integral 5 Integrierbarkeit

Lemma 5.4.

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gelten:

1. Sind Y, Z € Z([a,b]) mit Z C Y, dann ist F,(f, Z) < Fu(f,Y) < F*(f,Y) < F*(f, 2).
2. Sind Y, Z € Z([a,b]) zwei Zerlegungen, dann ist F.(f,Y) < F*(f, Z).

3. Fiir die Darboux-Integrale ist stets Fi.(f) < F™*(f) erfiillt.

Beweis.

1. Seien Z = {tg,...,tn} mit tog < -+ < ty und tg,—1 < t < tg,, ¥ = Z U {t} eine Verfeinerung von Z
um einen Punkt. Dann gilt Ay, (V) + Ak, +1(Y) = Ak, (2), also

N(2) N(Y)
k=1

m( Iko( ))Ako( ) (f7 T, (Y))Ak?o (Y) - m(f7 Tig1 (Y))Ako+1(y)
= (m(f, Iry(2)) = m(f, I, (Y))) Ag, (Y)
+ ( (fa Iko( )) - (f71k0+1(Y)))Ak0+1(Y);

da I, (Y) C I, (Z) und Ij,41(Y) C I, (Z), sind beide Summanden negativ, d.h. F.(f, Z) < F.(f,Y).

Die Untersumme wéchst also oder bleibt gleich bei Verfeinerung um einen Punkt. Per Induktion zeigt
man: Die Untersumme fllt nie bei jeder beliebigen Verfeinerung. Analog wéchst die Obersumme nie bei
jeder beliebigen Verfeinerung, d.h. F*(f,Y) < F*(f,Z). Wegen m(f,S) < M(f,S) fiir alle S C [a, ]
folgt schlieklich, dass Fi.(f,Y) < F*(f,Y).

2. Sei X =Y U Z. Dann ist X eine Verfeinerung von Y und von Z. Mit (1) folgt:
3. Sei Z € Z([a,b]). Nach (2) ist dann F,(f,Y) < F*(f, Z) fir alle Y € Z([a,b]), also

F.(f) =sup F.(f,Y) < inf F*(f, Z) = F*(f). 0

Satz 5.5. (Charakterisierung der Integrierbarkeit)
Sei f : [a,b] — R beschrankt. Dann gilt:

f ist integrierbar <= Ve > 0:3Z € Z([a,b]) : F*(f) — F.(f) <e.

Beweis.

1. Sei f integrierbar, d.h. F*(f) = F.(f). Dann liefert Satz 1.38 zu € > 0:
37, € 2([a,b)) : Fu(f, Z1) > Fu(f) — % und 37, € Z([a,b]) : F*(f, Zs) < F*(f) + %
Mit Z = Z, U Z, folgt dann:

F*(f,Z) — Fu(f, Z) < F*(f, Zs) — Fu(f, Z1) < F*(f) + g —F.(f) + g —e

2. Sei umgekehrt € > 0 beliebig. Dann gibt es ein Z € Z([a,b]) mit F*(f,Z) — F.(f,Z) < ¢, also

FY(f) S FX(f,2) < Fu(f, 2) + e < Fu(f) + €

Es folgt F*(f) < Fi(f) und Lemma 5.4 liefert F*(f) = F.(f), also ist f integrierbar. O
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5 Integrierbarkeit 5.1 Darboux-Summe und Riemann-Integral

Satz 5.6.

Monotone Funktionen f : [a,b] — R und stetige Funktionen f : [a,b] — R sind integrierbar.

Beweis.

Wihle die dquidistante Zerlegung Z, = {tx = a+£(b—a) | k=0,...,n}, n € N, dann sind Ay(Z,) = =2
fir alle £ und N(Z,) = n.

1. Sei f monoton, (E wachsend. Dann sind m(f, I;(Z,)) = f(tx—1) und M(f, Ix(Z,)) = f(tx), also

b—a —

F*(f,Z

und - F(f, Zn) = f(te).

k=1
Zu € > 0 wéhle n € N so grofs, dass “T“(f(b) — f(a)) < e. Die Behauptung folgt mit Satz 5.5 aus

b—a
n

F*(van)_F*(fvzn):

(f(b) = fla)) <e
2. Seien f stetig und € > 0. Da f auf [a, b] nach Satz 3.28 sogar gleichméRig stetig ist, gibt es § > 0 mit

Vo, y € la,0] : |z —y[ <6 = [f(x) - f(y)] <

€

b—a

f nimmt auf I;,(Z,) nach dem Satz vom Maximum 3.15 jeweils Maximum und Minimum an, d.h. es
gibt zinin gmax ¢ Ik(Zn) mlt m(f, It(Z,)) = f(@P") und M(f, It(Z,)) = f(z*). Ist nun n so groR

gewahlt dass Ap(Zy) = =2 < 4, so folgt f(zp>) — f(ap") < 75, also
b—a b—a
F* Z,) — F. aZn — maxy mm =e. 0
(120 = B0 2 = 8 3206 - 1G] E:b_a e

Satz 5.7. (Numerische Integration)

Sei f : [a,b] — R beschriankt und integrierbar. Ist (Zn)nEN eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit
A(Zp) = max{Ap(Zy | k=1,...,N(Z)} "=3° 0 und sind x beheblge Stiitzstellen, so gilt:

N(Z,)

Z f(z iy /abf(x)dm

Beweis.

Sei € > 0. Da f integrierbar ist, existiert nach Satz 5.5 Y € Z([a,b]) mit F*(f,Y) — F.(f,Y) < §. Sei
M = N(Y) die Anzahl der Intervalle in ¥ und A(f) = max{M(f, [a,b]) — m(f, [a,b]),1}. Dann gibt es
ein N € N, so dass A(Z,) < m fiir alle n > N. Sei n > N. Setze Y,, = Y U Z,. Y, ist um hdchstens
M Punkte feiner als Z,,. Da Y, feiner als Y ist, gilt F*(f,Y,) — Fu(f,Yn) < F*(f,Y) — F.(f,Y) < £
Aufserdem ist Y, feiner als Z,,. Nach der Rechnung im Beweis zu Satz 5.5 gelten weiter

FX(f, Zn) S F2(f,Yn) + MA(F)A(Zn),  Fu(f, Zn) 2 Fu(f,Yn) = MA(f)A(Zn).

Damit erhalten wir

0§F*<f7Zn)_F*(faZn)SF*(faYn) (fa )+ <€

4 4

Aus m(f, Ix(Zn)) < f(a") < M(F, Ie(Zy,)) folgt weiter Fy(f, Z,) < I(f, Za) < F*(f, Zy,), also
lim F(f,Z,) = lim I(f,Z,) = lim F*(f, 7).
SchlieRlich gilt wegen der Integrierbarkeit von f, dass F,(f) = F*(f), also
0 < F*(f,Z0) = F*(f) = F*(f, Z0) — Fu(f) < F*(f, Z0) — Fu(f, Z0) < ¢
und damit lim I(f,Z,) = lim F*(f,Z,) = F*(f) = 12 f(x) da. O
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5.2 FEigenschaften des Riemann-Integrals 5 Integrierbarkeit

Beispiel 5.8. (Wahrscheinlichkeitsrechnung)

932

%-) ist stetig, also nach Satz 5.6 integrierbar.

Die Funktion f : [a,b] — R mit « — r exp(

Sei Z, = {ty = a+%(b—a) | k =0,...,n} eine lquidistante Zerlegung, dann ist A(Z,,) = =2 "=5 37 0. Mit
Satz 5.7 lasst sich das Integral von f iiber [a, b] somit fiir hinreichend grofes n néherungsweise bestimmen

durch ,
1 .2 —t7
ez dr = ——ex k.
/a V2T 27 p( )

Dieser Term gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass eine normalverteilte Zufallsvariable = einen Wert zwi-
schen ¢ und b annimmt. O

Satz 5.9.
Sei f : [a,b] — R beschrénkt und sei (Z,)nen eine beliebige Zerlegungsfolge von [a, b].
Existiert ein ¢ € R, so dass fiir jede Wahl von z,(cn) € I(Z,) stets

N(Zn)

Tim > ) Aw(Za) =,
k=1

erfiillt ist, so ist f integrierbar und es gilt f; fl@)dz =c.

Beweis.
Konstruiere zu Z,, € Z([a,b]) Punkte f,&") und ggﬁ " in I(Z,), fir die gelten |M(f, It(Z,) — f(:igl))\ <1
sowie |m(f, I(Z,) — f(g,(cn))| < L. Nach Voraussetzung gilt fiir die Terme

N(Z,) N(Zyn)

Z fa Z)), I Za)= Y fa0))A(Zn),
k=1

dass I.(f,Z,) — cund I*(f,Z,) %cﬁirn%oo, also I*(f, Z,) — L.(f, Z,) — 0 sowie F*(f,Z,) —
I"(f, Z,) < L(b—a) und F.(f,Z,) — L. (f, ) (b— a). Zu € > 0 existieren dann Ny, N3 € N mit
\I*(f, Zn) = L(f, Zn)| < & fiir n > Ny und 2 < 75— y fiir n > Ny. Wihle n > max{Ni, N2}, dann gilt:

|F*(f?Zn) _F*(f7 Zﬂ)' < |F*(fa Zn) —I*(f,Zn)l + |I*(fa Zn) _I*(f,Zn)‘ + |I*(f7Zn) _F*(fvzn” <e

Also f integrierbar. Aufierdem gilt fiir hinreichend grofes n:

c— <L Z) < R(fZ)+ S <R+ S=F ()4 S<F (20 + S

4
<I*(fZ)+E<I*(fZ)+E<c+i+f—c+
ye<n 4 r“n 2 2 2_ E,

und somit —3e < F.(f) — ¢ < %e. Da € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, folgt:

/f Jdo = F.(f) = c. O

5.2. Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 5.10. (Analytische Integration)

Sei f : [a,b] = R eine auf (a,b) differenzierbare Funktion mit integrierbarer Ableitung f’. Dann gilt:

b
/ f'(2)de = £(b) — f(a).
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5 Integrierbarkeit 5.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Beweis.

Sei Z,, = {to, ..., tn} eine dquidistante Zerlegung von [a, b]. Dann existieren nach dem Mittelwertsatz 4.19
Zwischenstellen f,(cn) zwischen t;_1 und t; mit

f tk tk 1 - / (n) n—oo b ’
Z e AR(Zn) = Y L& (Z,) =5 | f'(z)daz. O
k=1 a

Definition 5.11.
Seien F' : D — R differenzierbar und f : D — R mit F/ = f. Dann heiflt F' eine Stammfunktion von f.

Bemerkung 5.12.

Aus Satz 5.10 ergibt sich somit: Ist f : [a,b] — R integrierbar und ist F : [a,b] — R eine Stammfunktion
von f, dann gilt

b
/ f@)dax = F(b) — F(a). O

Beispiel 5.13.
1. Sei F' eine Stammfunktion von f, dann ist auch F' + ¢ eine Stammfunktion von f fiir alle ¢ € R.

2. Sei f(z) = 2™. Dann ist eine Stammfunktion F von f gegeben durch F(z) = ﬁxmﬂ fiir m # —1
und F(z) = In|z| fir m = —1.

3. Auf diese Weise analytisch berechenbare Integrale sind nach den bekannten Ableitungsformeln z.B.

b b 1 b 9 . b
/1dx:bfa, /xdxzi(b2fa2), /\/dezg(lﬁfai), /eidx:ebfea. O

Satz 5.14. (Linearitat des Integraloperators)

Seien f, g : [a,b] — R integrierbar und A € R. Dann sind auch f + g und Af integrierbar und es gilt:

/ab(f+g)(ﬂc)dm:/abf(m)dx—k/abg(x)dx, /ab()\f)(x)dx:/\/abf(x)dx

Beweis.

Seien Z,, € Z([a,b]) eine Zerlegungsfolge mit A(Z,) — 0 und :C,(Jl) € I(Z,) beliebig. Mit Satz 5.7 folgen:

N(Zn) b

I(f.Z) = fa)Au(Zy) "3 flz)da
k=1 a

8

N(Zy) b
n n—oo
le.2) = Y. oaf)u(z) "5 [ gla)d
k=1 a
Dann gelten auch
R b b
17 +9.2) =101.2) +16.2) "5 = [ f@de+ [ go)dn

a a

b
[ Zo) = \I(f, Zn) ™25 d:)\/ o) de

Mit Satz 5.9 ergibt sich: f 4+ g und Af sind integrierbar mit

b b
/(f—i—g)(x)dac:c und /()\f)(x)dx:d. O
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5.2 FEigenschaften des Riemann-Integrals 5 Integrierbarkeit

Bemerkung 5.15.

1. In der Sprache der Linearen Algebra heiflt das: Die Menge Z = {f : [a,b] — R | f ist integrierbar}
bildet mit der {iblichen Addition und Multiplikation von Funktionen einen Vektorraum iiber R und
der Integraloperator [ :Z — R ist eine lineare Abbildung.

2. Entsprechend ist der Differenzialoperator % : D — F zwischen den beiden reellen Vektorrdumen
D={f:(a,b) = R | f ist differenzierbar} und F = {f : (a,b) — R | f ist eine Funktion} eine lineare
Abbildung gemafs den Ableitungsregeln 4.5. %

Bemerkung 5.16.

Seien f, g : [a,b] — R integrierbar. Dann ist auch fg integrierbar, aber im Allgemeinen gilt

/a ' fla) o)z £ / ' fla)dr / (@) . 0

Satz 5.17. (Dreiecksungleichung fiir Integrale)

Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann ist |f| integrierbar und es gilt:

‘/abf(x)dx

< / @)l d.

Beweis.

Es gilt
M(|f‘,5) —m(|f|,S) < M(ﬁS) —m(f,S) fiir alle S C [a,b],

wobei Gleichheit nur herrscht, wenn f auf S sein Vorzeichen nicht wechselt. Damit ist nach Satz 5.5
F*(|f|7Z) - f*(|f|’Z) < F*(fv Z) - f*(f’Z) <,
d.h. | f| ist integrierbar. Mit Satz 5.7 und der Dreiecksungleichung fiir Summen folgt die Behauptung. O

Satz 5.18. (Monotonie des Integraloperators)

Seien f, g : [a,b] — R integrierbar und f(z) > g(x) fiir alle x € [a, b]. Dann gilt:

/a fla)ar > / " (@)

Beweis.

Die Hilfsfunktion h = f — g ist integrierbar und es gilt » > 0. Dann ist auch F*(h,Z) > 0 fiir alle
Zerlegungen Z € Z([a,b]), also F*(f) > 0, d.h.

Og/abh(x)dw:F*(h):/abf(m)dx—/abg(x)dx. 0

Lemma 5.19.
Sind [a,b] C R und z € [a,b], so ist f : [a,b] — R mit f(x) = x(z) () integrierbar mit fab f(z)dz =0.

Beweis.

Sei € > 0. Wahle n so, dass b_Ta < §.Sei Z,, = {to,...,tn} eine dquidistante Zerlegung. Dann ist in jedem
Fall F.(f,Z,) = 0, weiter gilt F*(f,Z,) = =%, falls & € (tj,t)11) fiir ein k und F*(f, Z,) = 2242
im Fall & = ¢, fiir ein k. Also ist F*(f, Z,) — Fi(f, Z,) < € und mit Satz 5.5 folgt: f ist integrierbar.
Aufierdem folgt aus F.(f, Z) = 0 fiir alle Z € Z([a, b]), dass f: f(z)dx = Fi(f) = 0. O
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5 Integrierbarkeit 5.3 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Korollar 5.20. (Invarianz unter endlichen Mengen)

Seien f : [a,b] — R integrierbar und ¢ : [a,b] — R mit f(z) = g(x) fiir alle bis auf endlich viele
x € [a,b]. Dann ist auch ¢ integrierbar und es gilt

/abf(x) dz = /abg(a?) da.

Beweis.

Seien 1, ..., z,, diejenigen Stellen z in [a,b] mit f(z) # g(z). Dann ist f(z) = g(z)+h(x) fiir alle x € [a, b],
wobei h(z) = f(z) — g(z) fiir ¢ € {z1,...,2,} und h(xz) = 0 sonst. Dann ist h = x4, + - -+ X, nach Satz
5.19 integrierbar, also auch g = f — h, und es gilt fa h(z)dx =0, d.h.

/abg(a?)dxz/abf(m)—h(x)dxz/:f(x)dx—/abh(a:)dm:/abf(g;)dx, O

Satz 5.21. (Intervalladditivitét)

Seien [ : [a,b] — R beschrinkt und ¢ € [a,b]. Sind f|[4,q und f|[.p integrierbar, so auch f mit

/abf(x)dx:/acf(a:)dx+/cbf(a:)dx

Beweis.
Seien (Zfll)) € Z(la,c]) und (Zf(Lz)) € Z([c,b]) Zerlegungsfolgen mit A(Zfll)), A(fo)) =3 0.
Setze Z, = ZV Uz € Z([a,b]) und wiahle Stiitzstellen 2\ € I,(2Z,), dann gilt nach Satz 5.7:

N(Zy) N(ZP) N(Z‘Q))

2 DA = 3 S ")AK(ZD) EPIEL B ) BR(ZE)
k=1

“i>/f dx—i—/f

und mit Satz 5.9 folgt, dass f integrierbar ist mit

/abf(x)da::/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx O

1. f : [a,b] — R sei stiickweise stetig, d.h. es existiere eine Zerlegung {tg,...,tm} € Z([a,b]) mit
to < ... < lm, 50 dass f[, 4, gleichméfig stetig ist fiir alle & = 1,...,m. Dann ist f integrierbar
und das Integral von f ist die Summe der Teilintegrale.

Korollar 5.22.

2. f :]a,b] = R sei stiickweise monoton, d.h. es existiere eine Zerlegung {to,...,t;mn} € Z([a,b]) mit
to < ... < ty, so dass f|y, . 4,y monoton ist fiir alle & = 1,...,m. Dann ist f integrierbar und das
Integral von f ist die Summe der Teilintegrale.

5.3. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Bemerkung 5.23.

Sei f : [a,b] — R integrierbar. Wir suchen ein £ € R, so dass die Abweichung zwischen £ und f(z) im
Mittel iiber x € [a, b] moglichst klein ist:

b
rﬁni}g I(¢) = / |f(z) — &) da. (Extremwertaufgabe)
€ a
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5.3 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung 5 Integrierbarkeit

Nach der notwendigen Optimalitédtsbedingung 4.16 ldsst sich £ dann bestimmen via

b b
1
I’(f):f2/ flx)dx +2¢(b—a) =0 = fzb_a/f(z)dm
Dass dieser stationdre Punkt tatsdchlich ein Minimum ist, folgt aus der hinreichenden Optimalitétsbe-
dingung 4.25: I"(¢) = 2(b—a) > 0.
Geometrisch bedeutet dies, dass die Fléache zwischen £ und der xz-Achse gleich der Fliache zwischen dem
Graphen von f und der z-Achse ist. O
Beispiel 5.24.
Der Mittelwert der Sinus-Funktion sin : [0, 27] — R betragt Null:

! i sin(z) dz = %(— cos(27) + cos(0)) = 0. O

2m Jo T

Satz 5.25. (Mittelwertsatz fiir Integrale)

Sei f : [a,b] = R stetig. Dann existiert ein Wert Z € [a, b], so dass gilt:

b
:bia/ f(z)dzx

Beweis.

Da f stetig ist, gibt es nach dem Satz vom Maximum 3.15 Zmin, Tmax € [@,0] mit f(Tmin) < f(z) <
f(Zmax) fiir alle z € [a,b]. Wegen der Monotonie des Integrals 5.18 gilt:

/ab f(Zmin) do < /ab f(z)dz < /abf(xmax) Az

und da Zmin, Tmax Konstant sind, folgt

b 1 b
(b - a)f(xmin) S /a f(x) dz S (b - a)f(mmax) - f(wmin) S b—a /a f(SU) dz S f(xmax)
—_—
nach dem Zwischenwertsatz 3.9 gibt es ein Z € [a, b] mit f(Z) = &. =¢ O

Bemerkung 5.26.

Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann definieren wir

/baf(sr:)dx:—/abf(a:)dx. O

Korollar 5.27. (lokale Version des Mittelwertsatzes fiir Integrale)

Sei f : [a,b] — R integrierbar und stetig in g € (a,b). Dann gilt:

lim

/ f dS = ZL'())
T—To T — T

Beweis.

Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale 5.17 gilt:

Rw) = [0 - = [ e = | / o) -
max(x,z0)
! / fwo) — ()] <

min(xz,zg)

max(x,z9)

|f (o) = f(s)|ds.

|$ - x0| |JC - 'TO‘ min(z,z0)
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5 Integrierbarkeit 5.4 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Sei nun € > 0. Da f stetig ist, gibt es dazu ein 6 > 0, so dass |f(zo) — f(s)| <, falls |zg — s| < d. Ist also
|z — 20| < 0, so folgt:
max(x, zg) — min(x, zp) .
R(z) < e=¢€ = lim R(z) =0. O

- ‘x — x0| T—xTo

5.4. Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Satz 5.28. (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung)

1. Sei f : [a,b] — R beschréankt und integrierbar und sei F : [a,b] — R gegeben durch

Flz) = / " dt.

Dann ist F' stetig. Ist f stetig in x¢ € [a,b], dann ist F dort differenzierbar mit F'(xo) = f(zo).

2. Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf (a,b) und sei eine Fortsetzung von f’ auf ganz [a, ]
integrierbar. Dann gilt:

b
/ f(2)dz = (b) — f(a).

Beweis.

1. Sei L > 0 eine obere Schranke fiir |f|. Dann ist f bzgl. L Lipschitz-stetig, denn fiir x,y € [a, b] gilt:

max(z,y)
< / £(s)] ds < L(max(z, y) - min(z,y)) = Liz — .

min(z,y)

() — Fy)| = \ / " f(s)ds

Sei nun f zusétzlich stetig in xg, dann gilt fir = € [a,b], B = > xg, dass [a, 2] = [a, x0] U [zg, z]. Mit
der Intervalladditivitat 5.21 folgt:

F(;c)[ f(s)ds/aro f(s)der/g:f(s)dsF(xo)Jr/xjf(s) ds

und der lokale Mittelwertsatz der Integralrechnung 5.27 liefert

F'(zo) = lim F(z) - F(xo) — lim 1
T—To r — X T—xo T — T

| (s ds = fa),

zo

2. Da f offenbar eine Stammfunktion von f ist, folgt die Behauptung aus dem Satz zur analytischen
Integration 5.10. Beachte dabei, dass die Wahl der Randwerte bei der Fortsetzung von f’: (a,b) = R
auf f’: [a,b] — R nach der Invarianz des Integrals unter endlichen Mengen 5.20 keinen Einfluss auf
den Wert des Integrals hat. O

Bemerkung 5.29.

Ist f nicht stetig in x(, so muss F' nicht differenzierbar in z sein. Betrachte zum Beispiel die Heavyside-
Funktion H = yg+ aus Beispiel 3.2: Diese ist in 2o = 0 unstetig und F hat die Darstellung F'(z) = 0 fiir
z <0 und F(z) = x sonst. Also ist F' keine Stammfunktion von f. O

Definition 5.30.
Eine Funktion f : (a,b) — R heifst stetig differenzierbar, falls f’ existiert und stetig ist. Wir setzen

C"((a,b)) ={f : (a,b) » R | f ist n-mal stetig differenzierbar auf (a,b)},
C"(la,b]) = {f € C"(a,b) | alle Ableitungen sind gleichméfig stetig auf (a,b)}.

Auferdem definieren wir C*°((a,b)) = QNC”((G, b)) sowie C*([a,b]) = QNC"([CL, b)).
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5.4 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung 5 Integrierbarkeit

Bemerkung 5.31.
1. Ist f: (a,b) — R gleichméfig stetig, dann kann f stetig auf [a, b] fortgesetzt werden.
2. Offensichtlich gilt: C°((a,b)) 2 C1((a,b)) 2 --- D C>®((a,b)), Gleiches gilt fiir Intervalle [a, b]. O

Beispiel 5.32.
1. Die Funktion f(z) = In(z) liegt in C*°((0,2)), aber f ist nicht gleichméfig stetig, d.h. f ¢ C*([0, 2]).
2. Sei f eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, dann ist f € C*°((—R, R)) nach Korollar 4.12. O

Bemerkung 5.33.

1. Die C"-Funktionenrdume sind reelle Vektorrdume. Nach Bemerkung 5.15 sind der Integraloperator
I:C%Ja,b]) — C*([a,b]) und der Differenzialoperator D : C!([a,b]) — C°([a,b]), gegegen durch

1@ = [ e wd (O = @

lineare Abbbildungen.

2. Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung 5.28 gelten weiterhin:
(DeD)(f)=f und  (IoD)(f)=f— f(a)

3. Die Abbildungen D und I sind allerdings nicht bijektiv und somit auch nicht invers zueinander: Die
Abbildung D ist nicht injektiv, stattdessen ist

Kern(D) = {f € C*([a,b]) | D(f) =0} = {f € C*([a,b]) | f ist konstant}. O

Satz 5.34. (partielle Integration)

Seien u, v : [a,b] — R stetig, auf (a,b) differenzierbar und «’, v’ integrierbar sowie auf [a, b] fortsetzbar.

Dann gilt:
b

b
/ v (x)v(z) dz = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / u(z)v'(z) da

a

Beweis.

Wende den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung 5.28 an auf die Funktion f = - v:
b b
/ f(z)de = / u'(z) - v(z) + u(z) - V' (z) de = u(d) - v(b) — u(a) - v(a). O

Beispiel 5.35.

Wir bestimmen das Integral der Funktion f(x) = x - cos(z) iber dem Intervall [0, 7. Es gilt mit u(x) = =
und v(x) = sin(x):

/0 rcosxdr = /0 u(z)v' (z) de = —/O v (z)v(z) de + u(m)v(r) — u(0)v(0)

— O

0

=— /Oﬂ sin(z) dr = cos(z)

Satz 5.36. (Substitutionsregel)

Sei u : [a,b] — [o, O] stetig, differenzierbar auf (a,b) und integrierbar fortsetzbar auf [a, b]. Sei f weiter
stetig auf [a, 8]. Dann gilt:

b u(b)
w(z))u () dz = s)ds.
/af(())() /u(a)f()
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5 Integrierbarkeit 5.5 Uneigentliche Integrale

Beweis.

Da f stetig ist, folgt mit dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung 5.28, dass die Funktion

Filo,fl =R,  F(s)= /sf(t)dt

differenzierbar ist mit F/ = f. Sei ¢ = F o u. Dann ist g stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)
mit ¢'(z) = F'(u(z))u'(x) = f(u(x))u'(z), weiter ist f o u integrierbar, da f stetig, und u’ ist nach
Voraussetzung integrierbar fortsetzbar, d.h. ¢’ ist integrierbar fortsetzbar. Mit dem Hauptsatz der Infi-
nitesimalrechnung erhalten wir:

b
/ flu@)u' () do = [ (@) do = g0) - g(@) = ) - Flul@) = [~ fyde. ©

Beispiel 5.37.

Wir suchen das Integral der Funktion ¢(z) = xv/1 — 22 iiber [0,1]. Setze u(x) = 1 — 22 auf [0,1] und
f(z) = /= auf u([0,1]) = [0,1]. Dann gilt:

/Olzmdx——;/ol(—%)mm_—;/Olu’(x)f(u(z))dx__l/ F(s)ds

1 /[° 1/ 12 5 1
—_— dzf §d = ——g2
2/1\/§3 2/08 °T 23"

0 3

Bemerkung 5.38.

Die Substitutionsregel wird oft mit einer invertierbaren Transformation u benutzt:

/ f(s dsf/ lzlj)f(u(x))u’(x)dx. O

Beispiel 5.39.

Wir berechnen die Fliche des Halbkreises, also das Integral von f : x +— /1 — a2 {iber [-1,1]. Wir
substituieren mit w(z) = sin(z) mit € [-7,F]. Auf diesem Intervall ist die Sinus-Funktion streng
monoton wachsend, also invertierbar. Mit dem Additionstheorem sin?(t) + cos?(t) = 1 ergibt sich dann

\/l—xde— 3 f( )da:z/ul(Jrl fu( t)dt = /i \/1 — sin®(t) cos(t

u=t(~1)

+ jus
\/cos2 ) cos(t / cos?(t) dt = 5

™

2

jusy
2

Bei der Auswertung des letzten Integrals haben wir von der partiellen Integration und erneut vom Addi-
tionstheorem Gebrauch gemacht:

+3 +3 +t3 A
/ cos?(t) dt = / sin?(t) dt = / 1 —cos®(t)dt = / cos? =3 =5 O
3

_ . _
2 2 2

5.5. Uneigentliche Integrale

Definition 5.40.

Sei f : [a,00) — R iiber jedem Intervall [a, R] mit a« < R < oo integrierbar und sei g : (—o0,b] = R
iiber jedem Intervall [R,b] mit —oco < R < b integrierbar. Wir setzen

/Oof(t)dt: Jim /Rf(t)dt, /b stydi= Tm [ at)dr,

R— oo a — 00 R——o —R

sofern diese Grenzwerte existieren, und nennen sie dann uneigentliches Integral von f bzw. von g.
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5.5 Uneigentliche Integrale 5 Integrierbarkeit

Beispiel 5.41.

Wir berechnen folgendes uneigentliches Integral:

o0 n 1
/ e dx = lim e dx = lim —5(6_2" - =~ O
0

n—oo Jq n— oo 2

Definition 5.42.

Sei f : (a,b] — R fiir jedes a < ¢ < b iiber [c,b] integrierbar und sei g : [a,b) — R fiir jedes a < ¢ < b
iiber [a, ¢] integrierbar. Wir setzen

b b b c
/af(t)dtzcn\n;/c F(o)dt, /ag(t)dt:y}rll)/a g(t) dt

sofern diese Grenzwerte existieren, und nennen sie dann uneigentliches Integral von f bzw. von g.

Beispiel 5.43.

f:xw— z72 ist auf [0, 1] unbeschrénkt, also nicht im eigentlichen Sinne integrierbar. Wir konnen aber
das uneigentliche Integral von f {iber [0, 1] bestimmen:

1 1 ) 1 1 )

Definition 5.44.

Sei f : [a,b]\{c} auf jedem Intervall [a,c — €] mit 0 < ¢ < a —c und [c+ €,b] mit [0 < € < b — (]
integrierbar. Wir setzen

CH/abf(x) do = lim </:€f(:c) at [t d;z:>,

cte

sofern dieser Grenzwert existiert, und nennen diesen dann den Cauchyschen Hauptwert von f

Beispiel 5.45.

Die Funktion fz ~— 1 ist iiber [~1,1] nicht uneigentlich integrierbar, denn es gelten

%dx = lim 1 1 dz = lim(In(1) — In(e)) = lim(— In(e)) = +o0,

° O\H

O S @ N0 AN
1 . 1 . .
/ —dz = lim —dz = lim(In|¢| — In(1)) = lim(In(—¢)) = —cc.
X e 0 -1 X e, 0 e, 0

-1

Aber der Cauchysche Hauptwert von f existiert:

1 —€ 1
CH/lidx:l{%</l idx—k/e idx) zli{%<ln(1)—ln(e)—|—ln(e)—ln(1)> =0. O

Definition 5.46. (Eulersche Integraldarstellung der I'-Funktion)

Die Gamma-Funktion T": (0,00) — (0, 00) ist gegeben als

F(a:)z/ t*“leTtdt.
0
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5 Integrierbarkeit 5.5 Uneigentliche Integrale

Bemerkung 5.47.

Die Gamma-Funktion ist wohldefiniert, d.h. das Integral existiert fiir alle z > 0 im uneigentlichen Sinne:

Es ist 1
oo
F(x):/ t”"_le_tdt—i—/ t* et dt.
0 1

1. Fiir x > 1 ist der erste Summand stetig und beschrankt, also klassisch integrierbar. Fiir z < 1 existiert
das uneigentliche Integral nach Aufgabe 55:

1 b
r— 7t
OS/Ot S/()t17I<OO.

2. Fiir alle z € R gilt nach Aufgabe 39, dass tlim e '*=1t2 = 0, d.h. es gibt ein ¢y > 1 mit
—00

[e'e] to e’} 1
/ t*letdt g/ tﬂ”—le—tdt+/ — dt < oco. 0
1 1 to t

Definition 5.48.

Sei D C R ein Intervall. Eine Funktion f : D — R heiftt logarithmisch konvex, wenn fiir alle z,y € D
und alle A € (0,1) gilt f(Az + (1 —Ay)) < f(z) M f(y) .

Bemerkung 5.49.

f ist genau dann logarithmisch konvex, wenn In f konvex ist, denn Anwendung der exp-Funktion liefert

InfAz+(1—-Ny) <Alnf(@)+(1-Nnflz) = fQz+1-X)<f@ M) 0

Satz 5.50. (Eigenschaften der I'-Funktion)

1. Es gelten I'(1) = 1 und 2T'(z) = T'(z + 1) fiir alle z € (0, 00). (Funktionalgleichung)

2. T ist logarithmisch konvex.

Beweis.

1. Zunichst ist I'(1) = [ e dt = —e~!|§° = 1. Weiter liefert partielle Integration

b
P(z+1)= lim tYe”tdt = lim —t*e"
a—0

a—0
b—oo @

b b
+ x/ t* te~tdt = 2T ().
a a

b—o0

2. Zu z,y > 0 und A € (0,1) setzen wir p = % und ¢ = , dann gilt 1 + -~ =1 und die Holder-

Ungleichung 43 liefert mit f(t) = t(*=1/Pe=t/P und g(t) = t(y D/ae—t/a.

FAz+(1—-Ny) = F(Z + y> = /Oo trta et qt
b i
g [ ooz g ([ 10ra) (o)
(/ ot _tdt>p - (/ e 1e_tdt) = D(z) (y) O
0 0

Bemerkung 5.51.

Per Induktion folgt aus der Funktionalgleichung, dass I'(n + 1) = n! fiir alle n € N erfiillt ist. Man kann
die I'-Funktion also als Expansion der Fakultit auf die Menge der reellen Zahlen auffassen. O
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5.5 Uneigentliche Integrale 5 Integrierbarkeit

Satz 5.52. (Bohr)

Die I'-Funktion ist die einzige logarithmisch konvexe Funktion, welche die Funktionalgleichung erfiillt.

Beweis.

Sei f :(0,00) — (0,00) logarithmisch konvex mit f(1) = 1 und f(z + 1) = zf(x) fiir alle x > 0. Dann
gilt f(z+n) = f(x)z(x+1)---(x+n—1) fir alle > 0 und alle n € N, es geniigt folglich zu zeigen,
dass f(z) = I'(z) fiir alle x € (0, 1) erfiillt ist.

Sei also x € (0,1) und sei n € N beliebig, dann liefert die logarithmische Konvexitit:
Fn+2) = F((L— 2+ 2(n+1)) < f(0)' = fn+ 1) = F(0)\2 f(n)n® = (n — 1)l 07,
fn+1) = flz(n+a)+ (1 —a)(n+1+2) < fln+2)°f(n+1+2)"" = f(n+z)(n+1)' "
Zusammen ergibt sich mit f(n + 1) = n!, dass n! (n +z)*~! < f(n+ ) < (n — 1)!n® bzw.

n!(n+x)* ! (n—1)!n®
z(x+1)--(x+n-—1) s Fla) < z(z+1)-(x+n—-1)"

=an(x) =b, (x)

bn(z) _ (nt+z)n®

@) = nornE 1 fiir n — oo folgt, dass f eindeutig bestimmt ist durch

Wegen

L (n—1)In®
f(x)_nlgréox(x—kl)-n(x—i—n—l)' =

Satz 5.53. (Gaufsche Limesdarstellung der I'-Funktion)
Fiir alle > 0 lasst sich die I'-Funktion darstellen als

r . nlz"
<x)_nl—>ngoz(z+l)~'(x+n—l)'

Beweis.

Fiir x = 1 ist die Formel offenbar richtig; fiir = € (0, 1) folgt die Behauptung wegen lim -2~ = 1 aus dem

T+n

eben Gezeigten. Es bleibt zu zeigen: Gilt die Formel fiir ein > 0, dann auch fiir 4+ 1. Dies ist der Fall,
denn mit der Funktionalgleichung erhalten wir

n!n® nln?tl
T'z+1) =2l'(x) = lim = lim . (]
L e R B e e (CEa Ve
Korollar 5.54.
Die Funktion x — exp(—2?) ist iiber ganz R integrierbar mit Integralwert
+oo 5
/ e " da = /7.
Beweis.
Mit der Substitution x — /2 erhalten wir
s b b?
: 1 ; 1../1
/ e~ dzr = lim e dr = lim - r7 e % dy = F() = ﬁ,
o 8 Ja 52 Je 2\2) "2
denn aus den beiden Darstellungen
1 ! !
r(>=hm1 LAV, __uvn .
2 n=oe 2(1+3) - (n+3) noe(l-3)2-3)((n+1)-73)
erhalten wir mit dem Wallisschen Produkt, vgl. Aufgabe 60,
2 n
1 _ 2n (n!)? . k2
F() = lim =2 lim — =7 (]
2) e pas ey i
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6 Fourier-Reihen 5.6 Unbestimmte Integrale

5.6. Unbestimmte Integrale

Bemerkung 5.55.

Sei f : [a,b] - R und seien F,G : [a,b] — R Stammfunktionen von f, d.h. F/ = f = G'. Dann
ist (F —G) =0, dh. F— G ist konstant nach Satz 4.22. Zwei Stammfunktionen auf einem Intervall
unterscheiden sich also hochstens um eine Konstante. Wir setzen F' ~ G < F — (G ist konstant. Dann
ist ~ eine Aquivalenzrelation, d.h.

F~F. FnG=>G~F, FoGudG~H=F~H.
[F] = {G | G ~ F} heift die Aquivalenzklasse von F. O

Definition 5.56.

Die Aquivalenzklasse der Stammfunktionen von f nennen wir unbestimmtes Integral und schreiben

/f(x) dz oder /f

Bemerkung 5.57.

Bezeichne A die Menge der stetigen Funktionen C°([a,b]) und B die Menge der Aquivalenzklassen
{[F1feA}
1. Dann ist [F]% = F(b) — F(a) fiir F € B wohldefiniert, d.h. fiir alle G € [F] ist [G]% = [F]%:

GelF] = 3ceR:G=F+c = [G)2=G®)—Gla)=Fb)+c—F(a)—c=[F].

a

2. Auf B definieren wir den Ableitungsoperator D : B — A durch D[F] = F’. Dann ist D wohldefiniert:
GeF] = 3JceR:G=F+c¢c = D|G]=G =F =D[F].

3. Ebenso definieren wir den Integraloperator I : A — B durch I(f) = [ f.

Wir erhalten so eine neue Formulierung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung 5.28: O

Satz 5.58. (algebraische Version des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung)

Die Operatoren [ : A — B und D : B — A sind linear und invers zueinander.

Beweis.

D ist linear, denn D[aF + G| = (aF + G) = oF' + G’ = aD[F] + BD|G] fiir alle a, § € R und
alle F,G € B. Ebenso ist I linear, denn I(af 4+ Bg) = [(af + Bg) = o[ f+ B [g = oI(f) + BI(g)
fiir alle f,g € A und alle o, 8 € R. Beachte dabei, dass die Vektorraumoperationen auf A kanonisch
gegeben (und wohldefiniert) sind via [aF] = «[F] sowie [F + G| = [F] + [G] fiir F,G € B und a € R.
Weiterhin sind (I o D)[F]| = I(D[F]) = I(F’) = [F] fur [F] € B, da F eine Stammfunktion von F” ist,
und (Do I)(f) = D[I(f)] =1I(f) = f fir f € A, da I(f) eine Stammfunktion von f ist. O

6. Fourier-Reihen

6.1. Periodische Funktionen

Definition 6.1.
Eine Funktion f : R — C heifit L-periodisch, falls es ein L > 0 gibt mit f(x+ L) = f(z) fiir alle z € R.

Bemerkung 6.2.

Jede L-periodische Funktion f : R — C l&sst sich in eine 27-periodische Funktion F' : z +— f (%x)
transformieren. Wir werden daher ab jetzt nur noch 27-periodische Funktionen betrachten. %
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6.1 Periodische Funktionen 6 Fourier-Reihen

Definition 6.3.

Eine Funktion f : R — R heifit (reellwertiges) trigonometrisches Polynom der Ordnung n, falls reelle
Zahlen aq, ...,a, und by, ..., b, existieren mit

= ?O + kz_:l ay, cos(kx) + by sin(kzx)).

Bemerkung 6.4.

Die Koeffizienten des trigonometrischen Polynoms sind eindeutig bestimmt durch

2 2m
ai = 1 f(z) cos(kz) dz, b = 1 f(x)sin(kz) dz.
T Jo T Jo

Da fiir alle £, € N gilt
27
/ cos(kz)sin(lz) =0
0

/ i cos(kx) cos(lz) =0 (k #1), / " cos(kx) cos(kx) =7 (k € N\{0}),
0 0
27 27
/ sin(kz) sin(lz) =0 (k#1), / sin(lz) sin(lz) =7 (I e N\{0}),
0 0

erhalten wir durch Einsetzen der trigonometrischen Darstellung von f ndmlich

2 2 n
1
f (@) cos(kz)dx = f/ % + Y (agcos(lz) + by sin(lz)) cos(kx)dz
0 =1

3=

0

(/027T 5 T Z ay cos(lx) + by Sln(lx))cos(kx)dx>

27 27
(ao / cos(kzx)dz + Zal/ cos(lz) cos(kx)dx + Zal/ sin(lz) cos kx)dm) = qy,
0

2

:n~

aw

und analog

2m 2m n
1 f(z)sin(kz)dz = 1 / % + Z(al cos(lz) + by sin(lx)) sin(kx)dx
m™Jo ™ Jo =1

T
1 ao 2m 27 27
== (2/0 sin(kz)dx + Zal/ cos(lx) sin(kx)dx + Zag/ sin(lx) 51n(kx)dx> = by.

Offensichtlich sind die trigonometrischen Polynome 27-periodisch. %

- 1< /02” % N Zn:(al cos(lz) + by sin(lx))sin(kx)dx)

Definition 6.5.

Eine Funktion f : R — C heift (komplexwertiges) trigonometrisches Polynom der Ordnung n, falls
komplexe Zahlen ag, ..., a, und by, ..., b, existieren mit

= ?0 + ; ay, cos(kx) + by sin(kx)).
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6 Fourier-Reihen 6.1 Periodische Funktionen

Bemerkung 6.6.

Unter Ausnutzung der Formeln

cos(x) = 5(6” +e™), sin(x) = Z(e” —e ')

lasst sich ein trigonometrisches Polynom f auch schreiben als

flx)= a—; + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))
k=1

n

. . by 4
= % + Z (azk(ezkz + e—zkz) _ %(elkx . e—zkx))

k=1
a " /a b " /a b
_ % Gk Wk ikx @k Wk _ikx
_ 4 +z<2 2)e +z<2 + 2)6
k=1 k=1
n
_ Z Ckeikx
k=—n
wenn man setzt
1 . a 1 .
Cr = i(ak - Zbk)? Co = ?Oa C_ = E(a’k +Zbk) (k Z 1) <>

Definition 6.7.

Seien [a,b] C R und ¢ : [a,b] = C mit ¢ = u + i (u,v : [a,b] = R). Dann heifit ¢ komplexwertig
integrierbar, falls u, v (reellwertig) integrierbar sind, und wir setzen in dem Fall

/ab o(z)dz = /ab u(z)dz Jri/abv(z)dx.

Bemerkung 6.8.

Wir kénnen die Koeffizienten ¢, damit auch als komplexwertige Integrale schreiben:

1 .
C = i(ak — ’Lbk)

1 2T i
=5 < i (x) cos(kx)dx — i
= 2 [ p@)(cos(ka) — isin(ke))

2

(z) sin(kx)d:c)

0

27T 0

1 o 1 ikx 1 —ikx 1 ikx 1 —ikx
=% ), f(x)(2e +3¢ — e tge

1 27 .
= — f(z)e~*=dy

271— 0

fiir alle £ > 0 und analog

1
C_p = §(ak + ibk)

1 2

( :ﬂ () cos(kz)dz + i

:271'

(z) sin(kx)dx)

0

1 2m

= — f(x)(cos(kx) + isin(kx))
2w 0
1 o 1 ikx 1 —ikx 1 ikx 1 —ikx

=2 ), f@)(f Foe e e
1 27 .

= o ; f(z)e*ede

fiir alle £ < 0. O
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6.2 Der Innenproduktraum %, 6 Fourier-Reihen

Definition 6.9.

Sei f : R — C eine 2m-periodische Funktion und auf [0, 27] integrierbar. Dann setzen wir

1

27[_ f( ) —zk$dl‘, (k € Z) ]:f(x) — i ckeikz

k=—o00

Cr =

¢y, heifit der k-te Fourier-Koeffizient von f und F; die Fourier-Reihe von f.

Bemerkung 6.10.

Selbst im Falle der Konvergenz einer Fourier-Reihe muss nicht gelten 7y = f. Gibt es aber zu einem
2m-periodischen f : R — C eine Folge (vk)kez mit

Z T (x €R)

k=—o0

und konvergiert die Reihe sogar gleichméfig, dann stimmt sie mit der Fourier-Reihe F; iiberein: Wegen

o i(1—k) wl=k
/0 Y€ dr = { 014k
gilt mit Lemma 6.11:

127 & i o g mm Lo [P
Ck = = v€* I>61 Tdr =" — / et TR Ag = O

Lemma 6.11. (Vertauschung von Limes und Integration)

Sei (fn)nen € C°([a,b],R) eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmifig gegen eine Funktion f :
[a,b] — R konvergiert. Dann gilt

lim fn dx—/f

n— oo

Beweis.

Wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Funktionenfolge ist der Grenzwert f laut Satz 3.46 stetig, also
integrierbar. Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale 5.17 folgt:

‘/f dacf/fn )dx

6.2. Der Innenproduktraum %

/ |f(x (x)|dz < (b—a) s?pb} \f(z_ folz) =37 0. 0
xE|a,

Satz 6.12.

Auf dem Vektorraum % = C°([0,27],C) aller stetigen Funktionen f : [0,27] — C definiert die
Abbildung (-,-) : V x V — C, gegeben durch

1 2

<fvg> = % 0 mg(x)d‘r (fvg € fQ)

ein Skalarprodukt, d.h. fir alle f,g,h € % und alle A, Ao € C gelten:

(fy A9 + Xah) = M (f, g) + X2(f, h), (Linearitéit)
(ALf 4 A2g,h) = A (f, h) + Aa(g, h), (Sesquilinearitiit)
(fr9) =9, ), (Symmetrie)
f#0={(ff)>0. (positive Definitheit)
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6 Fourier-Reihen 6.2 Der Innenproduktraum %,

Beweis.

1. Fir alle f,g,h € % und alle A, Ay € C gelten:

1 2m )\1 )\2 2m
(fiAg + Azh) = o ; F@)(g(@) + Azh(z))dz = o ; f( Jg(@)da + o ; f(@)h(x)dx
= M(f.9) + X (f, h);
1 2m )\1 2
s a0 = o [ R @@ = 2 [ Tanwar 32 [ o6
™ Jo 2T 0
1 2m 27 2
(o) =5 | Fa@atada = o [ Faglie = - [ 5@ =G
2. Offenbar ist (-,-) positiv, denn sei f € %, dann gilt
1 2m 1 2m )
_ 1 - - > 0.
5= [ f@F@e = 5 [ If@)Pds > 0
3. Weiterhin ist (-, -) definit, denn sei f # 0, d.h. es gibt ein ¢ € [0, 27] mit f(zo) # 0, B x¢ € (0,27). Da
[ stetig, gibt es dazu ein € > 0, so dass fiir alle z € [0,27] mit |z — zo| < € gilt |f(z)] > 1| f(z0)] >0
Dann ist aber
1 ZEo-‘rE zote 2
5= [ ez oo [ ip@Rarz o [ )| de = S > 0. 0
0

Bemerkung 6.13.

(+,-) definiert eine Norm auf %, via || f|| = (f, f). Der Raum % ist bzgl. dieser Norm nicht vollstdndig,
denn die Funktionenfolge (f,)nen € £, gegeben durch f,(x) = (5%)", konvergiert gegen die unstetige
Funktion f = x2r}, f(z) = 0 fiir x € [0,27) und f(27) = 1. O

Bemerkung 6.14.

Wir definieren in .% die Funktionenfolge ey (z) = e?**, k € Z. Diese bildet ein Orthonormalsystem, d.h.
fiir alle k,1 € Z gilt

0 k#I1
<6kael>_5kl—{ 1 ]{,‘il

¢ heifst das Kronecker-Symbol. Fiir die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f € .4 gilt dann

1 2 1 2 i
o3 | fU’mM=%A e f(2)de = (en, ), k€ L. 0

Lemma 6.15.

Seien (cg)rez die Fourier-Koeffizienten zu f € 4. Dann gilt fiir alle n € N:

2 n
=IF1P = D fenl.

k=—n

Hf - Crek
k=—n

Beweis.

n
Definiere g = > cpek, dann (e, g) = cx = (eg, f) fur alle k und damit

k=—n
n n n n
(f,9) = Z cr(f,en) = Z CkCl = Z lex?, (9.9) = Z Crler, g) = Z lex .
k=—n k=—n k=—n k=—n k=—n
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6.3 Konvergenzverhalten von Fourier-Reihen 6 Fourier-Reihen

Damit erhalten wir
1f=glP =(f—g.f—a)=(f )= {f,9) = (f.9) + (9. 9)

=P =2 3 Jel + Y el =117 = D el O

k=—n k=—n k=—n

Korollar 6.16. (Bessel-Ungleichung)
Sei f € % mit Fourier-Koeffizienten ¢, = (eg, f). Dann gilt

o0

1 2
>l <5 [ 1P

k=—0o0

Beweis.

Nach 6.15 gilt fiir alle n € N

n 1 27
S P < = g [ e

k=—n

Durch Grenziibergang n — oo folgt die Behauptung. O

6.3. Konvergenzverhalten von Fourier-Reihen

Definition 6.17.
Seien f € %% und (fn)nen C Z. (fn)nen konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, falls

27
Jm 17 = £l = Jim o= [ 1f(@) = fu(@)Pda =0,

n—oo 270

Bemerkung 6.18.

1. Konvergiert eine Funktionenfolge (f,,)nen C % gleichmifig gegen ein f € %%, dann auch im quadra-
tischen Mittel.

Die Umkehrung ist falsch; Konvergenz im quadratischen Mittel bedingt nicht einmal punktweise Kon-
vergenz.

2. Genau dann konvergiert die Fourier-Reihe Fy eines f € %5 im quadratischen Mittel gegen f, wenn
bei der Bessel-Ungleichung 6.16 sogar Gleichheit gilt. Man spricht dann davon, dass die Vollstdndig-
keitsrelation erfullt ist. O

Lemma 6.19.

Sei f € %, reellwertig, so dass f[p,2. eine Treppenfunktion ist, d.h. stiickweise konstant. Dann kon-
vergiert F; im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis.

1. Sei zundchst f = x[o,q) eine charakteristische Funktion, d.h. h(z) = 1 fir x € [0,a) und h(z) = 0
sonst. Die Fourier-Koeflizienten ¢ fiir f lauten dann

a 1 (" i i
= — = — -t J’d = —
0= o * = or 0 ¢ “ 27rk(
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6 Fourier-Reihen 6.3 Konvergenzverhalten von Fourier-Reihen

Fiir k£ € Z\{0} ist damit

! ' 1
2 _ —ika 2 _ } L. 2 ‘ o ,
erf? = aale ™" 1 = gapal cos(—ha) + isin(—ha) —1f° = ;g cos(ka) — isin(ka) 1]
! 2 2 1 — cos(ka)
= 5 (cos (ka) — 2 cos(ka) + 1 + sin (ka)> =

Unter Ausnutzung der Identitét

icos(kx) _(x—m 2_12
kK2 2 12’
k=1

vgl. Aufgabe 62, rechnen wir nach, dass die Vollsténdigkeitsrelation erfiillt ist:

o0 2 2
2 2 2 @ 1 —cos(ka) a 1 — cos(ka)
Z [ex]” = leol” + Z Je|” = me T Z meke am2 % 12k2

ke o0 keZ\{0} keZ\{0}
_@ 1 Lgncostha) o 11 f(roa) w
472 72 k2 n? k2 4x2 6 w2 4 12
keN keN
a 1 27 9
S de = ||f|%-
=g [ ls@ra =)

Also konvergiert F; im quadratischen Mittel gegen f.

2. Sei nun fj,2+ eine beliebige Treppenfunktion, d.h. es existieren Konstanten 71,...,7. € C und
ai, ...,ar € [0,27] mit

e ={ g T 1@ =3 ke eR)

Zu g € £ bezeichne ]-'én) die n-te Partialsumme der Fourier-Reihe F; von g. Dann gilt:

Sty = = | ot -#) | < S
j=1 j=1 j=1 j=1

n—oo
]

IF =7 = EC Y

(n)
fi = ‘Ffj

Satz 6.20. (Hauptsatz der Fourier-Theorie)

Sei f € 4. Dann konvergiert die Fourier-Reihe F; von f im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis.

(E sei f reellwertig und gelte || f|loc < 1. Zu vorgebenem e > 0 wihle 2m-periodische Funktionen ¢, :

R — R, so dass ¢[[p,2+] und 9|(9,2x] Treppenfunktionen sind, —1 < ¢ < f <) <1 gilt und

62

27
/0 (b(z) — pla))dz <

N

erfiillt ist. Definiere g = f — ¢, dann ||g||2, < [|v — ¢||%, < 2(¥ — ¢) und damit

2

2*i2ﬂxle2ﬂzfxz€—
o1 =55 [ lo@Pds < 2 [ (0@) - ponds < .

Nach Lemma 6.19 gibt es ein N € N mit

€
Vn > N:llo - FUI < 5
fiir n > N gilt damit
n n n n n €
Hf—f,(c N =10 +9) = (F& + FI) < llp — FOl + llg - FV|| < 5 Tyl e O
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Beispiel 6.21.
1. Wir betrachten die 27-periodische Funktion f : R — R, gegeben durch

F(a) = { R

Die Fourier-Reihe F; von f hat die Gestalt

ikx —ikx

= ik 1/e e sin(kx
Filx) = Z ckekdx—zk< 5 " o >—Z EC );

k=—o0 k=1 k=1

sie konvergiert im quadratischen Mittel und punktweise gegen s, nicht aber gleichméfig, da die Grenz-
funktion f unstetig ist.

2. Wir betrachten die Fourier-Reihe der 27-periodischen, stetigen Funktion f: R — R, gegeben durch

2
f(x)z%, x € )0, 2m].
f besitzt die Darstellung
(m—z)? 72 =cos(kz) 72 etk
Sy Y 5 (w € [0,27)).
k=1 keZ\{0}
Diese Reihe konvergiert nach dem Weierstrafischen Konvergenzkriterium gleichméfig und stimmt nach
Bemerkung 6.10 somit mit der Fourier-Reihe F; iiberein. O
Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. (Mengen und Abbildungen)

Seien A, B Mengen und f : A — B eine Funktion. Zeigen Sie:

1. Fiir Teilmengen X,Y C Bgilt f~1(XNY)=f"4X)nf1(Y).

2. Fiir eine Teilmenge U C A ist f(A\U) 2 f(A\f(U).

3. Widerlegen Sie die umgekehrte Inklusion f(A\U) C f(A)\f(U) durch ein konkretes Gegenbeispiel.

Aufgabe 2. (Aussagenlogik)

Seien A, B Aussagen. Beweisen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln die folgenden Aquivalenzen:

1. A= B <« (-B)=(-4) (Kontrapositionsprinzip)
2. A=B <<= (AAN(-B))=(AAN(-4)) (Kontradiktionsprinzip)

Aufgabe 3. (Mechanische Anwendung von Definitionen)

a) Eine Zahl x € R heifit dummbrumm, falls ein m € N existiert, so dass (x — 3)/4 = m. Die Zahl heifit
brummdumm, falls es ein n € N gibt mit = 2n — 5.

b) Eine Funktion f : R — R heifit schnickschnack, falls f(z) dummbrumm ist fiir alle z, die brummdumm
sind. Die Funktion heiflt schnackschnick, falls f(x) brummdumm ist fiir alle 2, die dummbrumm sind.

c¢) Sei F' die Menge aller Funktionen f : R — R. Eine Funktion T : F' — F heifst pingpong, wenn fiir jede
schnackschnick Funktion f das Bild T'(f) auch schnackschnick ist. Die Funktion T heifit pongping,
falls das Bild von schnickschnack Funktionen schnickschnack ist.

Lésen Sie die folgenden Teilaufgaben:
1. Beweisen Sie: Wenn & dummbrumm ist, dann ist £ brummdumm.

2. Gilt auch die Umkehrung des Satzes?
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. Zeigen Sie mit (1), dass f schnackschnick ist, wenn f schnickschnack ist.

3
4. Zeigen Sie anhand des Beispiels f : R — R, f(z) = 2x + 5, dass die Umkehrung von (3) falsch ist.
5. Untersuchen Sie, ob die Funktion T : FF — F, T(f) = 2f + 1, pingpong oder pongping ist.

6

. Zeigen Sie, dass die Verkettung von zwei pingpong Funktionen wieder pingpong ist.

Aufgabe 4. (Eine Knobelaufgabe)

Sherlock Holmes hat drei Tatverdichtige: den “Napoleon des Verbrechens” Professor Morarty, dessen
rechte Hand Colonel Moran und den Erpresser Mister Milverton. Seine Ermittlungen ergeben: Wenn sich
Morarty oder Milverton als Téter herausstellen, dann ist der Colonel unschuldig. Sind aber Moran oder
Morarty unschuldig, dann muss Milverton der Téter sein. Schlieflich ist Moran Mittéter, sollte sich der
Professor als schuldig erweisen.

1. Formulieren Sie die drei Ermittlungsergebnisse in der Sprache der Aussagenlogik. Fiihren Sie dazu die
folgenden Grundaussagen ein:

e A: Professor Morarty ist schuldig;
e B: Colonel Moran ist schuldig;
e (C': Mister Milverton ist schuldig.
2. Ermitteln Sie durch logische Schliisse, wer schuldig und wer unschuldig ist.

3. Verifizieren Sie ihre Schlussfolgerungen durch eine Wahrheitstabelle.

Aufgabe 5. (Injektivitat & Surjektivitét)

Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y, g:Y — Z Funktionen. Zeigen Sie:
1. Ist die Verkettung g o f injektiv, dann ist auch f injektiv.

2. Sind g o f injektiv und f surjektiv, dann ist g injektiv.

Aufgabe 6. (Ungleichungen)

Seien a, b, ¢,d > 0. Beweisen Sie die folgenden Abschétzungen:

2 4 3
a+b a+b+c+d a+b+c
> ab, —— | > abcd, —— | > abe.
2 4 3
Hinweis: Um die dritte Ungleichung zu zeigen, wahlen Sie in der zweiten d = %b'*c und 16sen geschickt auf.

Aufgabe 7. (Arithmetisches, geometrisches & harmonisches Mittel)

Seien aq, ..., a, strikt positive Zahlen, n > 2. Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:

n n
(oY s ()
n a7++a7
1 n

Aufgabe 8. (Eine Knobelaufgabe)

Max und Moritz zerreiffen die Schulordnung. Max zerreifst jedes Stiick, das ihm in die Hénde fillt, in drei
Fetzen, Moritz in fiinf. Als der Lehrer Lempel die beiden erwischt, verlangt er von ihnen, die Schulordnung
wieder zusammenzukleben. Widerwillig fiigen sie sich der Anweisung. Zusammen finden sie einhundert
Papierfetzen. Kann die zusammengeklebte Schulordnung vollstdndig sein?
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Aufgabe 9. (Potenzsummenformeln)

Aus der Vorlesung kennen Sie die Gauftsche Summationsformel

S1(n) ::Zkzizfn + =n.

" nin+1) 1 , 1
2 2 2
k=1

1. Beweisen Sie per Induktion die Quadratsummenformel

n
nn+1)2n+1) 1 1, 1
Sa(n) = k* = =nd34+ n?4+ n.
(n) Z 6 3 2 6
k=1
n
2. Leiten Sie eine entsprechende Formel fiir Kubiksummen S3(n) := 3 k® her.
k=1
Hinweis: Machen Sie den heuristischen Ansatz S3(n) = aan® + azn3 + aan? 4+ a1n + ap und bestimmen Sie die
Koeffizienten ao, ..., a4 als Losung eines LGS (linearen Gleichungssystems). Beachten Sie: Damit haben Sie noch nicht

bewiesen, dass die entstehende Summationsformel gilt, da a priori nicht klar ist, dass sich die Summe iiberhaupt als
Polynom vierten Grades in n darstellen lasst. Stattdessen haben Sie gezeigt: Wenn eine solche Polynomdarstellung
moglich ist, dann mit den von Thnen ermittelten Koeffizienten ag, ..., a4. Vervollstandigen Sie den Beweis daher, indem

Sie wie gewohnt die ermittelte Formel per Induktion beweisen.

Aufgabe 10. (Binomischer Lehrsatz)

Wir definieren die Fakultdt n! einer natiirlichen Zahl n € N als n! = 1-2---n sowie 0! = 1. Weiter
definieren wir fiir n, k € Ny den Binomialkoeffizienten (Z) = ﬁlk), und setzen (2) =0 fir £ <0.

1. Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny, k € Z gelten (Z) = (nfk) und (Z) = (Zj) + (";1)

2. Seien z,y € R und n € Ny. Beweisen Sie den Binomischen Lehrsatz:

(x+y)" = i (Z) g Ry,

k=0

3. Zeigen Sie, dass die Koeffizienten von (x + y)™ der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks entsprechen:

Aufgabe 11. (Korperaxiome)
1. Seien a,b,c,d € R mit b,d # 0. Beweisen Sie die Bruchregeln

ac

a ¢ _ac c ad + be
b d bd’ '

bd

Sl S
_|_
IS

Hinweis: Geben Sie bei jedem Beweisschritt an, welche der folgenden Eigenschaften eines Korpers Sie benutzt haben:
Assoziativitdt von + (Al), Kommutativitdt von + (A2), Existenz der Null (A3), Existenz der additiv Inversen (A4),
Assoziativitdt von - (M1), Kommutativitdt von - (M2), Existenz der Eins (M3), Existenz der multiplikativ Inversen
(M4), Distributivitat (D).

2. Betrachten Sie die Teilmenge Q[v/2] := {a + bv/2 | a,b € Q} des Kérpers R der reellen Zahlen.
Zeigen Sie, dass Q[v/2] mit der von R induzierten Addition und Multiplikation einen Korper bildet.
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Aufgabe 12. (Vollstdndige Induktion)
Kommentieren Sie den Beweis von folgendem Satz: Alle Pferde haben dieselbe Farbe.
Beweis: (per Induktion iiber Pferdegruppen der Grofe n € N).

Induktionsanfang (n = 1): Es ist offensichtlich, dass in einer Menge mit nur einem Pferd alle Pferde in
dieser Menge dieselbe Farbe haben.

Induktionsschritt n — n+1: Aufgrund der Induktionsvoraussetzung diirfen wir annehmen, dass ein n € N
existiert, so dass in jeder Menge mit n Pferden alle Pferde dieselbe Farbe haben. Betrachten wir nun eine
Menge von n + 1 Pferden. Durch Aussondern eines Pferdes erhalten wir eine Menge von n Pferden, die
— aufgrund der Induktionsvoraussetzung — alle dieselbe Farbe haben. Fiigen wir das ausgesonderte Pferd
wieder hinzu und nehmen ein anderes Pferd heraus, so haben auch in dieser n-elementigen Teilmenge
alle Pferde dieselbe Farbe. Das urspriinglich herausgenommene Pferd hat also die gleiche Farbe wie die
restlichen Pferde in der Gruppe. Daher miissen alle n + 1 Pferde dieselbe Farbe besitzen.

Aufgabe 13. (Michtigkeit von Mengen)

1. Zeigen Sie, dass (—1,1) € R und R gleichmiéchtig sind, d.h. dass eine bijektive Abbildung zwischen
den beiden Mengen existiert.

2. Zeigen Sie: Eine beliebige Menge M ist nie gleichméchtig wie ihre Potenzmenge P(M) := {A| A C M}.

Hinweis: Fiihren Sie die Annahme, es existierte eine surjektive Abbildung f : M — P(M), mit Hilfe der speziellen
Menge {m € M | m ¢ f(m)} € P(M) zu einem Widerspruch.

Aufgabe 14. (Schranken)
1. Seien A, B C R nichtleer und beschrankt. Wir setzen A+ B:={a+b|a€ A& b e B}.
Zeigen Sie, dass A + B beschrinkt ist, und bestimmen Sie das Supremum von A + B.

2. Bestimmen Sie, falls existent, Maximum, Minimum, Supremum und Infimum von {% + % | n,m € N}

Aufgabe 15. (Allgemeine Potenzsummenformel)
n
Fiir beliebiges p € Ny definieren wir S,(n) := > kP.
k=1

1. Bestimmen Sie Sp(n) und beweisen Sie die rekursive Potenzsummenformel

Sp-1(n) = %(n+ 1P — L > (i)sk(n) - % (p>2).

k=0
Hinweis: Vereinfachen Sie den Term ) (k + 1)P — kP und wenden Sie anschliefend den Binomischen Lehrsatz an.
k=1
2. Berechnen Sie mit der Formel Sy, So, S3,S4. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen aus Aufgabe 9.
3. Zeigen Sie, dass der in Aufgabe 9 vorgestellte, heuristische Ansatz immer zum Ziel fithrt, d.h. dass

die p-te Potenzsumme stets als ein Polynom (p + 1)-ten Grades in der Variablen n dargestellt werden
kann.

Aufgabe 16. (Eine Knobelaufgabe)

An einer Tafel stehen die Zahlen 1,2....,137. In jedem Schritt darf man zwei beliebige Zahlen wegwischen
und stattdessen die Summe der beiden weggewischten Zahlen anschreiben. Wir fiihren so viele Schritte
durch, bis nur noch eine Zahl iibrig ist.

Welche Werte kann diese letzte Zahl annehmen?
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Aufgabe 17. (quadratische Gleichungen)
1. Seien ag, ay, s € R mit ay # 0. Zeigen Sie:

—ag — /a? — dapay

20&2

VeeR:ax’ +az+ap=0 =— = oder x =

—ag + v/ af — dapan
20[2
2. Zu ag, a1, a0 € Rund k € Ng = {0, 1,2, ...} bezeichne T(ag, a1, as, k) die Formel
T (g, a1, ag, k): “Die Gleichung ag + agz + agz? = 0 besitzt genau k reelle Losungen”.

Bestimmen Sie zu jedem k € N die Menge My = {(ap, a1,a2) € R x R x R\{0} | T(vg, a1, 2, k) }.

Aufgabe 18. (Rechnen mit komplexen Zahlen)
1. Zeigen Sie: (2 +2i)? = 3(2 + 2¢) — 2.

2. Betrachten Sie die reelle, rekursive Zahlenfolge ag = 1, a; = 2 und a,, = 3a,_1 — %an_g fir n > 2.

con((5) ()

3. Bestimmen Sie die Losungsmengen der komplexen Gleichungen z — |z| =1 + 2¢ und |z| — z = 1 + 2i.

Beweisen Sie:

4. Finden Sie alle komplexen Zahlen, welche konjugiert zu ihrem Quadrat sind.

Aufgabe 19. (Grenzwerte von Folgen)

Verifizieren Sie die Grenzwerte folgender Folgen:

n—oo ! n— 00

1\" n
lim <12) —1, VeeR:lm =0, lim {n=1
n— 00 n !

Aufgabe 20. (Anwendung der Grenzwertsétze)

Gegeben sei die Folge (an)nen mit a, = 75 + -+ + 2. Uberpriifen Sie die folgende Argumentation auf

Stichhaltigkeit und das Ergebnis auf Korrektheit:
Induktives Anwenden des ersten Grenzwertsatzes ergibt

i 1+2+ +n Y 1+1. 2+ n -k 1+1. 2+ n n_o
nsoo \ 02 T n2 ) T anemz TaB\ 02 n2) T nhsen? Talenz noeon2

Insbesondere existieren die Grenzwerte der einzelnen Summandenfolgen (%)nGN fir N = 1,2,... und
somit ist lima,, = 0.

Aufgabe 21. (Konvergenzgeschwindigkeit)

Um ein Mafs dafiir zu erhalten, wie schnell eine Folge konvergiert, fithren wir auf der Menge der reellen
Zahlenfolgen die folgende Relation ein:

(an)nen ~ (bn)nen = J,K>0:INeN:VneN,n> N :klay| < |bn| < K |ap].

Wir sagen, eine Nullfolge (ay,)nen konvergiert mit Rate o > 0, wenn (ap)nen ~ (B~ %)nen, und nennen o
dann die Konvergenzordnung von (@, )nen-

1. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
2. Zeigen Sie, dass die Konvergenzordnung einer Nullfolge eindeutig bestimmt ist.

3. Zeigen Sie, dass die folgenden Zahlenfolgen Nullfolgen sind, und bestimmen Sie ihre Konvergenzord-
nungen:

1 Vn4 3
anZL b, = +\/ﬁ, Cp = n d, = ——, en=vVn+1—+/n.

n3+n2+1’ n3 n—|—4’ 2n? —1
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Aufgabe 22. (Die Eulersche Zahl e)

1. Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Zahlenfolgen (a,)nen, (bn)nen eine Intervallschachtelung bilden:

n 1 n
an:Zg, Z

k=0’ k=0

R“H

Der Grenzwert lim a,, = lim b,, wird mit e bezeichnet und Eulersche Zahl genannt.
2. Zeigen Sie, dass die Folge (¢, )nen, gegeben durch ¢, = (1 + %)", ebenfalls gegen e konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie, dass (¢n)neny monoton wachsend ist und ¢, < ay, gilt, die Folge also speziell beschrankt durch e

ist und damit konvergiert. Weisen Sie anschliefend nach, dass lim ¢, > a,, fiir alle n € N erfiillt ist.

Aufgabe 23. (Konvergenz von Reihen)

1. Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz:

) (71)”‘ 0o 1 o ! 00 n n 0o 1 n4(—1)"
S Y Yo X)) X))

n=0 n=1 n=1

2. Berechnen Sie die folgenden (eigentlichen oder uneigentlichen) Grenzwerte, sofern existent:

Z\/n—l—l—f Z n—|—1) Zw”(mER).
n=0

Hinweis: Schreiben Sie die ersten beiden Reihen als Teleskopsummen. Fiir die dritte vervollstandigen Sie die Argumen-
tation in Beispiel 2.33.

o0

3. Zeigen Sie, dass fiir die Riemannsche Zetafunktion ((s) = Z - gilt: {(s) konvergiert < s > 1.

Aufgabe 24. (Paradoxon des Zenon von Elea (495-435 v.Chr.))

Der griechische Held Achilles veranstaltet einen Wettlauf mit einer (ziemlich schnellen) Schildkrite. Er
kann zehnmal schneller laufen als die Schildkréte und gibt ihr deshalb einen Vorsprung von zehn Ellen.
Achilles und die Schildkrote starten zur selben Zeit. Hat Achilles die ersten 10 Ellen durcheilt, so ist die
Schildkrite um eine Elle vorangekommen. Hat Achilles diese Elle zuriickgelegt, betrigt der Vorsprung der
Schildkrote noch 1/10 Ellen. Bringt Achilles diese Strecke hinter sich, hat die Schildkrdte immer noch
einen Vorsprung von 1/100 Ellen etc. Der Vorsprung der Schildkrote wird zwar immer kleiner, aber er
wird nie Null. Deshalb, so argumentiert Zenon, kann Achilles die Schildkréte niemals einholen.

1. Berechnen Sie mit der Formel “Geschwindigkeit = zuriickgelegte Strecke pro Zeit”, wie lange es dauert,
bis Achilles die Schildkrote eingeholt hat, und welche Strecke die beiden dann zuriickgelegt haben,
wenn Achilles” Geschwindigkeit zehn Ellen pro Sekunde betrégt.

2. Schreiben Sie die von Achilles zuriickgelegte Strecke geméft der Argumentation von Zenon als un-
endliche Reihe und I6sen Sie den scheinbaren Widerspruch durch Berechnung von deren Grenzwert
auf.

Aufgabe 25. (Fibonacci-Folge und Goldener Schnitt)
Die Fibonacci-Folge (fn)nen ist rekursiv definiert via f1 = 1, fo = 1, faao = far1 + fn (n > 0). Zeigen

Sie:
L ((1+VB\" [1-VB\" oy L4V - 1
reE((50) (7)) mSreTt S

Der Wert % wird als der Goldene Schnitt bezeichnet.
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Aufgabe 26. (Innenproduktriume)
Sei X ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Zeigen Sie:
1. Die Abbildung || - || : X — R mit ||z|| = \/(z, x) definiert eine Norm auf X.

Hinweis: Benutzen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
2. Es gilt der Satz des Pythagoras: (z,y) = 0 < ||z +y|> = ||z|? + |ly||? gilt fiir alle 2,y € X.
3. Es gilt die Parallelogrammregel |z +y[|* + |z — y|* = 2([|z[* + |ly[?) fir alle z,y € X.

Aufgabe 27. (Der Hilbertsche Folgenraum /%)

Bekanntlich bildet die Menge der Folgen A = {(an)nen | ¥ € N : a,, € R} mit den Operationen
D:AXA— -'47 (an)neN 2] (bn>n€N = (an + bn)nEN und ® : Rx A — A7 A® (an)neN = ()\ . an)nENa einen
R-Vektorraum.

1. Zeigen Sie, dass £ = {(an)nen | D a2 < oo} C A ein Untervektorraum von A ist, d.h. dass die
Nullfolge in ¢2 liegt und fiir alle Folgen a,b € £2 und alle A € R gelten a @ b € £? sowie A ® a € (2.

2. Zeigen Sie, dass (-, )2 mit {a,b)s2 = > a,b, ein Skalarprodukt auf /2 definiert.
Bemerkung: £2, versehen mit diesem Skalarprodukt, wird der Hilbertsche Folgenraum genannt.

3. Zeigen Sie, dass fiir alle Folgen a,b € ¢? die folgende Abschitzung erfiillt ist:

e o] 2 e e] 2 [e’e] [ee]
San| < (lallnl) <3 aP 3 nk
k=1 k=1 k=1 k=1

Aufgabe 28. (Eine Knobelaufgabe)

Eine Rennschnecke kriecht iiber ein beliebig elastisches Gummiband. Sie startet an einem Ende und
bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von zehn Zentimetern pro Minute. Jede Minute wird das Band um
einen Meter gleichméfig iiber die gesamte Linge gedehnt. Die Anfangslinge des Bandes betrigt einen
Meter.

1. Zeigen Sie, dass die Schnecke innerhalb einer endlichen Zeitspanne das gegeniiber liegende Ende des
Bandes erreicht.

2. Berechnen Sie, wie lange die Schnecke zur Uberquerung des Bandes benétigt. Wie grof muss die
Geschwindigkeit der Schnecke sein, um das Band innerhalb eines Tages zu {iberqueren?

Hinweis: Zur Beantwortung kénnen Sie technische Hilfsmittel wie einen programmierbaren Taschenrechner benutzen.

3. Recherchieren Sie die Bedeutung der Euler-Mascheronischen Konstante. Berechnen Sie mit dieser
naherungsweise erneut die Ergebnisse aus (2). Vergleichen Sie die Resultate.

Aufgabe 29. (Funktionsgrenzwerte)

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

" —1 . s . Gp" a1z 4 ag
_ 2
I oy (meN), lm w—vat4 3zl b, Ot 7O

Aufgabe 30. (Konsequenzen der Stetigkeit)
1. Seien f,g: R — R stetig und f = g auf Q. Zeigen Sie: f = g gilt auf ganz R.

2. Sei f: R — R stetig mit f(z +y) = f(z) + f(y) fir alle z,y € R. Zeigen Sie, dass ein ¢ € R existiert
mit f(z) = cx.

3. Seien [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige Selbstabbildung, d.h. es gelte
f([a,b]) C [a,b]. Zeigen Sie, dass f einen Fixpunkt besitzt, d.h. dass ein £ € [a, b] existiert mit f(§) = &.
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Aufgabe 31. (Lipschitz-, Holder- & gleichméfige Stetigkeit)

1. Zeigen Sie, dass Lipschitz-stetige Funktionen Holder-stetig sind, Holder-stetige Funktionen gleichméfig
stetig und gleichméfig stetige Funktionen stetig.

2. Uberpriifen Sie die Wurzelfunktion = + /2 auf den Definitionsbereichen D; = [1,00) und Dy = [0, 00)
auf Lipschitz-Stetigkeit, Holder-Stetigkeit, gleichméfige Stetigkeit und Stetigkeit.

Aufgabe 32. (Eine Knobelaufgabe)

Jeder von n Abgeordneten in einem Parlament hat héchstens drei Feinde, wobei Feindschaften immer in
beide Richtungen gelten: Ist ein Abgeordneter der Feind eines anderen, dann auch umgekehrt.

Kann man die Abgeordneten so auf zwei Hiuser aufteilen, dass jeder Abgeordnete in seinem Haus hochs-
tens einen Feind hat?

Aufgabe 33. (Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen)

1. Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchyschen Produktformel, dass fiir alle z,y € R gilt

cos(z +y) = cosx cosy — sinzxsiny.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle z € R gilt
sin?z + cos?z = 1.

3. Beweisen Sie fiir z,y € 5Z die folgende Summenformnel fiir die Tangensfunktion:

tanz + tany
t =
an(w +) 1 —tanztany

4. Zeigen Sie, dass alle x € R der folgenden Halbwinkelformel geniigen:

X 1 —cosx
l—cos? (2 ) =—"22
o8 (2) 2

Aufgabe 34. (Differenzierbarkeit)

Ermitteln Sie die natiirlichen Definitionsbereiche und die Ableitungen der folgenden Funktionen:

fx)=(")"  folz) =2, fz(2)=VInz,  fi(z) =In(n(* +z+1)).

Aufgabe 35. (Unkontrollierte Oszillationen)

Fiir n € Ny definieren wir die Funktion f,, : R — R durch

2"sin (L) firx £ 0
ful) = (z) firaz0
0 firz=0

Zeigen Sie:

1. Fir n =0 ist f,, im Punkt = = 0 nicht stetig.

2. Fir n =1 ist f, im Punkt x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

3. Fir n =2 ist f,, im Punkt z = 0 differenzierbar, aber f/ ist in x nicht stetig.
4. Fiir n = 3 ist f,, im Punkt z = 0 stetig differenzierbar.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 36. (Differenzenquotient und Differenzialquotient)

Zu gegebenem o € R sei f : [z, 29 + 1] = R eine im Punkt xz( linksseitig differenzierbare Funktion, d.h.
f(tn)—f(z0) in R

fiir alle Folgen (t,)nen C [20, 0 + 1] mit ¢, — x konvergiere der Differenzenquotient - e

gegen den gleichen Wert. Weiter sei f(xg) > 0.

1 n
Man zeige, dass (zn,)nen, gegeben durch z, = (%) , konvergiert, und bestimme den Grenzwert.

Hinweis: Argumentieren Sie mit Hilfe der logarithmierten Folge y, = Inx,.

Aufgabe 37. (Logarithmisches Differenzieren)
Seien fi, ..., fn : (a,b) — R differenzierbar mit f;(x) # 0 fiir alle ¢ und alle x. Zeigen Sie:

(fr--f) _F1 T
[T P A

Aufgabe 38. (Ableitung von Umkehrfunktionen)

1. Zeigen Sie, dass fiir die Arcussinus-Funktion arcsin = sin™' : (—1,1) — R gilt arcsin’(z) = —.

2. Zeigen Sie, dass fiir die Arcustangens-Funktion arctan = tan™! : (=%, %) — R gilt arctan’(z) =

1
1422
3. Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R mit f(z) = x + €® invertierbar ist, und berechnen Sie die

Ableitung der Umkehrfunktion.

Aufgabe 39. (Regeln von I'Hopital)

1. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

_1

lim 1+ arctanz lim  sin(7z)In|l — x|, lim o™ %),

z—0 r—1 n—00

. 5 —arcsinx . 1 1 . sinx + cosx
im = im — — —— im @ ————.
a1 Vi—=z =0 z  In(z+1) =0 x

2. Zeigen Sie, dass fiir alle z € R gilt exp(z) = lim (1 + Z)".

n— oo

3. Weisen Sie nach, dass die Folgen (e™")pen und (ﬁ)nel\] keine Wachstumsraten besitzen.

Aufgabe 40. (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung)

1. Sei f:]0,1] — R differenzierbar mit f(0) =0 und f'(z) < Az auf [0, 1] fiir ein A > 0. Zeigen Sie, dass
f <0 auf [0, 1] erfiillt ist.

2. Zeigen Sie: Fiir differenzierbares f : [0,00) — R mit £ = li_>m f'(xz) e Rgilt lim f(x+1)— f(z)=¢.
x oo Tr—r00

3. Uberpriifen Sie, ob das folgende Randwertproblem eine Losung f € C*([1,3],R) besitzt:
fl(x) = f*(x)+4 firze(1,3), f(1)=1,  f(3)=6.

Aufgabe 41. (Satz von Taylor)
1. a) Zeigen Sie, dass fiir die n-te Ableitung der Funktion f : (=%, %) — R mit f(x) = arctan(z) gilt

b) Berechnen Sie die Taylorreihe T um o = 0 und zeigen Sie, dass fiir |z] < 1 gilt T¢(z) — f(z).
2. Zeigen Sie, dass fiir alle z € R mit |z| < 1 und alle o € R gilt

(1+2)* = :0 (Z) a*.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 42. (Integration mittels Darboux-Summen)

Bestimmen Sie mittels Darbouxscher Summation das Integral der Cosinus-Funktion tiber [0, x].

sin((n+1)e)

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir jedes z ¢ 27Z gllt + Z cos(kz) = aem(la)
3

Aufgabe 43. (Holder-Ungleichung fiir Integrale)
Seien p,q € (1,00) mit % + % =1und f,g: [a,b] — R integrierbar. Zeigen Sie:

/|f 2)ldz < (/f |pdx);~</b|g<x>|qu);

Aufgabe 44. (Minkowski-Ungleichung fiir Integrale)

Seien p € [1,00) und f, g : [a,b] — R integrierbar. Zeigen Sie:

b

(/|f +g(o |Pda:) (/|f )’ +(/|g<x>|pdx)’l’

a

Aufgabe 45. (Opialsche Ungleichung)
Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar mit f(a) = 0. Zeigen Sie:

/|f

Aufgabe 46. (Integrale elementarer Funktionen)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

/3 /2 e2
1 1

/ cos2(z) dz, / v/sin(z) cos(z) du, / oy g dz.

0 0 er

Aufgabe 47. (Stammfunktionen elementarer Funktionen)

Bestimmen Sie fiir geeignete Definitionsbereiche folgende Stammfunktionen:

1
/ln|x|dx, /sinQ(x) dz, /%d

Aufgabe 48. (Logarithmisches Integrieren)
Sei f € C%(a,b],(0,00)). Dann gilt

Aufgabe 49. (Riemann-Lemma)
Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie:

nll)rfoo / f(z)sin(na)da = 0.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 50. (Rotationskorper)

Rotiert der Graph einer stetigen Funktion f € C%([a,b],[0,00)) um die z-Achse, so entsteht ein dreidi-
mensionaler Koérper, dessen Volumen und Oberflache gegeben sind durch die Formeln

b b
V:ﬂ/f(x)Qda:, O:27r/f(x)\/1—|—f’(x)2dx.

Berechnen Sie das Volumen und die Oberflache einer Kugel vom Radius R durch Rotation eines Kreis-
bogens um die z-Achse.

Aufgabe 51. (Taylorformel mit Integralrestglied)
Seien f € C"*1([a,b],R) und £ € (a,b). Zeigen Sie:

n (k) 7 opn1)
s =Y 8w —gr s [L i yray

k! n!
k=0 ¢

Leiten Sie daraus die Lagrangesche Restglieddarstellung her:

Reras (1) @ =™
f(l‘)—kz::o X (x—&F+f +>(C)m fiir ein ¢ € (£, z).

Aufgabe 52. (Satz von Fejér)
Seien f,g: R — R stetige Funktionen und gelte g(z + 1) = g(z) fiir alle € R. Zeigen Sie:

1

1 1
lim f@)g(nx)da = /0 flz)dx - /0 g(z)dz.

n—o0 Jq
1 n k/n
Hinweis: Schreiben Sie [ f(z)g(nz)dz = > [  f(z)g(nz)dz und wenden Sie den Mittelwertsatz an.
0 E=1(k—1)/n

Aufgabe 53. (Trapez-Regel)
Sei f : [a,b] — R stetig und zweimal differenzierbar mit |f”(z)| < M fiir alle z € (a,b) und seien n € N,
h= %9 gz, =a+ kh. Zeigen Sie:

n

b n—1
[ 1t@yan = (510 + 3 1) + 5 sten)) + RO
a k=1

wobei sich das Restglied R(h) abschitzen lisst durch R(h) < 5(b — a)Mh?; es liegt also quadratische
Konvergenz vor.

Aufgabe 54. (Anwendung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung)
Seien f : [a,b] — R stetig und g, h : [, 8] — [a, b] differenzierbar. Zeigen Sie, dass F : [o, 5] — R mit
h(z)

F(z) = /f(t)dt
g(x)

differenzierbar ist, und bestimmen Sie die Ableitung von F.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 55. (Uneigentliche Integrale)

Uberpriifen Sie, fiir welche s > 0 die folgenden uneigentlichen Integrale existieren:

1 [e%s)

1 1 1
/—da:, /—da:, /—dm.
xS xs xS

0 0

1

Aufgabe 56. (Cauchyscher Hauptwert)

Seien der Integrand f € C°(R\{0},R) und die Transformation ¢ € C'(R,R) gegeben durch f(z) = 1,
o(z) = 23 fiir < 0 und p(x) = 22 fiir x > 0. Zeigen Sie, dass fiir alle a < 0 < b gilt

0]
CH/f )dz # CH / Flo(a)¢ (z) da.
0

Der Cauchysche Hauptwert ist also nicht vertrdglich mit der Substitutionsregel.

Aufgabe 57. (Vertauschung von Limes und Integral)

1. Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge f,, : [0,1] — R mit f,(z) = nsin(nz) fiir 2 € [0, Z] und f,(z) =0
sonst gegen eine Grenzfunktion konvergiert, dass Integration und Grenzwertblldung aber nicht ver-

tauschen, d.h.
1

1
lim [ f,(x)dx # /nlgrgo fn(z)dx
0

n—o00
0

2. Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge f,, : R — R mit f,(z) = L fiir € [0,n] und f,(z) = 0 sonst
gleichméfig konvergent ist, dass aber dennoch gilt

oo

lim [ f.(z) d:n;é/ lim_f,,(x) dz
0

n—00
0

3. Ist die Folge fn(z) = % exp(—%) (z > 0) gleichméfig konvergent? Vertauschen Limes und Integral?

Aufgabe 58. (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen)

Sei f:[1,00) — R eine monoton fallende Funktion. Zeigen Sie:

o0
Z f(n) konvergiert = / f(x) dx konvergiert.
k=1

Aufgabe 59. (Euler-Mascheronische Konstante)

Zeigen Sie: Die harmonische Reihe und der natiirliche Logarithmus haben die gleiche Wachstumsrate:

li — —1In(n) k t.
Jim Z n(n) konvergier

Aufgabe 60. (Wallis’sche Produktformel)

o0
Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt [] #"il den Grenzwert 7 besitzt.
n=1
/2

Hinweis: Weisen Sie nach, dass fir A, = [ sin"zdz gilt 1 = lim
0 n—oo

Agpt1 _ 2 ﬁ 4k2
on 7w L 4k2-1"
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 61. (Weierstrafssches Konvergenzkriterium)

Seien f,, : D C R — R Funktionen (n € N). Zeigen Sie:

o oo
Z sup | fn(z)] < 00 = Z frn konvergiert absolut und gleichméfig auf D.
n=1 z€D n=1

Aufgabe 62. (Trigonometrische Reihen)
1. Seien € € (0,7) und D = [¢, 27 — €]. Zeigen Sie:

o0 . _ . 71 §
7; sm;nx) _ WTxgleichméiﬁig auf D, speziell 7;0 2(n _3 o= %
2. Folgern Sie mit Satz 4.21 daraus:
i cos(nz) x—nm? 2 leichmific auf R seziell i 1 72
= —_ — 1cnimailsi u 71 - _T
oo 2 12 ® gaul R, sp 2w "6

Aufgabe 63. (Fourier-Reihen)
1. Berechnen Sie die Fourier-Reihe F; der 2m-periodischen Funktion f : R — R, gegeben durch

-1 z2ze (0,7
f(x){ +1 J:GEW,ZJr)

2. Konvergiert 7; punktweise, gleichméfig, im quadratischen Mittel gegen f7?

Aufgabe 64. (Funktionswerte der Riemannschen ¢-Funktion)

Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen:

W= =Y
n=1 n=1
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