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1 VEKTORRAUME 1.1 DER n-DIMENSIONALE, REELLE RAUM

1. Vektorraume

In diesem Kapitel fithren wir das Konzept des endlich-dimensionalen Vektorraumes ein. Dies sind Struk-
turen, in denen man Elemente addieren und skalieren, d.h. Vektoren aneinandersetzen und um gewisse
Faktoren strecken kann. Die ersten vier Abschnitte konzentrieren sich auf die Vektorraume R™ und C™;
hier lassen sich geometrische Grofen wie Winkel, Langen und Abstdnde definieren, Geraden und Ebenen
lassen sich als Untervektorrdume auffassen. Die zentralen Begriffe Basis, Dimension und lineare Abhéngig-
keit, die in den Abschnitten fiinf bis acht eingefiihrt werden, machen dagegen in beliebigen Vektorrdumen
Sinn. Sie dienen dazu, Vektorrdume durch eine endliche Teilmenge zu reprisentieren, aus denen sich
der gesamte Raum durch endliche Linearkombinationen zuriickgewinnen lassen. In den Abschnitten neun
und zehn werden Vektorraummethoden zum Losen linearer Gleichungssysteme eingesetzt; die Menge aller
Lésungen solcher Systeme kann als Untervektorraum aufgefasst werden.

1.1. Der n-dimensionale, reelle Raum

Wir versehen die Menge der reellen n-Tupel R™ mit einer Addition und einer sklalaren Multiplikation,
die es erlauben, Vektoren aneinanderzufiigen und um einen Faktor zu strecken. Geometrische Grofen
kénnen dann analytisch bestimmt werden, was es erlaubt, zentrale Sétze der Euklidischen Geometrie wie
die Parallelogrammregel, den Satz des Pythagoras oder den Satz des Thales analytisch zu beweisen.

Bemerkung 1.1.

Wir fiihren die folgenden Konventionen ein:
1. R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen.
2. Operationen auf R, d.h. Abbildungen R x R — R, sind + und -.
3. R” bezeichnet die Menge der reellen n-Tupel (ay, ..., an), also {(a1,...,an) | a1,...,a, € R}.
4. Charakteristische Eigenschaft eines n-Tupels: (a1, ..., a,) = (b1, ...,b,) & a1 = by, ..., ap = by,.
5. Im R™ heifen ay, ..., a,, die Komponenten oder Koordinaten des Punktes P = (a1, ..., ay).
6. Seien x = (z1,...,2,) €ER™, y = (y1,.-,Yn) € R” und a € R. Wir definieren:
a) ¢+y=(x1 4+ Yy1,..., Ty + Yn). Die Operation + : R™ x R™ — R™ heifit Vektoraddition auf R™.

b) 0= (0,...,0).
c) —x = (=21, ..., —Tp).
d) a-x = (axy,...,ax,) Die Abbildung - : R x R™ — R™ heifit skalare Multiplikation auf R™. O

Definition 1.2.
Seien G eine Menge und + eine Operation auf G, dann heifit (G, +) eine Gruppe, falls

1. (x4+y)+z=a+ (y+2) fir alle z,y, 2z € G (Assoziativitit).
2. Es gibt ein 0 € G mit £ +0 =2 = 0 4 z fiir alle z € G. 0 heifit neutrales Element.

3. Zu jedem z € G gibt es ein —x € G mit x + (—z) = 0 = (—z) + z. —z heift das zu z inverse
Element.

Falls zuséatzlich gilt
4. x +y=y+x fir alle x,y € G (Kommutativitit),
dann heilt (G, +) eine abelsche Gruppe.

Ist - eine weitere Operation auf G, so dass G* = G\{0} eine abelsche Gruppe ist (wir schreiben 1 fiir
das Neutrale und z~! fiir das Inverse zu z) und gilt

5.2-(y+z2)=z-y+z-zund (x+vy) - z=x-2z+y-z fir alle z,y,z € R (Distributivitit),
dann heift (G, +, ) ein Korper.
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1.1 DER n-DIMENSIONALE, REELLE RAUM

Bemerkung 1.3.

1. Die reellen Zahlen R bilden einen Korper, ebenso die rationalen Zahlen Q.

1 VEKTORRAUME

2. (R™,+) ist eine abelsche Gruppe: Seien z = (z1,..., %), ¥ = (Y1,..-,Yn) und z = (21, ..., 2, ) Elemente

aus R”, dann gelten

(x+y)+z=(x1+y1, s Tn+Yn) + (21, -, 2n)
(1 + Y1) + 21, oo, (T + Yn) + 20)
= (@1 + (W1 + 21)s s Tn + (Yn + 20))
= (21, s Tn) + (Y1 + 215 Yn + 2n)

T+ (y+ 2);

.’E+y = (‘Tl +y13 ey Ty +yn)
=W+ 21, Yn +xp)
=Y+

r+0=(x1+0,....,2, +0)
= (T1, ., Tp)
=0+2x1,....,0+z,)
=0+ z;

4+ —z=(z1+ (—21), ...,y + (—2p))
=(0,...,0)
= ((—z1) + 21, ooy (—20) + )

=—xr+x.

Definition 1.4.
Sind (V,+) eine abelsche Gruppe und - : R x V' — V eine Abbildung mit

1. (a+ B)r = azx + Bz fir alle o, 3 € R und alle z € V,
2. a(z +y) =ar+ ay fir alle « € R und alle z,y € V,
3. (af)x = o) fiir alle a, f € R und alle x € V und

4. lx = x fiur alle x € V,

dann heift (V,+, ) ein R-Vektorraum.

Bemerkung 1.5.
(V,+,-) ist ein R-Vektorraum: Seien «, 5 € R, dann gelten:

(a+ Bz = ((a+B)z1,.... (a + B)zn)

= (axy + a1, ..., axy + Bay)

= (ax1,...,azy) + (Bz1, ..., Bzy)
=a(x1, .y n) + B(x1, 0y )

= ax + Pz

alz+y)=a(@1 + Y1, Tn + Yn)
= (a(z1 +y1), oy (T + Yn))
= (ax1 + ayy, ..., ey + ayp)
= (ax1, ..y aZy) + (Y1, ooy QYR
= ar + ay;
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1 VEKTORRAUME 1.1 DER n-DIMENSIONALE, REELLE RAUM

(af)x = ((af)x1,...., (aB)zy)
= (a(Bz1),...,(Bxy))

Bemerkung 1.6.

Addition und Multiplikation im R™ entsprechen geometrisch dem Aneinandersetzen und Strecken (Skalie-
ren) von Vektoren. Wir werden im Folgenden weitere geometrische Objekte analytisch einfithren: Léngen,
Absténde und Winkel. Allgemein bekannte geometrische Konzepte lassen sich so durch direktes Nach-
rechnen beweisen; dieses Vorgehen bezeichnet man als die analytische Geometrie. Beispiele sind:

1. Satz des Pythagoras: In einem rechtwinklingen Dreieck ist das Quadrat der langsten Seite gleich der
Summe der Quadrate der anderen beiden Seiten.

2. Satz des Thales: Spannt man {iber einer Sehne eines Kreises zu einem beliebigen Punkt auf dem Kreis
ein Dreieck auf, so betrigt der in diesem Punkt eingeschlossene Winkel stets 90°.

3. Parallelogrammgleichung: Die Summe der Langen der beiden Diagonalen in einem Parallelogramm ist
stets identisch mit dem Doppelten der Summe der beiden Seitenldngen, d.h. der das Parallelogramm
aufspannenden Vektoren. O

Definition 1.7.

Seien (V, +, ) ein R-Vektorraum und (-, -) : V' xV — R eine positiv definite, symmetrische Bilinearform,
d.h. eine Abbildung mit

L (z+y,2) = (,2) +u2), @&y+2) =&y + (2 wd Az,y) = Mz,y), (£, y) = Mz, y) fir
alle z,y € V und alle A € R (Bilinearitét);

2. (z,y) = (y, z) fiir alle z,y € V (Symmetrie);

3. (z,z) > 0 (Positivitéit) und

4. (z,z) = 0= 2 =0 (Definitheit).

Dann heifit (-, -) ein euklidisches Skalarprodukt auf V' und (V; (-, -)) heift ein euklidischer Raum.

Bemerkung 1.8.
Zux=(x1,...Tn), Y= (Yy1,...,Yn) € R™ definieren wir
n
(z,y) = Z%‘yz‘ =T1Y1 + .o + TnYn.
i=1
Dann definiert (-, -) ein euklidisches Skalarprodukt auf R™:
=x121 t 2+ + Tp2Zn + Yn2n
= (1‘12’1 +---+ xnzn) + (y1z1 +---+ ynzn)
= (z,2) + (y, 2);

<>‘$7y> = (/\l'l)yl et ()‘xn)yn
= AMz1y1) + - + AM@nyn)
= AMz1y1 + - + Tpyn)
= Mz, y);
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1.1 DER n-DIMENSIONALE, REELLE RAUM 1 VEKTORRAUME

<£L’,y> = T1Y1 + - +xnyn
=T+t Ynln
= (y,z);

(x,0) =2+ - +al > 0;

(r,x) =0= 23+ - -+ 22 =

=272=0, ., 22 =0
=21=0, ..., z, =0
=z =0.

Die Linearitét in der zweiten Komponenten folgt mit der Symmetrie aus der Linearitdt in der ersten
Komponenten. O

Definition 1.9.

Sei (V,+,-) ein R-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — R heifit eine Norm auf V, falls gelten:
1. ||z|] = 0 (Positivitdt) und ||z|| = 0 = z = 0 fiir alle z € V (Definitheit),

2. |laz|| = |af - ||z|| fir alle « € R, z € V' (Multiplikativitéit) und

3. ||z + 9yl < |lz|| + ||yl fiir alle z,y € V' (Dreiecksungleichung).

||z|| heifst die Lénge von z.

(V4 || - 11) heifst ein normierter R Vektorraum.

Bemerkung 1.10.
Seien (V, (-,-)) ein euklidischer Raum und x € V. Wir definieren

[|z]] = V/{z, z).

[| - || heift euklidische Norm auf V' oder auch die zu (-, -) gehorige Norm.

| - || definiert eine Norm: || - || ist positiv definit, da (-,-) es ist. Seien 2,y € V und « € R, dann
llaz|] = v/ (o, or)
— (a2
= laf - [

[l +yl? = ll2]® + [lyl* + 2(z, y)
< [l[* + 2/l Iyl + [yll*
= ([l + [lyl)?
nach Satz 1.11, also ||z + y|| < ||z|| + [|y]|- O

Satz 1.11.
Seien (V, (-, -)) ein euklidischer R-Vektorraum und z,y € V. Dann gelten:

1 ||z +yl? = ||z||* + 2(z,y) + ||y||* (Binomische Formel)

2. ||z —yl|? = ||z||* = 2(z,y) + ||y||* (Satz des Pythagoras)

3. |z +ylI? + ||z — yl|* = 2|||]* + 2||y||* (Parallelogrammregel)
4. [{z,y)| <|lz|| lly]| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
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1 VEKTORRAUME 1.1 DER n-DIMENSIONALE, REELLE RAUM

Beweis.

1. Seien z,y € V, dann gelten:

lz+yllP=(x+y,z+y)

(
=(z,z+y)+ Y,z +y)
= (z,2) + (z,y) + (y,7) + (y,9)
= (z,2) + 2(z,y) + (¥, y)
= l2II” + 2(z, v) + [lylI*;

lz —yl|* = (z —y,z —y)
=(z, 2 —y)+ (-y, 2 —y)
= (z,2) + (z,—y) + (-y,2) + (~y,—y)
= |2 = 2(x, v) + [lylI*;

lz+yll® + [l = yl* = l|2]* + 2(z, y) + [lyl* + [|«]]* = 2(z,y) + ||y[]?
= 2|Jz|* + 2| |yl [*.
2. Fiir alle A\, p € R gilt:
0 < |[|Az + py|* = Az + py, Ae + pz) = Nz, x) + 20z, y) + 1y, y).
Setze A = (y,y) und u = —(z, y); dann gilt:
0 < (v, u)(y,y) (@, x) = 2y, y){x,y)(x, y) + (2, 9){z, y)(y,v),
also
0 < (y, ) (2, 2)(y,y) — (2,9)(z,9))-
Fir (y,y) =0, d.h. y = 0, ist die Ungleichung erfiillt. Sei nun also y # 0. Dann (y,y) > 0, also
0< (2 a)(y,y) — (x,y)? = (2,9)° < (z,2){yy),

d.b. [(z, )| < [lz][ [[yl]. U

Definition 1.12.

Seien (V, (-,+)) ein euklidischer Raum und z,y € V. Wir sagen, z,y sind orthogonal zueinander oder
stehen senkrecht aufeinander (in Zeichen: z 1y), falls (x,y) = 0.

Bemerkung 1.13.

1. Seien z,y € V, dann gilt:
ely = o=yl =llz+yll,

denn

lz +yll = [lz = yll & [la +yl* = ||z - yI]?
& ||z]? + 2(z, ) + [lyl1* = ||2[]*(z, y) + llyl]>
S Az, y)y =0
S xly.
2. Der Nullvektor steht orthogonal auf jedem z € V:

(,0) =0-(z,0) = 0. O
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1.1 DER n-DIMENSIONALE, REELLE RAUM 1 VEKTORRAUME

Definition 1.14.

Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Abbildung d(-,-) : X x X — R heifit eine Metrik, falls gelten:
1. d(z,y) =0 x =y fir alle x,y € V.

2. d(z,y) = d(y, x) fiir alle x,y € V. (Symmetrie)

3. d(z,y) < d(zx,z) +d(z,y) fir alle z,y, z € V (Dreiecksungleichung).

d(z,y) heifit der Abstand zwischen z und y.

d heift eine Metrik und das Paar (X, d) heifit metrischer Raum.

Bemerkung 1.15.

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum. Zu x,y € V definiere

d(z,y) = [lz - yll-
d heifst euklidische Metrik oder zu || - || gehorige Metrik.
Dann ist (V,d) ein metrischer Raum: 1. folgt aus der Definitheit von || - ||. Seien x,y, z € V, dann gelten:
d(z,y) = [|lz -yl
== 1] ly — ]
= d(y, v);

d(z,y) = ||z — yl|
=[x —2)+ (= -yl
< lz =zl + [z = yll
=d(z, 2z) + d(z,y). O

Definition 1.16.
Seien (V, (-, -)) ein euklidischer Raum und z,y € V\{0}.

<(,y) = cos™! (chﬁf'?@”) '

<(z,y) heit der Winkel zwischen x und y.

Bemerkung 1.17.

Im R? stimmt diese Winkeldefinition mit der ,,Ublichen® iiberein:

z _y
T[] Tyl
y ab. Wir kénnen also (E ||z|| = ||ly|| = 1 annehmen, d.h. <(x,y) = (z,y).

2. Seien a = <«(z,(1,0)) und g = <(y, (1,0)), dann z = (cos(a),sin(«)) und y = (cos(S),sin(B)). Nach
Additionstheorem gilt

1. Wegen <((,y) = cos™{ ) hingt der Winkel zwischen « und y nicht von der Lénge von x bzw.

(x,y) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(a — ) = <(x, y). O

Definition 1.18.
Zwei Vektoren z und y aus R™ heifen linear abhéngig, wenn es ein a € R gibt mit £ = ay oder y = ax.

Existiert kein solches «, so heiften die Vektoren linear unabhéngig.

Bemerkung 1.19.

Beschrankt man sich nur auf eine der beiden Gleichungen, z.B. auf = ay, so st6#t man beim Nullvektor
auf einen Widerspruch:
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1 VEKTORRAUME 1.2 DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Fir x = 0 und y # 0 findet man kein o € R mit ay = x, d.h. 0 wére linear unabhéngig von allen anderen
Vektoren. Gleichzeitig gilt mit y = 0 und = # 0 fiir @ € R beliebig die Beziehung ax = y, d.h. 0 wire
linear abhingig von allen anderen Vektoren, ein Widerspruch.

Nach der ,richtigen“ Definition ist der Nullvektor tatsédchlich linear abhingig von allen Vektoren. O

Korollar 1.20. (zur Cauchy-Schwarzschen Ungleichung)

Fiir alle z,y € R™ gilt: [(x,y)| = ||z]|||y|| © =,y sind linear abhéngig.

Beweis. Wir diirfen (E annehmen, dass y # 0 gilt (andernfalls ist die Behauptung trivial).

1. Gelte (z,9)? = ||z||?||y||?. Setze X = Hi‘:; dann gilt

[l = Myl* = ll2ll* = 2X, y) + A2Iyl1* = (2] = 2|z [lyl] + X*[lyl]* = (llz]] = AllyI)* =0,

d.h. x — Ay = 0 und damit « = Ay, d.h. z,y sind linear abhéngig.
2. Gelte umgekehrt y = Az fiir ein A € R (insbesondere A # 0), dann ist

1\? N
el Pl = el = X2(o.a)? = 3 (s, ) = Sgto®

also [[z[| [[yl] = |(z, y)|. U

1.2. Die komplexen Zahlen

Wir fithren die komplexen Zahlen ein, um einen Zahlbereich zur Verfiigung zu haben, in dem quadratische
Gleichungen und auch polynomiale Gleichungen hoherer Ordnung stets auflosbar sind — die Gleichung
22 + 1 = 0 besitzt bekanntlich keine Losung x in R.

Bemerkung 1.21.

In R besitzt jede polynomiale Gleichung
2"t ap 12" P+ oz +ag=0

mit n € N ungerade und Koeffizienten aq, ..., a,—1 € R eine Losung.

Die Gleichung
2> +1=0

hat dagegen keine Losung in R. Wir suchen also einen Oberkdrper von R, in dem 22 + 1 = 0 eine Lésung
hat. O

Bemerkung 1.22.

Falls dieser Oberkdrper existiert, miissen gelten:
1. i = /—1 existiert, die imaginédre Einheit.
2. Seien a,b € R. Ist a + bi = 0, dann sind bereits a = 0 und b = 0:

a+bi =0« —a=>bi. Wire b # 0, dann i = —¢ € R, was nicht sein kann. Also b = 0 und damit auch
a =0, denn 0i = (0+ 0)i = 0i + 0i = 0 = 0i.

3. (a+bi) + (c+di) = (a+¢)+ (b+ d)i fiir alle a,b,¢,d € R: In einem Korper gelten Assoziativ-,
Kommutativ- und Distributivgesetz.

4. (a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i fir alle a,b,¢,d € R:

(a+bi)(c+ di) = ac+ adi + bic + bidi = ac + (ad + be)i — bd = (ac — bd) + (ad + be)i. O
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1.2 DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

1 VEKTORRAUME

Satz 1.23.

Definieren wir als Multiplikation auf R2

so bildet die abelsche Gruppe (R?,
der komplexen Zahlen C, d.h. es gelten:

1. Vz,2/, 2" € R?: 2(2'2") = (22')2"

5. Vz,2', 2" € R?:

(a,b)(c,d) =

+) zusammen mit dieser Multiplikation einen Kérper, den Korper

. (Assoziativitét)

1z = z. 1 = (1,0) ist das multiplikativ Neutrale.

2. V2,2’ € R?: 22/ = 2'2. (Kommutativitiit)
3. 1 eR?:VzeR%:
4. VzeR?: 327t eR?: 227 = 1. (a,b)7!

z(2' + 2") = 22’ + z2". (Distributivitéit)

(ac — bd,ad + bc),

= afﬁ(a, —b) ist das multiplikativ Inverse zu z = (a, b).

Beweis.

Seien z = (a,b), 2z’ = (a’/,b’) und 2"

= (a”,V") Elemente aus R?. Dann gelten:

(a,b)((a/,b/)(a//,b//)) — (a )( ! 1" b/b,/ b,/+b/a/,)

(a( ! b/b//) _ b(a/b// + bla//),a(a/bﬂ _|_b/ //) _ b( ! 1" b/bll))
(a 1" ab/b// ba/b// _ bb/a//,aa/b// +ab/ " ba/ " + bb/b//)
(a b/ 1 ablb// _ba/b//,aa/b// +bb/b/l +ab/ " ba/ II)

= ((aa’ — bb")a" — (ab' + ba" V", (aa’ + bH' )" + (ab’ — ba')a")
= (aa’ —bb',ab’ +ba’)(a", V")

= ((a7 b)(a b/))(auv b//);

(a,b)(a’,b") = (aa’ — bV, ab + ba')
= (a'a—b'b,a'b+ba)
= (a’,V')(a,b);
(a,b)(1,0) = (al — b0, a0 + b1)
= (avb);
1 a? b? —ab ba
(ab) 2+b2( b)_(a2+b2 a2+b2’a2+b2+a2+b2>

_ a? +b% ab—ab

T \a2 42 a2+

= (170);

(a,b)((a’, V) + (a”,b")) = (a,b)(a’ + a”, b +b")
= (a(a’ +a") = b + V"), ad +b") +bla' +a"))
(aa +aa” —bb' +bb" ab’ + ab” + ba’ + ba'")
aa’ — ab + ba aa’ — ,ab" + ba
bbl b/ b 1 bbl/ b/l b "

a a a a’, .
( ,b)(a’,0") + ( ,b)( "0 O

Satz 1.24. (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom

pla) = 2"+ apra™ o
ap—1 € C und n > 1 hat eine Nullstelle in C, d.h. es gibt ein z € C mit p(z) = 0.

mit ag, ...,

+ a1 + ag

WS 2005,2006
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1 VEKTORRAUME 1.2 DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Definition 1.25.

Seien G und H Mengen und f eine Abbildung (Funktion) von G nach H, d.h. eine Zuordnungsvorschrift,
die jedem Element der Menge G genau ein Element der Menge H zuordnet.

f heift surjektiv, wenn fiir jedes h € H ein g € G existiert mit f(g) = h.

f heift injektiv, wenn zwei verschiedenen Elementen g;, go € G stets zwei verschiedene Elemente hq, ho
zugeordnet werden, d.h. wenn fiir alle g1, 9o € G gilt: g1 # g2 = f(g1) # f(g2)-

Ist eine Abbildung sowohl surjektiv als auch injektiv, so heifst sie bijektiv.

Bemerkung 1.26.

1. t: R = R2% aw (a,0) ist eine Einbettung, d.h. eine injektive, mit den Kérperoperationen vertrigliche
Abbildung: Seien a,b € R, dann gelten:

a) Ist ¢(a) = ¢(b), d.h. (a,0) = (b,0), dann ist bereits a = b.

b) v(a+0b) = (a+b,0) = (a,0) + (b,0) = t(a) + ¢(b).

c) t(ab) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = t(a)u(b).

Wir kénnen a € R also mit (a,0) € R? identifizieren, d.h. wir setzen a € R? via a = (a,0).
2. Definieren wir noch ¢ = (0,1), dann gelten:

a) i2 = —1, denn i2 = (0,1)(0,1) = (0 — 1,0+ 0) = (~1,0) = —1.

b) ib = (0,b) fiir alle b € R, denn ib = (0,1)(b,0) = (0— 0,0 +b) = (0,b).

c) a+ib= (a,b) fur alle a,b € R, denn a + ib = (a,0) + (0,b) = (¢ + 0,0 + b) = (a, b). O

Definition 1.27.

Zu z € C, z = (a,b) = a + ib, heiflt a der Realteil (Re(z)) von z und b heift der Imaginéirteil (Im(z))
von b.

Ist z = a + b, dann heift Z = a — @b die zu z komplex konjugierte Zahl.

Satz 1.28.

Die komplexe Konjugation s : C — C, z — k(z) = Z ist bijektiv.

Beweis.

1. ¢ ist idempotent, d.h. »(3(z)) = z fiir alle v € C: Seil © = a + ib, dann ist

(3(x)) = s (5(a + b)) = s(a —ib) = a + ib.

2. s ist injektiv: Gelte zZ = 2/ fiir z, 2’ € C, dann ist

z2=z=2 =7,

3. Ist z € C, dann ist z = (%), d.h. s ist surjektiv. a

Satz 1.29.
Fiir z1, 29 € C gilt weiter:
1. 21+ 20 =727 + 2.

2. 2129 = Z1 22.

3. Fiir |2z] = 27 gilt: |z| = ||z]|? = /Re(2)? + Im(2)2.
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1.3 DER n-DIMENSIONALE, KOMPLEXE RAUM 1 VEKTORRAUME

Beweis.

Seien z; = (a1,b1), 22 = (az,bs). Dann gelten:

21+ 22 = (a1,01) + (az, b2)
= (a1 + aa,by + b2)
= (a1 + az, —(b1 + b2))
= (
= (

ar, —b1) + (az, —bz)
ar,br) + (az,ba)

=z1t+2z

Z122 = (a1, b1)(az,b2)

(
= (a1a2 — biba,a1bs + bras)
= (araz — b1ba, —(a1ba + braz))
= (araz — b1ba, a1 (—b2) + (—b1)az)
= (a1,—bl)(a2,—b2)

(

(
= (aa + bb, —ab + ab)
= (a® 4+ 1,0)
a® +b?
(e, )2
121, 0

Bemerkung 1.30.

1. Ist z # 0, dann besitzt das zu z multiplikativ Inverse Z die Darstellung

1 7z %
z 2z |22
2. | - | ist multiplikativ: Seien z,z’ € C, dann
|22 = (22")22" = (22)(2'2") = |2| |7 O

1.3. Der n-dimensionale, komplexe Raum

Wir versehen nun auch die Menge der komplexen n-Tupel C™ mit einer Vektorraumstruktur und iiber-
tragen die geometrischen Konzepte des R™ ins Komplexe.

Definition 1.31.

Seien (V,+) eine abelsche Gruppe und - : C x V' — V eine Abbildung, so dass fiir alle 2,2’ € C™ und
alle a, 8 € C gelten:

alz+ 7)) =az+ B2;
(04 )z = az + B
o(52) = (aB)z
lz = 2.

Dann heift (V,+,-) ein C-Vektorraum.
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1 VEKTORRAUME 1.3 DER n-DIMENSIONALE, KOMPLEXE RAUM

Bemerkung 1.32.
Versehen wir die Menge
C" ={(z1,,2n) | 21,--s2n € C}
mit der Vektoraddition
(215 oees 2n) + (215 s 20y) = (21 + 21, ooy 20 + 20,)
und skalaren Multiplikation
21y ey 2n) = (@21, ooy 2p),
z2= (21,0, 2n), 2 =(2],...,2,) € C" und o € C.
Dann wird (C", +,-) zu einem C-Vektorraum:

Seien z,y,z € C" und o, 8 € C, dann

(z4+y)+z=(@14+y1, s Tn + Yn) + (21, s 2n)
((x1+y1) + 215 oy (T +Yn) + 20)
=(x1+ (1 +21), - Tn + (Yn + 20))
= (X1, ey ) + (Y1 + 21,5 ooy Yn + 21)
=+ (y+2);

T4y =(1+ Y1, s Tro + Yn)
= (yl + L1y -5 Yn + l‘n)
=yt

x4+0=(z14+0,...,2, +0)
X1y ey Tny)
=042z1,....,0+z,)
=04

—~

x+—x=(x1+ (—21)) o0y Tp + (—2p))
= (0,...,0)
= ((—371) + X1, (—SL‘n) + l‘n)
=—x+ux

(a+B)z = ((a+ By, ... (a + B)wn)
= (axy + fx1, ...,y + Pay)
= (az1,...,azy) + (Bz1, ..., fy)
=a(x1, .y n) + B(x1,y 0y )
= az + fz;
a(z+y) = (1 + Y1, T + Yn)

(a(xl + y1)7 eeey O[(Zl'n + yn))
= (az1 + ayy, ..., ez + ayp)
= (04331, sty Oél'n) + (ayla ) Oéyn)

= axr + oy,

(af)z = ((aB)ay, ..., (aB)zn)
= (a(Bz1), ..., (Bn))

Bx1, ..., By)

px);

Martin Gubisch 13
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1.3 DER n-DIMENSIONALE, KOMPLEXE RAUM 1 VEKTORRAUME

= (11, ..., lzy)

= (131, ,xn)
=z O

Definition 1.33.

Seien (V, 4+, ) ein C-Vektorraum und (-,-) : V x V' — C eine positiv definite, antisymmetrische Sesqui-
linearform, d.h. eine Abbildung mit

L. <3;‘ + y,2> = <.7;,Z> + (y,z), (x,y + Z> = <'T7y> + <I,Z> und <)‘$7y> = )‘<$7y>v <x,)\y) = X(x,y) fiir
alle z,y € V und alle A\ € R (Sesquilinearitit);

2. (z,y) = (y,z) fiir alle 2,y € V (Antisymmetrie);

3. (z,z) > 0 (Positivitéit) und

4. (z,x) = 0=z =0 (Definitheit).

Dann heifit (-,-) ein hermitesches Skalarprodukt auf V und (V] (-, -)) heift ein unitirer Raum.

Bemerkung 1.34.
Definiere (-,-) : C" x C" — C durch

n
2y = E zizh = z12) + o 4 22l

Dann ist (-, -) ein hermitesches Skalarprodukt auf C”, d.h. (C™,(-,-)) ist ein unitérer Raum:

, _
(2,2 = 212] + -+ 2,20,
=21z 4+ -+ 27,
=2z + -+ 27z,

= (z/

—~

JZ);

(2.2 +2") =z(z1 + )+ + 22 + 27)
= 212] +212] o+ 22y + 202l
= (z12] + o+ zn2f) + (2] + o+ 202])
=(z,2') + (2,2");

(az,2') = az; + -+ azp 2],
= alz12] + -+ 202)
= a(z,7');

(z,2) = |z|* + -+ + |zal* > 0

(z,z>:():>|21\2+'~+\zn|2:0

= |z1\2 =0, .., |zn|2 =0
=21=0, ..., 2,=0
= z=0.

Die Sesquilinearitédt in der zweiten Komponenten folgt wiederum mit Hilfe der Antisymmetrie aus der
Linearitdt in der ersten Komponenten. O
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1 VEKTORRAUME 1.4 GERADEN UND EBENEN IM R"

Definition 1.35.
Sei (V,+,-) ein unitdrer Raum. Eine Abbildung || - || : V' — R heifit eine Norm auf V| falls gelten:

1. ||z]| > 0 (Positivitédt) und ||z|| = 0 = z = 0 fiir alle € V' (Definitheit),
2. |laz|| = |a| - ||z|| fir alle @ € C, € V (Multiplikativitdt) und
3. ||z +yl| < ||lz]| + |ly]| fiir alle 2,y € V' (Dreiecksungleichung).

||z|| heifst die Lénge von z.

(V4 || - 11) heifst ein normierter C-Vektorraum.

Bemerkung 1.36.
Seien (V, (-,-)) ein unitirer Raum und z € V.
|zl = v/ {z, z)

definiert eine Norm auf V, die unitidre Norm oder auch die zu (-, ) gehorige Norm.
Fiir alle x,y € V gelten:
L. ||z +yl|?> = ||z||? + 2Re(z, ) + ||y||?> (Binomische Formel)

2. ||z —y||? = ||z||* — 2Re(z,y) + ||y||* (Satz des Pythagoras)

3. ||z +y||2 + ||z — y||? = 2||z||? + 2||y||* (Parallelogrammregel)

4. Nz, 9] <zl |lyl] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

5. [{z,y)| = ||z]| ||y|| & = = Ay fiir ein A € C. O

Bemerkung 1.37.

Sei (V|| - ||) ein normierter C-Vektorraum. Dann definiert

d(z,y) = [|lz = yll

eine Metrid d : V- x V' — R auf V, die unitére Metrik oder zu || - || gehorige Metrik. O

1.4. Geraden und Ebenen im R"

Wir iibertragen in diesem Abschnitt die geometrischen Objekte “Gerade” und “Ebene” der Anschauungs-
réume R? bzw. R3 auf den n-dimensionalen R-Vektorraum und beweisen den Satz vom Lotpunkt: Die
kiirzeste Verbindung eines Punktes zu einer Geraden steht stets senkrecht auf dieser.

Definition 1.38.
Seien z,w € R™ mit w # 0. Dann heifft die Menge

G={zeR"|INeR : z=z+ \w}

eine Gerade im R".

Zu z = x + Aw € G heifst X Parameter des Punktes z.

Satz 1.39.
Durch zwei verschiedene Punkte x,y € R™ gibt es genau eine Gerade G(z,y).

Diese besitzt die Darstellung

Gz,y) ={x+ Xy —2) | » e R}
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1.4 GERADEN UND EBENEN IM R" 1 VEKTORRAUME

Beweis.
1. Existenz: Flir A\=0gilt e =2+ Ay —z),alsox € G,und fir A\ =1ist y =x + Ay — z), also y € G.

2. Eindeutigkeit: Seien H = {z e R" | 3o e R: z = u+o(v — uw)} und u,v € R™ mit u # v sowie
x,y € H. Zu zeigen: G = H.

Seien x,y € H, dann gibt es 0,0y € Rmit t =u+ 0, (v —u) und y = u + oy (v — u).

a) Zu D: Sei z € H, d.h. z=u+ o(v—u) fiir ein o € R. Dann

z=x—o,(v—u)+olv—u)=x+ (0 —0y)(v—u)=z+ i (y — ).
Oy — Oy
Setze
A= 070
Oy — Oy

dann folgt z € G.
b) Zu C: Sei z € G. Dann z =z + A(y — z) fiir ein A € R, also
z=u+0,(v—u)+ Aoy —0z)(v—u) =u+ (0, + Moy — 02)) (v —u).

Setze
o = (00 + Aoy —02),

dann folgt z € H. O

Satz 1.40. (Satz vom Lotpunkt)
Seien x # y € R” und u € R"™.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes vy € G(x,y) mit (vg — u) L(y — x) und es gilt

d(u,v9) = min{d(u,v) | v € G(z,y)}.

Beweis.

1. Existenz: Setze
(u—x,y—x)

vo =1+ A(y — ), Ao = Ty — 2|2

Dann gilt:
(vo —u,y —x)y ={x+ Xy —2) —u,y — x)

=@ —uy—x)+ oy — 2,y —x)
— (& —wy — ) + dolly — 2l
=@-uwy—2z)—(r-uy-1)
=0.

2. Eindeutigkeit: Sei v1 = z + A\ (y — «) mit (v; —u,y — x) = 0. Dann

(@—uth(y-2)y-2)=0 = (z-uwy-z)+Mly-z|?=0,

d.h. A\; besitzt die Darstellung
<’LL — LY — ZL’>

A=
Iy — x[?

also A\ = A\¢ und damit v; = vg.
3. Seiv € G(z,y), dann v =z + Ay — =), d.h.
v—vo=z+ANy—xz)—x—Xy—z)=0A— )y — ).
Da (vo — u) L(y — ), folgt (vo — u)L(A — Ao)(y — z), also (vg — u)L(v — vg) und damit

[l —vl* = [Ju = voll* + |lv — vo|[* = 2{u — vo,v — vo) = [Ju = vol|* + [lv — wo|[* > [Ju — vG|]*. O
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1 VEKTORRAUME 1.4 GERADEN UND EBENEN IM R"

Definition 1.41.

Seien u, v, w € R™, so dass v, w linear unabhéngig sind. Dann heifst die Menge
{zeR" | Jo,BER: z=u+ av + fw}

eine Ebene im R"™.

Satz 1.42.

Drei Punkte u, x,y € R™, die nicht auf einer Geraden liegen bzw. identisch sind, bestimmen eindeutig
eine Ebene E(u,z,y) im R™; fiir diese gilt:

Eu,z,y) ={u+alz—u)+ 6y —u) | a,p R}

Beweis.

1. Existenz.
a) u=utalz—u)+py—u<a=0,=0=>uckE.
b) z=ut+alz-—u)+8y—u)=a=1,=0=zcE.
c)y=utalz—u)+py—u) a=0,=1=>uckE.

2. Lineare Unabhéngigkeit.
a) Sei (r —u) =AMy —u) flirein A € R, d.h. z = u+ Ay — u), dann x € G(u,y), Widerspruch.
b) Sei (y —u) = Az — u) fir ein A € R, d.h. z = u+ A(z — u), dann z € G(z, ), Widerspruch.
Also sind (z — u), (y — u) linear unabhéngig.

3. Eindeutigkeit: vgl. Ubungen. (]

Satz 1.43.

Die Geraden im R? liegen genau in der Menge

{(z1,72) € R? | Ja,b,c €R, a# 0 oder b# 0 : axy + bry = c}.

Beweis.

Seien u # v € R? mit

u = (u1,u2), v = (v1,v2). Sei & € G beliebig, dann existiert ein A € R mit
r1 = U1+ )\(1}1 — U1), d.h. A=

it Dann gilt fiir zo:
V1 —U1

To = U2+ )\(UQ — 'LLQ)
= uz+ Pt (v —w2)
(2 —u2)(v1 —u1) = (21 —w)(v2 — u2)
-~ $2(U1 —Ul) —Ug(’l}l —Ul) = (El(UQ—UQ) —Ul(’l)g —UQ)
& oz (vg —ug) —xo (v —ur) = up(ve —u2) —uz(vy —ug)
a b c

Noch zu zeigen: axy + bxy = ¢ = = = (x1,22) € G(u,v). Es gilt

ar1 +bre =ce (r1 —uy)(ve —u2) = (¥ —ug)(v1 —uy) © o1 —up =

Setze A\ = % Dann 27 —u; = AM(v1 —u1) und @92 — ug = A(vg — ug), d.h. = u+ A(v — u) und damit

z € G(u,v).
Sei umgekehrt G = {(x1,22) | Ja,b,c € R, a #0: ary + bry = c}, dann G = G((£,0),(b+ £, —a)). O
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1.5 DER ENDLICH-DIMENSIONALE K-VEKTORRAUM 1 VEKTORRAUME

1.5. Der endlich-dimensionale K-Vektorraum

Die Definition eines R- bzw. C-Vektorraums lésst sich miihelos auf Vektorrdume iiber beliebigen Kor-
pern verallgemeinern — man muss in diesen Strukturen lediglich addieren und skalieren kénnen. Iteratives
Anwwenden dieser Operationen liefert die Moglichkeit, neue Vektoren als Linearkombination zu konstru-
ieren. Wir fiihren in diesem Abschnitt abstrakte Vektorraume und ihre kanonischen Unterstrukturen, die
Untervektorrdume, ein.

Definition 1.44.

Seien K = (K,F,0) ein Kérper und V' = (V, H,0) eine abelsche Gruppe.

(V,,0) heit ein K-Vektorraum, falls fiir alle z,y € V und alle o, 8 € K gelten:
1. (aF B)x = ax 4 fa;

2. a(z Hy) = ax 4 ay;

3. (af)z = a(Bx);

4. lz = 2.

Bemerkung 1.45.

1. Im Kontext mit Vektorrdumen haben wir also vier Operationen zu betrachten:

2. Als Korper K konnen wir etwa Q, R, C und Zs = {0, 1} wihlen, den zweielementigen Korper, bestehend
nur aus den Neutralen von Addition und Multiplikation:

F10 1 o0 1
010 1 010 O
171 0 110 1

Es gilt Q C R C C, aber Z; liegt in keinem dieser Korper.

3. Sei (K, +, ) ein Korper. Wir versehen den Raum K" der n-Tupel iiber K mit folgender Addition und
skalaren Multiplikation:

(al, ...,a”) + (bl, . bn) = ((11 + bl, vy Ay + bn);

alay, ...,an) = (aaq, ..., aan).

Dann ist K™ ein K-Vektorraum. O
Satz 1.46.
Sei (V,,0) ein K-Vektorraum. Dann gelten:
1. 0z =0;
2. a0 =0;
3. ar=0= a=0 oder z = 0;
4. (-1)z = —ux;
5. (—a)r = —(ax).
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1

VEKTORRAUME 1.5 DER ENDLICH-DIMENSIONALE K-VEKTORRAUM

Beweis.

1.

2
3
4.
5

0z = (0F 0)xz =0z 40z = 0 = 0z.

. 0= (0F 0)a = 0 F O = 0 = Oav.

. Seien a # 0 und az = 0. Dann 0 = o~ 10 = o~} az) = (e ta)zr = 1z = 2.
lz=01-Dz=010AF(-1))z=1lz4(-l)z=a4(-1)z = (-1)z = —=z.

. —ax = (—D)ax = —(ax). O

Beispiel 1.47.

1.

Sei U ein Unterkorper des Korpers K. Dann ist K ein U-Vektorraum, wenn man setzt V = (K, +,0)
und ax = a-x fiir & € U und z € K. Insbesondere sind C ein R-Vektorraum und R ein Q-Vektorraum.
Aber: Q ist kein Zs-Vektorraum.

. Seien X eine nicht-leere Menge und K ein Kérper. Dannist V = Abb(X, K) ={f: X = K, x — f(2)}
ein K-Vektorraum via
(f +9)(x) = f(x) + g()
(af)(z) = af(z).

fiir f,g € V und beliebiges z € K, denn mit f,g € V und o € K liegen dann auch f + g und af in V
und es gelten die Vektorraumaxiome. O

Definition 1.48.
Seien V ein K-Vektorraum und z1,...,x, € V. Dann heifit

n
r=o121+ -+ apr, = E ARTk
k=1

eine Linearkombination der Vektoren x1, ..., .

aq, ..., ap, heifien die Koeffizienten von z € V und (ay, ..., ) € K™ der Koeffizientenvektor von x.

Bemerkung 1.49.

S

eien x1,...,x, Vektoren aus V.

Es gelten:

0xy+ -+ 0x, =0,
(11 4+ apey) + (Br21 + -+ Bnwpn) = (a1 + Sr)xr + - + (o + Bn)Tn,
Magzy + -+ anzy) = (Aan)zr + - + (Aan) Ty,

Damit ist die Menge

U=Kz1+ -+ Kz, ={oiz1 + -+ apzp | @1, € K}

ein Vektorraum, ein “Untervektorraum”: O

Definition 1.50.
U C V heift ein Untervektorraum von V, falls gelten:

1. U # 0 (bzw. dazu dquivalent: 0 € U).
2. U—FUQU(dh Ul,UQEU=>U1+UQ€U).
3. KUCU (dh.ae K, ue U= aueclU,).
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1.6 ERZEUGENDENSYSTEME UND LINEARE ABHANGIGKEIT 1 VEKTORRAUME

Beispiel 1.51.
1. Der Nullraum U = {0} C V ist Untervektorraum jedes Vektorraums.
2. Geraden und Ebenen durch 0 im R" sind Unterrdume des R™:
a) G={0+ X v | A€ R} =Ru fiir v e R", v #0.
b) E={0+av+ pw | a,8 € R} = Rv + Ruw fiir linear unabhéngige v, w € R™.

3. M = {(x1,72) € R? | 29 < x5} ist kein Untervektorraum des R?, denn es ist zwar (—1,1) € M, aber

1.6. Erzeugendensysteme und lineare Abhéngigkeit

Aus Teilmengen der einem Vektorraum zugrunde liegenden Menge lassen sich Unterrdume erzeugen.
Besonders wichtige solche Teilmengen sind diejenigen, die “linear unabhéngig” sind: Durch geeignete
Linearkombinationen der enthaltenen Elemente lassen sich alle Vektoren des Raumes eindeutig darstellen.

Definition 1.52.
Sei X C V nicht-leer. Die Menge

U={owz1+ - +amzy, | meN, ay,..,a, € K}

heifst der von X erzeugte oder aufgespannte Untervektorraum und wird mit span(X) bezeichnet.

X heifit dann ein Erzeugendensystem von span(X) und span(X) die lineare Hiille von X.

Beispiel 1.53.
1. Sei V ein Vektorraum, dann ist span(V) = V und V ist Unterraum von sich selbst.
2. span(()) = {0}. Beachte: Die “leere Linearkombination” ist die 0.

3. {eM, ..., e} ist ein Erzeugendensystem fiir den R™ bzw. K", wobei wir setzen:

e = (1,0,0,...,0),
e = (0,1,0,...,0),
e = 1(0,0,...,0,1).
Denn fiir beliebiges a € R™ ist a = (ay, ..., an) = ajeV) + -+ 4 a,e™ € span({e™), ..., e™}). O

Definition 1.54.

X heift minimales Erzeugendensystem fiir V, falls V' = span(X) und V' # span(X\{v}) fiir alle v € X
ist.

Beispiel 1.55.

{eM...,e(™} ist ein minimales Erzeugendensystem von R", denn (etwa)

{e@, .., e™}) = {age® + ..+ ane™ | a; € R} = {(0, 00, ... ) | o € R} = {0} x R"L £R"™. ¢

Definition 1.56.
{v1,...,vn} heifit linear abhéngig, falls es ein ¢ € {1,...,n} und a; € K (j # ¢) gibt mit

v = E Qjv; = a1V + .o+ Q11 + Q1041 e+ Uy
J#i

Andernfalls heift {vy,...,v,} linear unabhéngig.
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1 VEKTORRAUME 1.6 ERZEUGENDENSYSTEME UND LINEARE ABHANGIGKEIT

Beispiel 1.57.
1. {(1,0),(0,1),(1,1)} C R? ist linear abhingig: (1,1) = (1,0) + (0, 1).

2. {v1,v2} C V ist linear abhéngig < I\ € K : v1 = Avg oder va = Avj. O
Satz 1.58.
{v1, ..., 05} linear unabhingig < ajv1 + ... + a,v, = 0 gilt nur fir a3 = ... = o, = 0.

Beweis.

1. Sei {vy,...,v,} linear unabhéngig. Es gilt:
vi:Zajvj - 0=a1v1—&-...—I—(—l)vi—l—...—l—anvn,
j#i
d.h. sind die Vektoren vy, ..., v, linear abhéngig, so gibt es eine nicht triviale Darstellung der 0.

2. Gelte 0 = ajv1 + ... + apvu,, etwa ap # 0. Dann ist

n n
-1V = Jz:;ozjvj - v = ;(_aoil)vj’
d.h. die Vektoren sind nicht linear unabhéngig. (]
Bemerkung 1.59.
{v} ist linear unabhéngig < v # 0.
Beachte: Der Nullvektor darf in einem System linear unabhéngiger Vektoren nicht vorkommen! O

Satz 1.60. (Austauschlemma)

Sei V' = span(vy, ..., vp) mit vy, ..., v, linear unabhéngig. Weiter sei w = 2?21 a;v; mit a; # 0.

Dann sind vy, ..., vi_1, W, Vi1, --., Uy linear unabhingig und V = span(vy, ..., v;—1, W, V11, ..., Up)-

Beweis.

Gelte (B ay # 0, dann ist v; = O%(w — >, ;). Sei v € V beliebig, dann gilt:

n
v = Zﬁivi € span(vy, ..., Up)

=1
= f1v1 + Pava + ... + Brup

1 n
= 51071 (w - Z%‘%’) + Bava + ... + Brn

i=2
= Blaflw + (—agﬂlafl + Bo)va + ... + (—anﬁlafl)vn € span(w, va, ..., Up )

Noch zu zeigen: w, va, ..., v, sind linear unabhéngig.

Gelte Aqw + Agvg + ... + A\yv, = 0. Zu zeigen: A = ... = A, = 0.

0= MNw+ Avg + ... + \u,
= A (a1v1 + .. + apvy) + Aova + oo+ Ay,
= \ajv; + ()\1042 + /\2)1}2 + ...+ (/\104n + )\n)’(}n.

Da vy, ..., v, linear unabhéngig, folgt Aoy = 0, Ajas+ Ao =0, ..., A1, + A, = 0; da nach Voraussetzung
a1 # 0, folgt daraus Ay = 0= Ag, ..., A\, = 0. O
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Korollar 1.61.
Sei V endlich erzeugt mit V' = span(M;) und V = span(Ms), wobei M;, Ms endlich und minimal.

Dann folgt: #M; = #M>.

Beweis.

Seien My = {v1,...,vn} und Ms = {wy, ..., wp, } mit m > n. Wir zeigen: wy, ..., w41 sind linear abhéngig,
d.h. M5 ist nicht minimal.

Da M; Erzeugendensystem von V und My C V, gilt fiir alle 1 <4 < nund alle 1 < j < n+41, dass
wj = agj)vl + .+ aPv,. Fir alle i € {1,...,n} gibt es ein agz) € K\{0} mit w; = agl)vi + ... (nach
geeigneter Umnummerierung der v; und w;), denn sonst wire V = span(wy, ..., wp4+1) C span(vy,...,v_1)
(etwa), d.h. My wire nicht minimal im Widerspruch zu den Voraussetzungen. Tausche nun mit dem
Austauschlemma vy, ..., v, gegen wy, ..., w, aus. Da wy,y1 € span(vy, ..., vy ), ist wyp+1 € span(wy, ..., wy),
d.h. wq, ..., w41 sind linear anhéngig. O

Bemerkung 1.62.
Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit #M bezeichnet und Kardinalitdt von M genannt. ¢

Satz 1.63. (Austauschsatz von Steinitz)

Es sei V = span(vy, ..., v,) und vy, ..., v, seien linear unabhéngig. Weiter seien ws, ..., w,, € V ebenfalls
linear unabhéngig.

Dann ist m < n und es gibt Indizes i1, ..., iy, so dass M = ({v1, ..., vn }\{viy, o, i, }) U{w1, ..., wm }
linear unabhéngig sind und V' = span(M) ist.

Beweis. (per Induktion iiber m)

Der Fall m = 1 wird gerade durch das Austauschlemma abgedeckt.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt die Behauptung also fiir m. Also m < n und (nach Umnummerierung)
{w1, ..., Wy, Vm41, ..., Un } =: N linear unabhéngig und span(N) = V. Seien nun wy, ..., Wy, 41 linear unab-
héngig. Wegen V' = span(N) ist wyq1 = 10y ciwi + Y1 @iv;. Da wy, ..., Wy 41 linear unabhingig,
gilt n > m+ 1 und es gibt ¢ > m + 1 mit «; # 0. Mit dem Lemma tauschen wir v; gegen w; aus. O

Korollar 1.64.
1. Ist V = span(vy, ..., v,), so gibt es in V' nicht mehr als n linear unabhéngige Vektoren.

2. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gibt es ein endliches, minimales Erzeugendensys-
tem von V und alle solche haben die gleiche Kardinalitéat.

1.7. Basis und Dimension

Minimale Erzeugendensysteme, sog. “Basen”, erlauben es, einen Vektorraum, der aus unendlich vielen
Elementen besteht, durch eine endliche Teilmenge zu reprisentieren; aus dieser lassen sich dann alle
Vektoren des Raumes durch Linearkombinationen rekonstruieren. Die Anzahl der Basiselemnte ist ein
Mafkfiir die Groke des Vektorraums.

Definition 1.65.

Die Kardinalitét eines endlichen, minimalen Erzeugendensystems eines K-Vektorraums V' heifit die
K-Dimension von V und wird mit dimg (V') bezeichnet. n = dimg (V') heifit die Lénge der Basis.

Das n-Tupel (v, ..., v,) heiflt eine K-Basis von V, falls {vy,...,v,} ein minimales Erzeugendensystem
aus n Elementen von V ist.
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1 VEKTORRAUME 1.7 BASIS UND DIMENSION

Bemerkung 1.66.

Gemifs Korollar 1.64 besitzt jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum eine Basis und alle diese Basen
besitzen die gleiche Lénge; die Dimension eines endlich-dimensionalen Raumes ist somit “wohldefiniert”,
d.h. eindeutig bestimmt.

Wir setzen ab jetzt stets voraus, dass K-Vektorrdume endlich-dimensional sind. O

Beispiel 1.67.
1. (eM,...,e(™) ist eine Basis des K™.

2. B =((1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)) ist eine Basis des R®. Dazu ist nur zu iiberpriifen, ob span(B) = R?
gilt, denn dann ist B automatisch auch linear unabhingig: Wir wissen bereits, dass jede Basis des R?
genau drei Elemente enthélt.

3. dimG =1 und dim £ = 2 fiir jede Gerade G und jede Ebene E durch 0 im R". O

Bemerkung 1.68.

Eine Gerade im R" ist ein Untervektorraum des R™, wenn sie durch den Ursprung geht, und damit selbst
wieder ein K-Vektorraum. O

Satz 1.69. (Basiserginzungssatz)
Seien V ein K-Vektorraum und wi, ..., w,, linear unabhéngige Vektoren aus V.

Dann lédsst sich wy, ..., w,, zu einer Basis ergénzen, so dass (w1, ..., Wy, Um+1, ---, V) €ine Basis von V
ist fiir gewisse vpq1, ...y Uny € V.

Beweis.

Sei {v1,...,v,} €in minimales Erzeugendensystem von V. Tausche mit dem Austauschsatz von Steinitz
(E) v1, ..., U gEGEN W1, ... Wy, AUS. a

Korollar 1.70.

1. Seien dim(V) = n und wy, ..., w, linear unabhéngig. Dann ist (wy, ..., w,) eine Basis von V.
2. Sei W ein Untervektorraum von V', dann ist dim(W) < dim(V).

3. Ist dim(W) = dim(V), dann gilt V =W.

Bemerkung 1.71.

Der R3 ist ein R-Vektorraum und enthilt vier Untervektorraumtypen: den R? selbst, den Nullraum {0}
sowie Geraden durch 0 und Ebenen durch 0. O

Lemma 1.72.

Seien V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, € V. Dann gelten:
1. span(vy, ..., Uy) = Span(vy, ..., Vi—1, AV;, Vi1, ..., U ) fur alle A € K\{0}.

2. span(vi, ..., Up,) = span(vi, ..., Vi + AUj, ..., Vg, ooy Umn) (1 7 J).
——

i—te Stelle

Beweis.
1. Sei v € span(vy, ..., v ), d.h. es gibt o, ..., € K mit v =37 | a;v;. Dann gilt

.
V= oU + ... + f()\vi) + oo F AU,y
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d.h. v € span(vy, ..., AV, ooy Uy
2. Sei wieder v € span(vi, ..., Um), v = >0, ;v;. Dann ist
v=0q01 F . + (v, + A05) + A (0 — AU+ Ui,
d.h. v € span(v1, ..., v; + Avj, ..., Up). O

Bemerkung 1.73.

Genau dann bildet (vq,...,v,) eine Basis des K-Vektorraumes K", wenn zu jedem w € V ein eindeutig
bestimmter Koeflizientenvektor oo = (ay, ..., ) € K™ existiert mit w = Z:.L:l a;v;, d.h. wenn das “lineare
Gleichungssystem”

Xionn + Xovig + -0 4+ Xy, = wn
Xivor + Xovae + o0 4+ Xpva, = wn
Xnvnl + XZUTL2 + .- + Xnvnn = w
eindeutig losbar ist (durch X; = ay, ..., X;, = ap). O

1.8. Summen und direkte Summen von Unterrdumen

In diesem Abschnitt wird aus gegebenen Unterrdumen eines K-Vektorraums ein neuer Unterraum gebildet
und eine Dimensionsformel fiir Summenrdume wird bewiesen. Anschlieffend werden spezielle Summen-
rdume untersucht: Direkte Summen, bei denen die Summanden im Vektorraumkontext disjunkt sind,
und orthogonale Summen von Unterrdumen des K™, bei denen die zu summierenden Vektoren jeweils
orthogonal zueinander sind.

Satz 1.74.
Sei V' ein K-Vektorraum und seien U, W zwei K-Untervektorrdume von V. Dann gelten:
1. UN W ist ein K-Untervektorraum von V.

2. U + W ist ein K-Untervektorraum von V.

Beweis.
1. a)0eUund0eV=0ecUnNnV.

b) Seien z,y € UNW, dann z,y € U und x,y € V, also auch z +y € U und 2 +y € V, d.h.
r+yelUnV.

c) Seien v € K, x € uNV. Dann ax € U und ax € V, folglich ax e UNV.
2. Zur Erinnerung: U+ W ={u+w |u e U & w e W}.
a) 0eTund0eW=0=0+0cU+W.

b) Seien z,y € U + W, dann gibt es uj,us € U und wy,we € W mit u; + w; = = und ug + we = y,
d.h.
THy=u +ws+uz+ws = (ug +uz) + (w1 +we) €U+ W.

¢) Seien « € K und x € U + W. Dann gibt es v € U,w € W mit v + w = z und es gelten au € U
und aw € W. Damit

ar=oa(u+w)=ou+aowecU+W. O

Satz 1.75. (Erste Dimensionsformel)

Seien V ein K-Vektorraum und U, W zwei K-Untervektorraume von V. Dann gilt:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
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Beweis.

Sei (v1, ..., v, ) eine Basis von UNW, (v, ..., U, U1, ..., ux) eine Basis von U und (v1, ..., v, w1, ..., w;) €ine
Basis von W. Es geniigt zu zeigen, dass (v1, ..., Up, U1, ..., Ug, W1, ..., w;) eine Basis von U + W ist, denn
dann folgt

dm(U+W)=n+l+k=n+k)+ (n+1) —n=dm(U)+ dim(W) — dim(U N W).

1. Erzeugendensystem: Sei v € U + W, d.h. v = u + w fiir gewisse u € U, w € W mit

n k n l
u= E Qv + E Biug, w = E Yivi + E djw;.
=1 im1 i=1 i=1

Also ist
n k

1
v = Z(ai +7i)vi + Zﬂiui + Z djw;,

i=1 i=1 i=1
d.h. v € Span(vy, .o, Up, Uy veey Uk, W4 ooy WY ).
2. Lineare Unabhéngigkeit: Gelte

l

n k l n k
0=> awi+ > Brur+ Y yiwi - i+ Biui =Y (—vi)wi.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=1

€U ew

Dann liegt @ = 1", cvi + Yo, fiwi = S0y (—v;)wi in U N W. Also

n n l
x:Z)\ivi Z)\101+Z’}qwz =0
i=1 i=1 i=1

alle A; = 0 und alle v; = 0, da v;, w; linear unabhéngig
n k

D v+ > Biui =0
i=1 i=1

alle o; = 0 und alle 8; = 0, da v;,u; linear unabhéngig.

bl

Also folgt
O:ZaiviJrZﬂiuiJrZ'yiwi:O <— alle a; =0 & alle 8; =0 & alle v; = 0.
Damit sind u;, v;, w; linear unabhéngig. O

Beispiel 1.76.

Betrachte die Unterrdume U = R(1,0) und W = R(0, 1) des R2. Es gelten U +W = R? und UNW = {0},
damit 2 = dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim({0}) =1+ 1 —0. O

Definition 1.77.
Seien U, W Unterrdume von V. Dann setzen wir V=U@W &V =U+W und UNW = {0}.

U + W heifst die Summe von U, W; U & W die direkte Summme von U, W.

Bemerkung 1.78.
V=UaW=dim(V) =dim(U) + dim(W). %

Lemma 1.79.
V=U®W & jedes v € V lasst sich eindeutig als Summe v = u + w mit u € U, w € W schreiben.
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Beweis.

1. SeiV =UaW. Gelte v = uj +w; = ug+ws mit uy, us € U, wi,ws € W.Dann 0 = (u; —us)+(wy —ws),
d.h. up —ug =we —wy; € UNW = {0}. Also sind u; = us und wy = wo.

2. Seiv=u+weindeutigmit v e UNW.Dannv=v+0=04v, alsov=0,dh. UNnW ={0}. O

Definition 1.80.

Seien K ein Korper und n € N. Dann setzen wir
(a1y.eyapn) o (b1, .oeybp) = a1by + ... + anby.

Wir schreiben a_Lb fiir a o b = 0; in dem Fall nennen wir a, b orthogonal zueinander.

Fiir M C K" setzen wir M+ = {z € K" | x_La fiir alle a € M}.

Bemerkung 1.81.

Fir K = R ist o das euklidische Skalarprodukt. Fiir K = C ist o dagegen nicht das Hermitesche Skalar-
produkt, denn z.B. ist

(1,i)- (1) =1-1+4i- (=) =2#0=1-14i-i=(1,i) 0 (1,%). O

Lemma 1.82.

Fiir o gelten folgende Rechenregeln:

1. aob="boa fir alle a,b € K™.

2. (aa+a'a’)ob=a(aob)+ a(a’ ob) fir alle a,a’,b € K™ und alle o,/ € K.
3. alb= aalph fir alle a,b € K™ und alle o, § € K.

Beweis.

Seien a = (a1, ..., an), a’ = (al,...,a),) und b = (b1, ..., b,). Dann gelten:

aob=(a1,...,an) 0 (b1,...,bn)
=a1by + ... + apb,
=bia; + ... + bpa,
= (b1,...,bp) o (a1, .y ap)
=boa;

(aa+a'a’)ob = (aay + d'a} + ... + aa, + d’al) o (by, ..., by,)
= aa1by + 'ajby + ... + aayb, + o’al b,
(a1b1 + ... + anby) + & (al by + ... + al,by,)
!/

a
a

= a(ar,...,an) 0 b+ a'(al,...;al,) ob
alaob) +d(a’ ob);

(aa) o (Bb) = a(ac (6b))
= a((Bb) o a)
=af(boa)
— af(aoh)
= af0
=0,

d.h. @ o b = 0 impliziert (aa)L(B8D). O
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Lemma 1.83.

Fiir M C K™ ist M+ ein Untervektorraum des K™ und es gilt M+ = (span(M))*.

Beweis.

Seien x,y € M+ und o € K. Dann gelten:

1. 0oa=0= 0la fiir alle a € M, also 0 € M+,

2. (roa=0undyoa=0)=z0a+yoa=(r+y)oa=0=a+yec M
3. roa=0= (axr)oa=0= azx € M*.

Also ist M+ ein Untervektorraum des K™.

Weiter gilt: M C span(M) = M+ D (span(M))*; umgekehrt impliziert 2 o a = 0 fiir alle a € M, dass
xo (ajay + ... + apman) = 0 fir alle ay, ..., an € M, aq, ..., € K und damit M+ C (span(M))+. O

1.9. Homogene lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt fiihren wir homogene lineare Gleichungssysteme ein und eine kompakte Form, die
darzustellen — die Matrizen. Der Gauf-Algorithmus erlaubt es, die Eintrdge einer solchen Matrix so zu
manipulieren, dass alle Losungen des zugehorigen Gleichungssystems abgelesen werden kénnen.

Definition 1.84.
Seien K ein Kérper und a;; € K fir 1 <i <m, 1 <j <'m. Dann heift

a1 ai2 A1n
a a ... a
A= (a 1<j<n _ 21 22 2n
= (azy)1§igm =
am1 am?2 T Amn

eine m x n-Matrix und die a;; die Komponenten oder Eintrdge von A.
i bezeichnet den Zeilenindex und j den Spaltenindex von A.

Id bezeichnet die Einheitsmatrix (Identitéitsmatrix), die auf der Diagonalen Einsen und sonst iiberall
Nullen stehen hat.

Betrachtet man die m Zeilen als n-Tupel vy, ..., vy, dann nennt man span(vy, ..., vy, ) den Zeilenraum
von A. Entsprechend bilden die n Spalten wq, ..., w, als m-Tupel den Spaltenraum von A.

dim(span(vy, ..., v,)) heifst der Zeilenrang von A und dim(span(ws, ..., wy,)) der Spaltenrang.

Bemerkung 1.85.

Der Zeilenraum von A #&ndert sich nicht bei ...

1. Multiplikation der i-ten Zeile mit A # 0.

2. Addieren eines A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (wobei @ # j).

3. Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile. O

Durch iterierte Anwendung von 1., 2., 3. kann man jede Matrix in eine Stufenmatrix der folgenden Gestalt
iberfithren:

0O O[1|0*x %[0 ---10]=* «—1
0 0|01 ]|*x *x|O]---|0]=x — 2
0 0{0|0|O0 Of|1]|---|0O]= 3
0 0{0|0|0 O]O 1] =% —r
0 0{0|0|0 O]O 010
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Algorithmus 1.86. (Gauf-Algorithmus)

1. Suche die erste Spalte j; mit einem a;;, # 0.

2. Dividiere die i-te Zeile durch a;j, , vertausche sie mit der ersten Zeile und mache mit 2. alle anderen

Komponenten der ji-ten Spalte zu 0.

3. Suche eine Spalte jo rechts von j; mit einem a;;, # 0 fiir ¢ # 1.

4. Dividiere die i-te Zeile durch a;j,, vertausche sie mit der zweiten Zeile und mache mit 2. alle anderen

Komponenten der js-ten Spalte zu 0.

5. u.s.w.

Lemma 1.87.

Die ersten r Zeilen der neuen Matrix sind linear unabhéngig und bilden damit eine Basis des Zeilen-

raums von A.

Beweis.

Seien w; = (b1, ..., bin) die ersten r Zeilen der neuen Matrix und o; € K, i = 1,...,r, so dass gilt

0=oajwi + ... + a,w,. Dann ist
0=1(0,...,0, a1 ,0,...,0, a2 ,0,...; @z .o, Qp ,...),
~~ ~~ ~~ ~~

also g = ... = a,, = 0. J J2 J3 gr

Definition 1.88.
Seien K ein Koérper, a;; € K. Das System

apn X1 + ... + aix,X, = 0

am1X1 + ...+ aman = 0

Die zugehorige Koeffizientenmatrix ist

1<5<
A= (aij)@fgl =

m1 e Amn
Eine Losung des Systems ist ein n-Tupel z = (21, ...,z,) € K, fir das gilt

a1x1 + ... + appx, = 0

amit1 + ... + amnrn, = 0.

L ={z € K | z ist eine Losung von ()} heifit die Losungsmenge des Systems.

heiflt ein homogenes lineares Gleichungssystem liber K in den Unbestimmten oder Variablen X7, ...

()

X,

Beispiel 1.89.
1. Betrachte das Gleichungssystem

Die zugehorige Koeffizientenmatrix ist

die (eindeutige) Losung ist 21 =0 & z3 = 0.
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2. 1+ 275 = 0 hat als Losungsmenge alle Vektoren (z1,z2) € R? mit (z1,22)L(1,2), dh. L =R(2,-1).

3. Das homogene lineare Gleichungssystem

r1 + 2x9 = 0
T + 21’2 + r3 = 0
hat als Losungsmenge L = {z = (21,72, 23) € R3 | 1(1,2,0) & x1(1,2,1)}. O

Satz 1.90.

Die Losungsmenge von (x) ist gerade L = {(z1, ..., zn) € K™ | (X1, ..., Tpn) L(@i1, ..y @in) flir i = 1, ..., m}.

Beweis.
Es gilt:
x 16st (%) = Az =0
— AW g = 0 fiir jede Zeile A®)
= AD 1 g fiir jede Zeile AD. a

Korollar 1.91.

Bezeichne M den Zeilenraum von A. Dann ist der Vektorraum M+ gerade die Lésungsmenge von (x).

M+ wird der Losungsraum von (%) genannt.

Bemerkung 1.92. (Bestimmung einer Basis des Losungsraums von (x))

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

a11X1 + ..+ alan = 0

a1 X1 + .+ ameX, = 0

mit zugehoriger Koeffizientenmatrix

A= (aij) =
Am1 " Amn

Durch elementare Zeilenumformungen 1., 2., 3. wird A auf Stufenform transformiert:

0 0 1 0 * o |-.-. 0 % 1
0 0 0 1 * * 0 e 0 * — 2
0 0 0 0 0 0 T ] 0 * —3
: : : : : : : : : : = (a;j) = A,
0 0 0 0 0 0 0 |- 1 * —r
0 0 0 0 0 0 0 |- 0 0
~ O~ |~ |~ |~~~ |~~~ —~ |~
k1 ko J1 J2 k3 ka J3 Jr kn—r
dh {1,...,n} ={j1, . dr} U {k1, s kn_rlt.
Dann hat das zu A’ gehorige Gleichungssystem
X + ahy, Xe, + 0+ ady, Xk, = 0
X + g, Xk, + o+ ay, Xk, = 0
. . . : ()
X, + ay, Xk, + o0 A+ ay X, =0

den gleichen Losungsraum wie (x).
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Spezielle Losungen (1, ..., x,) € K™ von (xx) sind dann:

(1) Ty, = 1, oz, = —a,
(2) Lk = 1 z; = _a;kz .
fir 1 <1 <r, z; =0 sonst.
m=r) an,_, = 1, z;, = —ay,

Wir bezeichnen diese Losungen mit ¢, ..., ("7 d.h. es gilt:

¢ = (P, .., D) mit cffi) =1, c;-f) = —ay, fir 1 <1 <rund c,(c? =0 fiir s # i. O

Lemma 1.93.

(W, ..., c=")) ist eine Basis des Losungsraums von (x) bzw. (xx).

Beweis.

1. Lineare Unabhéangigkeit: Es gilt

(0,...,0) = (alc(l) + ...+ an,rc(””)) = (b, Q1 ooy Ay o) = @1 = ... = Qpp = 0.
~—~ N——
k1 kn—nr

2. Erzeugendensystem: Sei b = (bq,...,b,) eine beliebige Losung von (x). Dann ist auch das m-Tupel
= (21, .y 2n) = b—bprcM — ... — bg,n—rc™" eine Losung von (x), also zx, = 0 fiir alle k;. Da x auch
(*%) 16st, sind auch alle z;, =0, d.h. z =0. Also b= bklc(l) + . F b O

Korollar 1.94.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem () in n Variablen besitzt genau dann nur die triviale Losung
x1 =0,...,z, =0, wenn der Spaltenrang der zugehdrigen Koeffizientenmatrix n betrigt.

Beweis.

(%) ist genau dann nur trivial 16sbar, wenn der Losungsraum von (*) der Nullraum ist. Da die einzige
Basis des Nullraums die leere Menge ist, kann es keine Losungen der Gestalt ¢V geben, dh. n=r. O

Korollar 1.95.
Fiir jeden Untervektorraum U des K™ gilt:

1. dimU + dim U+ = n.
2. (UHLt=U.

Beweis.

1. Sei U = span(vy, ..., U,) mit v; = (a;1, ..., @in ). Dann gilt:
dim U+ = n — Zeilenrang(a;;) = n — dimspan(vy, ..., v,) = n — dim U.
2. Es gilt w € U = wulv fiir alle v € Ut = u € (UY)L = U C (U)+.Umgekehrt folgt wegen

dimU + dimU+ = n und dimU~+ + dim(U+)+ = n, dass dimU = dim(U~+)*1. Also ist insgesamt
UHt=U. O

Bemerkung 1.96.

Im Allgemeinen gilt nicht U @ U+ = V: Betrachte etwa V = C? mit U = span((1,4)), dann ist U = U+,
da (1,7) L(1,i),also U+ U+ =U #V und UNU* = U # {0}. O
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1 VEKTORRAUME

Beispiel 1.97.
Wir betrachten das Gleichungssystem

+

21’2
T2
2$2

Mit dem Gauf-Algorithmus erhalten wir

0 0 2 -2 6
0 2 6 4 2
o -1 -1 -4 7
0 -2 -1 -9 17
0o 0 -1 1 =3

sind die speziellen Losungen zu (x).

Beispiel 1.98.
Wir betrachten das System

1.9 HOMOGENE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2%3 — 21’4 + 61’5 — T =0
6rs + 4dxy + 225 — 4dxg = O
r3 — 4ry + Txs + 1wz = 0.
T3 — 9334 + 17$5 + 2336 = 0
r3 4+ x4 — 3x5 — %.1‘6 = 0
1 0 1 0 5 —10 0
4 0 0 1 -1 3 0
1 . 0 0 0 0 0 1
9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-0,5 —~ ~ ~ ~ ~—
k1 J1 J2 k2 k3 J3
]{il k2 k3
_ M = (@1 o0, 0, 0 0, 0)
c€® = (0, -5 1, 1, 0, 0)
c® = (0, 10, =3, 0, 1, 0)
O
X + 21‘2 — xIs - 21’4 - Tg = 0
201 + 2x9 — 213 — x4 + x5 + 2z = 0
201 + 4dxs + (5/2)5(}3 + 4dxy — 2x5 + 22¢ = 0°
1 - T3 — @4 + xg = 0
Der Gaufs-Algorithmus liefert
12 -1 -2 0 -1
2 2 -2 -1 1 2
2 4 (5/2) 4 -2 2
10 -1 -1 0 1
1 2 -1 -2 0 -1
R 0 2 0 -3 -1 -4
0 0 —(9/2) -8 2 -4
0 2 0 -1 0 -2
1 0 -1 1 1 3
0 1 0 —(3/2) —(1/2) -2
— oo -2 -8 2 4
0 0 0 -2 -1 -2
1 0 0 (25/9) (5/9) (35/9)
R 0 1 0 —(3/2) —(1/2) -2
0 0 1 (16/9) —(4/9) (8/9)
0 0 0 -2 -1 -2
1 0 0 0 —(5/6) (10/9)
01 0 0 (14 —(1/2) |.
— oo 10 —43 -89 |
0 00 1 (1/2) 1
Spezielle Losungen sind
5 14 1 10 1 8
W=(Z-22-210 d @=(-==2-10,1).
c (67 473) 27 7> un C 9’2)97 ’0’ <>
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1.10 INHOMOGENE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 1 VEKTORRAUME

1.10. Inhomogene lineare Gleichungssysteme

Inhomogene Gleichungssysteme sind solche, bei denen die rechte Seite von Null verschieden ist. Die Lo-
sungsmenge eines solchen Systems erhélt man durch Losen eines homogenen Systems, sofern eine spezielle
Lésung des inhomogenen Systems bekannt ist; sie stellt dann einen um die spezielle Lésung verschobe-
nen Untervektorraum dar. Im Gegensatz zu homogenen Systemen, die stets zumindest die Nulllosung
besitzen, muss ein inhomogenes System keine Losung haben.

Definition 1.99.
Seien K ein Kérper, a;;,b; € K und Xy, ..., X;, Unbestimmte. Das System

a11X1 + ...+ alan = b1
: : : (+)
am1 X1 + o+ Xy = by
heifst ein inhomogenes lineares Gleichungssystem iiber K in den Unbestimmten X7, ..., X, mit einfacher
Koeffizientenmatrix
a11 o A1n
A= (Cl,ij) =
am1 - Amn

und erweiterter Koeffizientenmatrix

aip 0 a1 | b
(A[b) = (ai;j|bi) =
Am1 e Amn bm
Das System
a1 X1 + ... + anX, = 0
: : : (%)
alel + ..+ CLman = 0

heifst das zugehdrige homogene System.

Bemerkung 1.100.

Sei A = (a;;) die einfache Matrix von (+). A®) bezeichne die i-te Zeile von A und X = (X1, ..., X,,) den
Variablenvektor. Dann besagt (4) gerade:

A1 OX:bl, ceny AmOX:bm <>

Definition 1.101.

Seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Fiir v € V heifst
v+U={v+u|ueU}

der um v verschobene oder affine Unterraum.

Bemerkung 1.102.
1. v+ U ist genau dann ein Untervektorraum von V', wenn v € U gilt.

2. Seiv ¢ U. Dann ist (v + U, F, o) ein K-Vektorraum, wenn man setzt

(v+u) bk (v+ug) =v+ (ug + u2),
ao(v+u)=v+ au.

Nullelement dieses Raums ist v = v + 0. O
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1 VEKTORRAUME 1.10 INHOMOGENE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Lemma 1.103.

Bezeichne L den Losungsraum von (x). Sei z’ eine spezielle Losung von (+).

Dann ist der Losungsraum von (+) gerade der affine Raum L, = 2’ 4 L.

Beweis.
Es gilt:
x € K" 16st (+) — Ajox=by,....,Apox=by,

= Aiox=A102,... . Apox=A, 02
= Ajo(z—12")=0,...;Apo(z—2")=0
<= z—12 €L
= rex + M.

Alsoist Ly = 2’ + L. O

Lemma 1.104.
Bezeichne (A®b;) die i-te Zeile der erweiterten Matrix (@ij]b;) und (X, Xpp1) = (X1, o0y Xoy Xng1)-
Betrachte das homogene System

(Alvbl)o(XaXnJrl) :07 ey (Amabm)o(X’XnJrl) =0. (++)

Dann gilt:
x = (21,...,Tpn) 108t (+) = (x,—1) 16st (++).

Beweis.

Es gilt:

ai1x1 + ... + ainTy, = b; = ;171 +---+ain$n+bi(_1) =0. 0

Bemerkung 1.105.

Wir betrachten die erweiterte Matrix (A|b) = (a;;|b;). Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir

0 --- 0] 1 |+« x| 0 % - x| B
0
0 0 * - *k
0O --- 0 0 * * 1 E I - b; :(a;j|b2)'
0 0 byt
0 : 0 : 0 :
0 0 b,
~— ~
J1 Jr

Aus dieser Darstellungsform (A’|b’) lassen sich Aussagen iiber die Losbarkeit von (4) treffen und — sofern
vorhanden — eine spezielle Losung ablesen: %

Satz 1.106.

1. (+) ist genau dann l6sbar, wenn o)., = 0,...,b), = 0 erfiillt ist.

"y Ym

2. Eine spezielle Losung ist dann 2’ = (0, ..., 0,5},0, ...,0,..,0, ..., 0).

»ery
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1.10 INHOMOGENE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 1 VEKTORRAUME

Beweis.

1. Seien b4, ...,b,, = 0. Dann 1ést 2" = (2/, —1) das homogene System (4++)’, denn

07+ ...+ 07 +011+07+ ... +074+b50+07+ ...+ ...+ 07+ 5,0+ 07+ ...+ 07— =0
07+ ...+ 07 +00+07+ ... +074+b514+07+ ...+ ...+ 07+ b0+ 07+ ...+ 07 — b, =0

07+ ...+ 07 +00+07+ ...+ 074+ 050+ 07+ ...+ ... + 07+ b.1 + 07 + ... + 07 — by = 0.
Also 16st 2’ das System (+)’ und damit auch (+).

2. Sei etwa b, # 0. Wir multiplizieren die (r + 1)-te Zeile mit (b ,)~" und erreichen:

0O --- 0]1]=x ¥ |0 % - x| By
0 0
0 0
0 010 x| 1 b,
0 0 1
0 : 0 : 0 :
0 0 b

Also fordert die (r + 1)-te Zeile des zugehérigen inhomogenen Gleichungssystems:
0=0X; +0X2+..4+0X, =1,

ein Widerspruch. Also ist das System in dem Fall nicht 16sbar. O

Satz 1.107.

Das inhomogene lineare Gleichungssystem (+) ist genau dann l6sbar, wenn der Zeilenrang von A mit
dem Zeilenrang von (A|b) iibereinstimmt.

Beweis.
Wir zeigen:
b1 =0,..,b,=0 = Zeilenrang(A) = Zeilenrang(A|b).
“=7 ist klar. Zu “<": Sei (etwa) b, ; # 0, dann ist Zeilenrang(A|b) =7+ 1 > r = Zeilenrang(A). O

Definition 1.108.
(4) heifst universell 16sbar, falls (4) bei jeder Wahl der b; losbar ist.
(4) heifit eindeutig losbar, falls (4) zu jeder Wahl der b; héchstens eine Losung hat.

Bemerkung 1.109.

Beachte: Ein System, das fiir gar keine Wahl der b; 16sbar ist, wird auch eindeutig 16sbar genannt. O

Satz 1.110.
1. (4) ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn der Spaltenrang von A gleich der Spaltenzahl n ist.

2. (+) ist genau dann universell 16sbar, wenn der Zeilenrang von A gleich der Zeilenzahl m ist.

Beweis.

1. Eindeutiger Fall: Fiir by, ..., b, € K beliebig gilt: Spaltenrang(A) = n < (x) ist nur trivial 16sbar. Also
ist die Losungsmenge von (4) entweder 2’ + {0} = 2’ oder 0.
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2 LINEARE ABBILDUNGEN 2.1 VEKTORRAUM-HOMOMORPHISMEN

2. Universeller Fall:
a) Gelte Zeilenrang(A) = r = Zeilenzahl = m, dann Zeilenrang(A|b) = r = Zeilenrang(A).

b) Sei der Zeilenrang r von A kleiner als die Zeilenzahl m. Wir bezeichnen die r linear unabhéngigen
Zeilen von A mit A . AGr),

Wiéhle ein ip € {1,...,m}\{1,...,%-} und setze b; = 1 fiir i = iy und andernfalls b; = 0. Dann
ist (AC0) 1) ¢ span((AF1),0), ..., (A™,0)), d.h. Zeilenrang(A|b) > r = Zeilenrang(A), also ist (+)
nicht 16sbar. ]

2. Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel untersuchen wir Abbildungen, die mit der Vektorraum-Struktur vertréglich sind, soge-
nannte Homomorphismen. Diese haben die Eigenschaft, dass Bilder und Urbilder von Vektorrdumen stets
Unterrdume sind. Im ersten Abschnitt betrachten wir die grundlegenden Eigenschaften linearer Abbildun-
gen. In Abschnitt zwei erhalten wir eine wichtige Représentation linearer Abbildungen: Die Darstellungs-
matrizen. In Abschnitt drei wird die Invertierbarkeit von Matrizen behandelt, die zum Auflésen linearer
Gleichungssysteme sehr niitzlich ist. Der vierte Abschnitt beschéftigt sich mit Basiswechseln und Trans-
formationsmatrizen. Im letzen Abschnitt werden Determinanten eingefiihrt, die zentrale Eigenschaften
von Matrizen in einer Zahl représentieren.

2.1. Vektorraum-Homomorphismen

In diesem Abschnitt fithren wir die Begriffe Linearitdt, Kern und Bild ein und beweisen eine zweite
Dimensionsformel. Als zentrale Aussage erhalten wir, dass jeder n-dimensionale K-Vektorraum die gleiche
Vektorraum-Struktur besitzt wie der kanonische K-Vektorraum K™.

Definition 2.1.

Seien V, W zwei K-Vektorrdume. f : V — W heiftt eine K-lineare Abbildung bzw. ein K-Vektorraum-
Homomorphismus, falls fiir alle v1,v2 € V und alle A € K gelten:

L f(ur +v2) = f(v1) + f(v2);
2. f()\’l)l) = )\f(’l)l)

Bemerkung 2.2.
1. a) flavy + Bug) = af(v1) + Bf(ve):
flavy + Bug) = flawr) + f(Boz) = af (v1) + B (v2).
b) f(0) =0:
0= f(0) = f(0) = f(0+0) — f(0) = £(0) + f(0) — f(0) = f(0).

c¢) flvr —w2) = f(v1) — f(ve):
f(or —w2) = f(vr 4 (—v2)) = f(v1) + f(—v2) = f(v1) — f(v2).

2. v1,..., Uy, linear anhéingig = f(vy1), ..., f (V) linear abhéngig:
Gelte 0 = ayvy + ... + QU mit a; # 0, dann auch
0= f(0) = f(a1v1 + ... + @mvm) = a1 f(v1) + . + @ f(Vm)
mit o; # 0, d.h. f(v1),..., f(vm) sind linear abhéngig. O

Satz 2.3.
1. Ist V' C V ein Untervektorraum, dann auch das Bild f(V') = {f(v") | v/ € V'} CW.

2. Der Kern eines Homomorphismus Kern(f) = {v € V' | f(v) = 0} ist ein Untervektorraum von V.
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2.1 VEKTORRAUM-HOMOMORPHISMEN 2 LINEARE ABBILDUNGEN

Beweis.
1. a) Esgilt 0 V' = 0= f(0) € f(V).

b) Seien wi,we € f(V'), dann wy = f(v1) und we = f(vg) fiir gewisse vy, v2 € V'. Aus vy +vg € V’
folgt f(vi 4+ va2) = f(v1) + f(v2) € f(V'), also wy + w2 € f(V').

c) Seien w € f(V') und XA € K, dann gibt es v € V' mit f(v) = w, also Aw = Af(v) = f(Q) € f(V').
2. a) Es gilt f(0) =0, also 0 € Kern(f).

b) Seien vy,v2 € Kern(f), dann gilt 0 = f(v1) = f(v2), also 0 = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2), d.h.
v1 + vg € Kern(f).

c) Seien A € K und v € Kern(f), dann ist f(v) = 0, also auch f(Av) = Af(v) = A0 = 0, d.h.
v € Kern(f). O

Beispiel 2.4.

1. Die Nullabbildung f : V — W, f(v) = 0 ist ein Vektorraum-Homomorphismus mit Kern(f) = V' und
f(V) ={0}.
2. Sei A € K, dann ist die Gerade f: V — V mit f(v) = Av linear, denn f(0) = A0 =0 und

flav + Bw) = AMav + pw) = daw + A\pw = af(v) + Bf(w).
3. Seien allgemeiner ay, ...,a, € K. Die Linearkombination f : K" — K, f(z1,....,2n) = Y1y ;X ist
linear: Mit = (ay,...,a,) und X = (21, ...,2,) ist f(X) = Ao X und es gelten:
a) f(0) =0,
b) f(X+Y)=Ao(X+Y)=AoX+A0Y = f(X)+ f(Y) und
¢) flaX)=Ao(aX)=a(AdoX) =af(X).
Speziell fiir n = 2 ist f eine Ebene im K™.

4. Die Abbildung f : K™ — K™, gegeben durch f;(z1,...,x,) = Y., a;;x; mit aj; € K ist linear: Setze
Aj = (aj1,...,0jn), dann ist f(X) = (A10X,..., A 0 X) = (4, 0 X); und es folgen:

a) f(0)=(0,...,0) =0,

b) f(X+Y)=(4;0(X+Y))j= (40X +A4;0Y);=(4;0X);+(A;0Y); = f(X)+ f(Y) und

¢) flaX) = f(4jo(aX)); = (a(4joX)); =a(d4;oX); =af(X). O
Satz 2.5.

Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung, dann gilt dim f(V) < dim V.

Beweis.
Sei (v1, ..., v,) eine Basis von v, d.h. dim V' = n. Dann ist
fV)=A{f(v) [veV}
={flaqv1 + ... + apv, | a1, ..., € K)}
={a1f(v1),..,anf(vn) | @1,...,a, € K}
= span(f(v1), ..., f(vn)),

d.h. dim f(V) <n=dimV. O

Satz 2.6.
Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung, dann gilt: f ist injektiv < Kern(f) = {0}.
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Beweis.
1. Sei x € Kern(f)\{0}. Dann f(z) = f(0) =0, d.h. f ist nicht injektiv.
2. Gelte f(x)=fly)=0=f(x)— fly) =flr—y)=z—yeKern(f) ={0}=>2—y=0=>2=y. O

Satz 2.7.

Seien V und W zwei K-Vektorrdume, (v1, ..., v,) eine Basis von V und v € V, wy, ..., w,, € W beliebig.
Dann gelten:

1. Die Darstellung v = ayvy + ... + a, v, ist eindeutig.

2. Es gibt genau eine K-lineare Abbildung f:V — W mit f(v;) =w;, 1 <i<n.
3. span(wy, ..., wy) = f(W).
4

. f ist injektiv < wy, ..., w, sind K-linear unabhéngig.

Beweis.
1. Gelte v = aqvy + ... + apv, = f1v1 + ..+ B, dann 0 = v — v = (a1 — B1)v1 + ... + (@, — Bn)vp. Da
V1, ..., Up linear unabhéngig, folgt oy — 81 =0, ..., — B, = 0, also ag = B4, ..., ap = Bn.
2. a) Existenz: Sei v € V mit der Darstellung v = ayv; + ... + @,v,. Setze f(v) = aywy + ... + @ wy,
dann ist f(v;) = w; und es gelten:
flu+w) = f((AMor+ .. + Anvn) + (101 + oo + fnvn))
= f((M+p1) + oo+ (An + pn)vn)
=M+ p)wr + oo+ (A + pn)wn
= (Mwy + .. F Awy) + (rwr + ..+ prwy)
= f(u) + f(w);

FfOw) = fMaqv1 + ... + apvy))
= f(Aar)vr + ... + (Aa)vn)
= (Aa)wy + ... + (Aay)wy,
= Majwy + ... + apwy,)

= Af(v).

b) Eindeutigkeit: Seien f, g zwei K-lineare Abbildungen mit w; = f(v;) = g(v;) und v € V mit der
Darstellung v = ayv1 + ... + apv, € V. Dann gilt:
f) = flarvr + ... + apoy)
=ayf(v1) + ... + anf(vn)
= wi + ... + ¥, wy,
=ag(v1) + ... + ang(vn)
= g(a1vy + ... + apvy)
=9g(v).
3. Sei w € span(wy, ..., wy), d.h. w = Y a;w;. Setze v = > a;v;, dann f(v) = > a;f(v;) = w, d.h.
w € f(V) und damit span(wy, ...,w,) C f(V).

Sei umgekehrt w € f(V), d.h. es gibt ein v € V mit f(v) = w. Habe v die Darstellung v = > ayw;,
dann ist w = f(v) = > ayw;, d.h. w € span(wy, ..., wy,), also auch f(V) C span(wy, ..., wy).

4. Seien f injektiv und > a;w; = 0, dann > o, f(fi) = fO ayv;) = 0, d.h. > @;v; = 0 und damit alle
a; =0, d.h. wq,...,w, linear unabhéngig.

Seien umgekehrt wy, ..., w, linear unabhéingig und v € Kern(f). Habe v die Darstellung v = > «;v;,
dann ist 0 = f(v) = > aw;, also alle o; = 0 und damit v = 0, d.h. Kern(f) = {0} und damit f
injektiv. O
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Satz 2.8. (Zweite Dimensionsformel)

Seien V, W zwei K-Vektorrdume und f : V — W ein K-Vektorraum-Homomorphismus. Dann gilt:

dim V' = dim Kern(f) + dim Bild(f)

Beweis.

Seien (wq,...,w,) eine Basis von Bild(f), (u1,...,ux) eine Basis von Kern(f) und (v1,...,v, € V mit
wy = f(v1),...,w, = f(v,). Wir zeigen: (v1, ..., 0, u1,...,ux) ist eine Basis von V, dann gilt namlich:
dimV =r+ k = dim Bild(f) + dim Kern(f).

1. Erzeugendensystem: Sei v € V. Dann existieren Ay, ..., A, so dass gilt v = A\jv1 + ... + A\,v, und damit
fo)=fAvi+. 4+ ) = i+ we = f(0) = A f(v) = = A f (o) = f(o—=Avr —.. = Apvr) =0,
d.h. v—XAv1 — ... — Ao, € Kern(f). Also gibt es 41, ...,k mit v — Aoy — ... — \pvp = d1ug + ... + Jpug,
d.h. v = Av1 + .o + Apvp + 1ug + .o+ Spug, dhe v € Kern(f) 4+ Bild(f).

2. Lineare Unabhéngigkeit: Sei A\jv1 + ... + A\ov,. + d1u1 + ... + d0gug, = 0. Dann gilt:

r k T k r r
0= f(0) = f(z)\ivi +Z5iui) = f<z)\ﬂ%) +f(z5iui> = Z)\if(vi) = Z/\iwi~
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
eKern(f)

Da wy, ..., w, linear unabhéngig, sind alle A1, ..., A\, =0, d.h. Zle d;u; = 0, also alle d1,...,0, =0, da
U, ..., ug linear unabhdngig. Also sind vy, ..., v, U1, ..., U} linear unabhéngig. (I

Definition 2.9.

Seien V, W zwei K-Vektorrdume und f: V — W ein K-Vektorraum-Homomorphismus.
Man bezeichnet f als einen ...

1. Monomorphismus, falls f injektiv ist.

. Epimorphismus, falls f surjektiv ist.

. Endomorphismus, falls V = W.

2
3. Isomorphismus, falls f bijektiv ist.
4
5

. Automorphismus, falls f bijektiv und V = W.

Bemerkung 2.10.

Ist f ein Isomorphismus, dann heifsen die Radume V, W isomorph. %

Satz 2.11.

Jeder n-dimensionale K-Vektorraum V ist isomorph zum K™.

Beweis.

Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und bezeichne (e(l)7 ...,e(”)) die kanonische Basis des K™. Wir setzen
f(v;) = e, Es wurde bereits gezeigt, dass dies einen injektiven Homomorphismus definiert. Da auferdem
Bild(f) = span(f(vy), ..., f(vn)) = span(e), ..., e(™) = K™ ist f auch surjektiv. O

Bemerkung 2.12.

Ein Homomorphismus ist durch seine Werte auf einer Basis also bereits eindeutig festgelegt. %
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Satz 2.13.
Seien V ein K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus. Dann gilt:

f ist injektiv — f ist surjektiv — f ist bijektiv.

Beweis.

1. f injektiv = f surjektiv: Aus Kern(f) = {0} folgt mit der Dimensionsformel: dim V' = dim Bild(f).
Da Bild(f) = f(V) C V, folgt V = Bild(f), d.h. f ist surjektiv.

2. f surjektiv = f injektiv: Aus Bild(f) = V folgt mit der Dimensionsformel, dass dim Bild(f) = dim V,
d.h. dim Kern(f) = 0, also Kern(f) = 0, d.h. f ist injektiv. O

Bemerkung 2.14.

1. Seien U,V,W Vektorrdume, f : V — W sowie g : W — U lineare Abbildungen. Dann ist auch die
Verkettung go f : V — U linear:

(g0 f)lou+ pw) = g(f(au + fw)) = g(af(u) + Bf(w)) = a(go f)(u) + B(g o f)(w).

2. Fir f,g : V- Wund a € K setzen wir (f+g) : V. — W, (f + ¢9)(v) = f(v) + g(v) und
(af) : V. = W, (af)(v) = af(v). Die Abbildungen von V nach W bilden mit dieser Additi-
on und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum, bezeichnet mit Abb(V,W). Die Menge der K-
linearen Abbildungen Hom(V, W) C Abb(V, W) bildet einen Untervektorraum. Insbesondere sind fiir
fyg € Hom(V, W) und « € K auch f + g,af € Hom(V,W):

(f + 9)(au+ pw) = af(u) + Bf(w) + ag(u) + Bg(w) = a((f + 9)(u)) + B((f + 9)(w))

und

Af)(au + Bw) = Af(au + fw) = Aaf(u) + daf(w) = AMaf)(u) + AMaf)(w).

3. Sei f:V — W ein Isomorphismus. Dann existiert zu jedem w € W genau ein v € V mit f(v) = w,
d.h. es existiert die Umkehrabbildung f=! : W — V mit f(v) — v bzw. f~!(w) = dasjenige v € V
mit f(v) = w. Insbesondere gilt f(f~*(w)) = w und f~1(f(v)) = v, d.h. fo f~1 ist die Identitiit id
auf W und f~!o f ist die Identitét auf V.

Mit f ist auch f~! linear, denn es gelten:

a) f71(0) =0, da f(f~'(0)) =0,

b) [ u+w) = f" (w) + [ (w), da f(fH(w) + f7H(w)) = fF(fH(w) + f(fH(w) = u+w und
) f7Hav) =af H(v), da flaf~'(v)) = af(f~1(v) = av.

Die Menge der invertierbaren Endomorphismen Iso(V, W) der Isomorphismen von V nach W bildet
im Allgemeinen allerdings keinen Untervektorraum von Hom(V, W), da die Nullabbildung nur dann
in Iso(V, W) liegt, wenn sowohl V' als auch W der Nullraum sind.

4. Iso(V, V), versehen mit der Verkettung, bildet eine Gruppe mit neutralem Element id. Insbesondere
ist mit f,g auch f o g invertierbar; genauer gilt (fog)~t =g 1o f~%L O

2.2. Darstellungsmatrizen und lineare Abbildungen

Wir haben gesehen, dass eine lineare Abbildung f : V' — W genau durch ihre Werte auf einer Basis
festgelegt ist. Sind speziell V.= K™ und W = K™, dann ist f durch die n Vektoren f(v1),..., f(vn)
im K™ festgelegt, d.h. durch die Matrix im K™*" deren n Spalten gerade die m-Tupel f(v1), ..., f(vn)
sind. Allgemeiner kann man auch eine lineare Abbildung f : V — W mit n- bzw. m-dimensionalen
K-Vektorrdumen als Matrix représentieren, da V' zum K" und W zum K™ isomorph sind: Seien ‘U
eine Basis von V und 2U eine Basis von W, dann vermitteln die Isomorphismen ¥y : V' — K™ und
Woy : W — K™ zusammen mit f eine lineare Abbildung Wegy o f o \11%1, die von K™ nach K™ abbildet
und damit als (m x n)-Matrix dargestellt werden kann.
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Definition 2.15.
Seien K ein Korper und m,n € N. Weiter bezeichne K™*™ = Mg (m,n) die Menge der (m x n)-
Matrizen iiber K: A = (al])igérg mit a;; € K.
Wir definieren auf 9t(m, n) eine Addition, eine skalare Multiplikation und ein Nullelement:
A+ B = (a;j + bij) € M(m,n),
A = (Aaij) € M(m,n)
0= (0) € M(m,n).

Zu A = (a;;) setzen wir AT = (a;;). Dann heift AT die zu A transponierte Matrix.

Bemerkung 2.16.

1. Es gilt AT € MM(n,m); diese Matrix entsteht aus A, indem man die Spalten von A zu den Zeilen von
AT macht.

Weiter gelten (A4 + B)T = AT + BT und (AA)T = AAT sowie 0T = 0. Die Transpositionsabbildung
f:Mim,n) — M(n,m), A f(A) = AT ist somit ein Vektorraum-Homomorphismus. f ist sogar ein
Isomorphismus mit f~1(A4) = AT, denn (AT)T = A.

2. Die (m x n)-Matrizen bilden einen K-Vektorraum. Dieser ist isomorph zum K™ via
f : W(m, ’I”L) — Kmin, (aij) — (an, s ALy veey ALy ees Cl,mn).

Damit gilt insbesondere: dim 9 (m,n) = m - n. O

Definition 2.17.
Zu A € M(m,n) und B € M(n,r) definieren wir ein Matrixprodukt:

n
1<j<n g \I<G<r _ o \1<g<r o , ,
(aij)lgigm ’ (bm)lgign = (Czy)1gigm mit ¢;j = E @ik - br;
k=1

Bemerkung 2.18.

1. Wir bezeichnen ab jetzt zu A = (a;;) € M(m,n) mit A; = (a1, ..., ain) € K™ (genauer: M(1,n)) die
i-te Zeile der Matrix A und mit AY) = (ay;;...;am;j) € K™ (genauer: M(m, 1)) die j-te Spalte. Dann
koénnen wir auch schreiben:

Cij = A7 o (B(J))T € K.
2. Zu A, B € M(n,n) ist (AB)T = BTAT. Im Allgemeinen gilt nicht (AB)T = ATBT.

3. Wir fassen von nun an die Elemente des K™ als Spaltenvektoren auf, identifizieren sie also mit Ele-
menten des N(n, 1). O

Definition 2.19.
Sei A € M(m,n). Dann heifit
Lin; (A): K" — K™, x +— Linj, (A)z = Ax
mit
1 a1l -+ ain T1 a11T1 + 0+ A1pn Ajox
r=| i | > e o = o =
Tn Am1+ - +amn Tn Am1T1 + - + QynTn Ao

eine lineare Abbildung.
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Bemerkung 2.20.

1. Anwenden von Lin(A) auf einen Vektor z € K™ entspricht also der Multiplikation mit A € M(m,n)
von rechts.

2. Speziell: Lin(A)(e®) = Ae® ist gerade die i-te Spalte A®) von A.
3. dim Bild(Lin(A)) ist gerade der Spaltenrang von A. O

Satz 2.21.
Fiir A € M(m,n) gilt stets:

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A4) = rg(A).

rg(A) heifst der Rang von A.

Beweis.

Bezeichne Z = span(Ay,..., A,,) den Zeilenraum, n die Anzahl der Spalten und L den Loésungsraum
von A. Wir haben bereits gezeigt, dass dann L = Z+ und dim(L) = n — dim(Z) gelten. AuRerdem ist
L={xe€ K™| Az = 0} = Kern(A). Mit der Dimensionsformel erhalten wir:

Spaltenrang(A4) = dim Bild(Lin(A))
= dim(K") — dim Kern(Lin(A))
=n — (n — Zeilenrang(A))
= Zeilenrang(A). O

Satz 2.22.
Lin : M(m,n) — Hom (K™, K™), gegeben durch A — Lin(A), ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis.

1. Lin ist surjektiv: Sei f € Hom(K", K™). Dann ist f eindeutig bestimmt durch f(e®) = (a14, ..., Gmi)-
Setze A = (a;;) € M(m,n), dann ist Lin(A)(e®) = Ae® = (ays;...; am;) = f(e™), d.h. Lin(A) und f
stimmen auf einer Basis des K™ tiberein, also Lin(A) = f.

2. Lin ist K-linear: Seien A, B € M(m,n) und o € K. Dann gelten
Lin(A + B)(e®)) = (A+ B)e®™ = A® 4+ BO = Ae(® 4 Be® = Lin(A4)(e”) 4 Lin(4)(e®),
also Lin(A + B) = Lin(A) + Lin(B), und
Lin(ad)(e?) = (ad)e® = aA® = aAe') = aLin(A(e®),
also Lin(aA) = aLin(A).
Beachte: Es geniigt, die Linearitit auf einer Basis nachzurechnen.

3. Lin ist injektiv: Sei A € Kern(Lin). Angenommen, es gilt A # 0, dann gibt es ein a;; # 0. Damit ist
die j-te Komponente von Lin(A)e(® gerade a;; # 0, d.h. Lin(A) # 0, ein Widerspruch. O

Bemerkung 2.23.

Damit ist auch Mat : Hom(K™, K™) — 9(m,n), gegeben durch f — Lin~'(f) = (f(e'), ..., f(e(™)), ein
Isomorphismus.

Zu f € Hom (K™, K™) heifst A = Mat(f) € 9Mt(m,n) die Darstellungsmatrix von f. O
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Satz 2.24.
Seien A € M(m,n) und B € M(n, r). Dann gilt:

Lin” (A) o Lin” (B) = Lin’, (AB).

Beweis.
Nach der Definition des Matrixproduktes ist AB € M(m,r). Weiter gilt:
(Lin(A) o Lin(B))e® = Lin(A)B® = AB® = (AB)" = (AB)e = Lin(AB)e®. O

Definition 2.25.

Seien V ein n- und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum und seien U = (vy, ..., v,,) eine Basis von V
sowie 2 = (wy, ..., Wy, ) eine Basis von W

Uy : V — K™ mit Ugy(v;) = e und Tgy : W — K™ mit Ugy(w;) = e heifen die kanonischen
Isomorphismen oder Koeffizientenabbildungen.

Sei f € Hom(V,W). Dann heift A = Mat(Wgy o f o U;') € M(n,m) die Darstellungsmatrix von f
bzgl. der Basen 2, 20. Wir schreiben A = Matgy, (f).

Bemerkung 2.26.

Die i-te Spalte von Matgy; (f) ist
AW = Mat(Way o f o Ug)e® = Woy(f(vy)).
Sei A = (ay4;...; @), dann gilt
fvi) = a1,w1 + ... + Wiy O

Bemerkung 2.27.
1. Zuwv €V ist Uyg(v) =z € K™ der Koeffizientenvektor von v: Es gilt v = Y x;v;.
2. Bezeichne € = (M) ..., (™) die kanonische Basis des K™.
Wegen We = id gilt fiir jeden Endomorphismus f € Hom(K", K™), dass Mat§(f) = Mat(f).
. ImFall W=V, 2 =2 und f =id ist
Maty, (f) = Mat(¥y oid o ') = Mat(id) = Id,
d.h. die Darstellungsmatrix der Identitédtsfunktion bzgl. identischer Basen ist die Identitdtsmatrix.

4. Die Verkettung von Funktionen ist assoziativ, d.h. es gilt f o (9o h) = (f o g) o h. Ebenso ist die
Multiplikation von Matrizen assoziativ, d.h. A(BC) = (AB)C'. Verkettung und Matrizenmultiplikation
sind allerdings im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. fog # go f und AB # BA.

5. Darstellungsmatrix einer einfachen Verkettung: Seien Vi, Vs, V3 K-Vektorrdume mit Basen Uy, U,
U3 und f € Hom(Vy, Vs), g € Hom(V3, V3). Dann erhalten wir die Darstellungsmatrix der Verkettung
gOf:Vl — V3 via

Matg; (go f)=Mat(Uy,o0(gof)o \I/Qﬁ)
= Mat((Vsg, 0 go U)o (¥, o f o Uyl))
= Mat(¥y, ogo \Pm2)Lln_1(\IlQ}2 ofo \I/;ﬁ)
= Matgy? (9)Matg] (f),
denn fir A = Matgi (f) und B = Matgi (g) gilt ja Lin(BA) = Lin(B)Lin(A).

6. Darstellungsmatrix einer zweifachen Verkettung: Sei V} ein weiterer K-Vektorraum mit Basis 204 und
sei h € Hom(V3,V}), dann erhalten wir die Darstellungsmatrix der Verkettung hogo f: V4 — Vy via

Matgy! (ho g o f) = Matgy® (h)Maty? (g)Matg! (f). O
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2.3. Invertierbarkeit von Matrizen und Homomorphismen

In diesem Abschnitt stellen wir das Konzept der Matrixinvertierung vor, mit dem sich lineare Gleichungs-
systeme kompakt auflésen lassen. Aufserdem wird ein Zusammenhang zwischen inversen Matrizen und
den zugehorigen linearen Abbildungen bzw. zwischen inversen Homomorphismen und den zugehdrigen
Darstellungsmatrizen hergestellt.

Definition 2.28.
Eine Matrix A € M(n,n) heilst invertierbar, falls es ein B € M(n,n) gibt mit AB = BA = 1d.

B heifit die zu A inverse Matrix und wird mit A~! bezeichnet.

Bemerkung 2.29.
1. Ist A € M(n,n) invertierbar, dann ist A~! eindeutig bestimmt: Gelten AB = BAId und AC = C'Ald,

dann ist

B = BId = B(AC) = (BA)C =1dC = C.
2. Die Menge J(n) C 9M(n,n) der invertierbaren (n x n)-Matrizen, versehen mit der Multiplikation, bildet
eine Gruppe, da gelten:
a) A,B € 3(n)= AB € J3(n) mit (AB)"! = B~1A~L
b) (AB)C = A(BC), IdA = A = Ald und zu jedem A € J(n) gibt es B = A™! € J(n) mit
AB =1d = BA.

J(n) ist aber im Allgemeinen nicht kommutativ.

3. Die Gruppen Iso(K™, K™) und J(n) sind homomorph, d.h. es gibt ein G : Iso(K", K™) — J(n) mit
G(fog) = G(f)G(g). Wir kénnen namlich G(f) = Mat(f) wéhlen.

G ist umkehrbar mit G=1(A4) = Lin(A); es gilt G~}(AB) = Lin(A)Lin(B), d.h. auch G ist ein
Homomorphismus von Gruppen.

4. Zu A € 3(n) ist Lin(A) € Iso(K™, K™) mit Lin(A~!) = (Lin(A))~!; umgekehrt ist fiir f € Iso(K", K™)
die Matrix Mat(f) invertierbar mit (Mat(f))~! = Mat(f~1). O

Satz 2.30.

Fiir A € 9M(n,n) sind dquivalent:
1. A ist invertierbar.

2. Es gibt ein B € M(n,n) mit AB =1d.
3. Es gibt ein B € M(n,n) mit BA = Id.
4. rg(A) = n.

5. Lin(A) ist bijektiv.

Beweis.
(1) = (2) und (2) = (3) sind klar nach Definition.
(3) = (4): Es gilt rg(B) = dim BildLin(B) < dim K™ = n, also
n =rg(ld) = rg(BA) = dim BildLin(BA) = dim Bild(Lin(B)Lin(A)) < dim BildLin(A) = rg(A),
d.h. rg(A) > n. Aukerdem gilt trivialerweise rg(A) < n, insgesamt also rg(A4) =n
(4) = (5): Wegen rg(A) = dim BildLin(A) ist Lin(A) surjektiv, also bijektiv.

(5) = (1): Setze f = Lin(A) = fo f~! =1id, d.h. Mat(f o f~1) = Mat(f)Mat(f~!) = Mat(id) = Id.
Wegen Mat(Lin(A)) = A folgt A=t = Mat(f~1). O
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Bemerkung 2.31. (Berechnung der inversen Matrix)

Sei A € M(n,n) invertierbar mit Inverser A~! = B. Dann 16st die i-te Spalte B®) von B das lineare

Gleichungssystem
Ajox =0, ey Ajox =1, e A,ox =0,

d.h. das Losen der Matrixgleichung AX = Id ist d4quivalent zum simultanen Lésen der n inhomogenen,
linearen Gleichungssysteme Az = e(?).

Die inverse Matrix kann also mit dem Gauk-Algorithmus bestimmt werden, indem man die (n x 2n)-
Matrix (A|Id) mit elementaren Zeilenumformungen auf die Gestalt (Id|B) bringt; B ist dann gerade die
inverse Matrix zu A. O

Beispiel 2.32.

Wir suchen die Inverse der Matrix

1 3 2 1

1 1 1 3

1 2 1 1

1 -2 -2 -1

Diese berechnen wir nach dem Schema
13 2 1 1 0 0 0
1 1 1 3 0 1 0 0
1 2 1 1 0 0 1 0
1 -2 -2 -1 0 0 0 1
13 2 1 1 0 0 0
0 2 1 -2 1 -1 0 0
0 1 1 0 1 0 -1 0
0 ) 4 2 1 0 0 -1
1 0o & 4|-L 32 0 o0
o 1 4 -1| & -2 0 o0
o o0 3 1| 3 3 -1 0
o o 2 7] 2 2 0 -1
10 0 3|-1 1 1 0
o 1 0 —-2| 0 -1 1 0
0 0 1 2 1 1 -2 0
0 0 0 4| -3 1 3 -1
oo oo 3 ob-r g
L
o 0 1o F b1y
T O
Also ist A~! gegeben als

N
I R ,
R IR

R
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Definition 2.33.

Unter einer Teilmatrix einer gegebenen Matrix versteht man das Ergebnis der Streichung gewisser
Zeilen und Spalten.

Beispiel 2.34.
Die (4 x 5)-Matrix

X X X

1 2 3 1 1

0 7 1 8 5

x 2 3 0 1 9
7 8 0 6 2

ergibt nach Streichung der Spalten 3, 5, 6 und der Zeile 3 die (2 x 3)-Teilmatrix

~N O~
O~ W
<

Lemma 2.35.

Der Rang einer Matrix A ist das grofite n, so dass es eine invertierbare n x n-Teilmatrix von A gibt.

Beweis.

Seien r = rg(A) und n maximal mit inveriertbarer (n x n)-Teilmatrix B. Zu zeigen: r = n.
1. rg(B) = n. Verlangern der Zeilen von B liefert n linear unabhéngige Zeilen von A, also r > n.

2. Wegen rg(A) = r gibt es r linear unabhingige Zeilen von A. Streichung der restlichen Zeilen ergibt
eine Teilmatrix A’. Wegen rg(A’) = r hat A’ r linear unabhéingige Spalten. Streichung der restlichen
Spalten von A’ ergibt eine quadratische (r x r)-Matrix A”; diese ist wegen rg(A”) = r invertierbar.
Also r < n. O

2.4. Transformationsmatrizen und Basiswechsel

Dieser Abschnitt behandelt einen Spezialfall der Darstellungsmatrizen: Die Basistransformationen. Hier
wird die Identitdtsabbildung beziiglich zwei verschiedener Basen eines Vektorraums dargestellt. Wir wer-
den sehen, dass die Riicktransformation durch die inverse Matrix der Transformation beschrieben wer-
den kann. Dies erlaubt es insbesondere, die Darstellungsmatrix eines Homomorphismus beziiglich zweier
neuen Basen mittels der Darstellungsmatrix der alten Basen und der beidenTransformationsmatrizen
auszudriicken.

Definition 2.36.

Seien V ein K-Vektorraum und 20,2’ zwei Basen von V. Dann heift Matgy, (id) die Transformations-
matrix oder Ubergangsmatrix des Basiswechsels von 0 zu 0’.

Bemerkung 2.37.

1. Wegen
MatZ (id)MatZ, (id) = MatZ (id) = Id

ist Matg,(id) die zu Maty, (id) inverse Matrix: Matgy, (id)~! = Matg,(id).
2. Sei W ein weiterer K-Vektorraum und seien 20,20’ zwei Basen von W. Dann gilt:
Matay, (f) = Mat3y, (id)Mat 3, (f)Mat2 (id) = MatZ, (id)Matay (f)Mate, (id) ="
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3. Fiir Uy € Hom(K", K™) gilt Uit (e®) = v;, d.h. Matg(Vy') = Mat§ (Vo) ™ = (v1, ..., ).
Zugleich ist Maty (id) = Mat(¥¢ o id o V') = (1, ey vn).
Damit kénnen wir Matgy;(f) im Falle V = K", W = K™ konkret ausrechnen:
Matgy; (f) = Matgy, (id)Mat& (f)Matg (id) = (w1, ..., wm) " (F(eD), ...y F(e™)) (01, ..., vn).

Anstatt {iber die Basiswechsel U — & und & — 20 zu argumentieren, kbnnen wir auch folgendermafien
vorgehen:

Matgy(f) = Mat(¥gy o f o Ugr') = Mat(Wgy)Mat(f)Mat(¥y') = Mat(Way)Mat(f)Mat(¥y) =t O

Beispiel 2.38.

Betrachte den Homomorphismus f : R?* — R2, gegeben durch (1,2, 23) — (21 + 2, 203 — x1). Dann ist
Mat(f) = (Fe). £, 1) = (§ g

Wir stellen f nun bzgl. der Basen U = ((1;0; —1),(1;1;1),(1;0;0)) und 20 = ((0;1), (1;0)):

- 111
wop (01 110 (11—
Mat‘m(f)_<1 o) (-102) o _<12 1)' 0

Definition 2.39.

Zwei Matrizen A, B € M(n,n) heiffen dhnlich (in Zeihen: A ~ B), wenn es eine invertierbare Matrix
P € M(n,n) gibt mit B = PAP~L.

Bemerkung 2.40.

~ definiert eine Aquivalenzrelation, d.h. es gilt:

1. A~ Aresist A=1dAId™ Y

2. Ax B=B~A: B=PAP ' = A= P 'BP;

3. AxBund B2C = A~ C: B=PAP ' und C = QBQ ' = C = (QP)A(QP)~ .. O

Bemerkung 2.41.

Besonders niitzlich ist es, zu einem gegebenen Endomorphismus f € Hom(V, V) eine Basis U von V zu
finden, so dass Matg(f) Diagonalgestalt hat, d.h.

A1 0
Maty (f) = = diag(A1, ..., Ap) = A
0 An
fiir gewisse A, ..., A\, € K.
Sei néimlich A € M(n,n) mit A = PAP~! fiir eine gewisse Transformationsmatrix P € J(n), dann gelten:
1. A¥ = (PAP~Y)* = PAFP~! = Pdiag(\}, ..., \F)P~! wobei A das k-fache Produkt von A bezeichnet;
2. exp(A) = exp(PAP~1) = Pexp(A)P~! = Pdiag(exp(\1), ...,exp(\,)) P~1, wobei exp(A) = :OO %:“

3. Seien Aq,..., A, > 0, dann ist ﬂA) = VPAP-1 = PJ/AP~! = Pdiag(v/A1, ..., V/An) P!, wobei VA
diejenige Matrix B € 9(n,n) bezeichnet, fiir die gilt B? = A.

Beachte: Im Allgemeinen ist weder klar, dass solch ein B existiert, noch, dass B eindeutig ist.

Im Kapitel iiber Eigenwerttheorie gehen wir néher auf dieses Thema ein. %
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2.5. Die Determinantenabbildung

Die Determinante ist die Auswertung eines Polynoms n-ten Grades in den Eintrégen einer quadratischen
Matrix A € M(n,n). Sie enthilt viele Informationen iiber A; beispielsweise ist det A # 0 genau dann,
wenn A € J(n). Leider ist das Auswerten der Determinantenabbildung recht aufwendig. Wir lernen in die-
sem Abschnitt verschiedene Darstellungsformen der Determinante kennen und Techniken, Determinanten
zusammengesetzter Matrizen einfach zu bestimmen.

Bemerkung 2.42.
Wir definieren zu A = (a, b; ¢, d) € M(2,2): det A = ad — be. Dann gelten:

1. det ist linear in jeder Zeile, d.h.

aa+ Ba’ ab+pY a b a b
det( . d = adet e d + B det c d )

a b a b a b
det(ac—i—ﬁc’ ad+ﬁd’):adet<c d>+ﬂdet<c, d’)’

denn

/ /
det( aa+ pa ab+ Bb
c d

) = (aa + Ba’)d — (ab+ Bb)c

= a(ad — be) + B(a’d — b'c)
a b a v
:adet<c d)—l—ﬁdet(C d)’
2. det ist alternierend, d.h. sind zwei Zeilen von A identisch, dann ist det A = 0:

det< a b)_a-bb~a_0.
a b

analog fiir die zweite Zeile.

3. det ist normiert, d.h. detId = 1:

1 0
det(o 1>—1~1—0-O—1.

Beachte: Im Allgemeinen gilt det(aA + 8B) # adet A 4+ Bdet B. O

Definition 2.43.

Eine Abbildung det : 9M(n,n) — K heifit Determinantenabbildung, falls det linear in jeder Zeile,
alternierend und normiert ist.

det A heilst die Determinante von A.

Bemerkung 2.44.

1. det A dndert sich nicht, wenn zu einer beliebigen Zeile A; ein Vielfaches oA einer anderen Zeile addiert
wird:

Ai + OéAj Ai Aj

det = det + acdet = det A.
A; A; Aj
*
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2. det A dndert sein Vorzeichen, wenn zwei Zeilen von A vertauscht werden:

A+ A; A A; A; A;

0 = det = det + det + det + det ,
A + A Ay A; A; A;
also det(...; Aj;...; Aj;...) = —det(..; Aj; .5 Ags o). O

Satz 2.45.
det : M(n,n) — K, iterativ gegeben durch

n
det A = Z(—l)k_lam det Ag1,
k=1
definiert eine Determinantenabbildung,.

Hierbei bezeichnet Ax; € M(n — 1,n — 1) diejenige Matrix, die aus A nach Streichung der k-ten Zeile
und der ersten Spalte entsteht.

Beweis.

Wir zeigen per Induktion iiber n, dass det multilinear, alternierend und normiert ist. Der Induktionsanfang
n = 1 ist trivial; den Fall n = 2 haben wir eingangs schon gezeigt. Gelte die Behauptung also fiir n — 1.

1. Zur Multilinearitét:

Seien
Aq Ay Ay
A= | ad+pBA; |, A = Al , A = AY
A?L An A'I’L

Dann gilt det A = adet A’ + Sdet A”:

det A = (—1)""Yaal, + Baly) det Ay + Z(fl)kflakl det Agy
ki
= a(—1)"tal, det A;y + B(—1)""tal] det Ay

+a Z(—l)k_lakl det A}, + 8 Z(—l)k_lakl det A}y
ki ki

=a Z ajy det Aj, + 8 Z(—l)k_lagl det Agy
k=1 k=1
=adet A" 4+ Bdet A”.

2. Zum Alternieren:
Sei A; = Aj mit ¢ # j, etwa ¢ < j. Dann
det A = (—l)i_la“ det Ail + (—1)j_1aj1 det Ajl + Z (—1)k_1ak1 det Ak1~
k#i,j

Wegen (Agi1); = (Ag1); ist det Agy = 0. Also wird A;; durch Vertauschen der Zeile (A;1); mit den
(j —i)—1 dariiber liegenden Zeilen in die Matrix A;; iiberfiihrt. Also gilt det A;; = (—1)7 7"~ ! det A;;.
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Damit folgt:

det A = (71)i71ai1(71)jii71 det Ajl + (71)j71aj1 det Ajl
= (—1)jaj1 det Ajl + (—1)j71aj1 det Ajl
= 0.
3. Zur Normiertheit:
Sei A =1d(n). Dann gilt ax; =0 < k = 1. Also ist detId(n) = 1detId(n — 1) = 1. O

Satz 2.46. (Hauptsatz der Determinantentheorie)

Es gibt genau eine Abbildung det : 9M(n,n) — K, die multilinear in jeder Zeile, alternierend und
normiert ist.

Beweis.

Sei d : M(n,n) — K eine Determinantenabbildung. Zu zeigen ist, dass dann bereits d = det gilt. Wir
fithren dazu wieder eine Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist klar, denn d(a) = ad(1) = a = det(a). Sei
jetzt also n > 1; die Eindeutigkeit von det : M(n — 1,n — 1) — K wird vorausgesetzt.

Sei A € M(n,n). Aus Ay = arieM +...4+ain,e(™ folgt mit der Multilinearitét: d(A) = an1D1+...+ a1, D,
mit

0 .. O 1 0O .. 0 o .. 01 0 .. O
21 e e Q25 e ... Q2p asy ... ... 0 .. . aop
DJZd =d )
Apl oo e Qpj o e e Gpp ap1 o .- 0 o . apn
denn
a1 ...  Gip
d(4) =d
Apl e Gpp
ail 0 0 0 0 e Qlp
=d : : : +...+d : : :
Ap1  Ap2 o Gpp Apl  Ap2 o Gpp
1 0 0 0 0 1
=a1d 4+ ...+ a,d
Apl  Ap2 o Gpp Apl Qp2 .. Qpp

Wir driicken nun D; mit Hilfe von det aus.

Seien B’ € M(n — 1,5 — 1) und B” € M(n — 1,n — j). Dann ist B = (B, B”) € M(n — 1,n — 1). Setze
A :M(n—1,n—1) = K mit

0 .. 010 .. O
0
A(B)=d .
B’ : B
0
Aj ist Zeilen-multilinear und alternierend; weiter gilt
0O .. 0f1]0 .. O
1 00
. : 0 '
A;jId(n—1))=d]| 0 110 = (—1)71A;.
01 0
0
00 1
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Also ist (—1)7'A; eine Determinantenabbildung; nach Induktionsvoraussetzung ist (—1)77'A; = det,
d.h. Aj = (—=1)771 det. Damit gilt:
Dj = Aj(Alj) = (71)j71 det Alj - d(A) = Z(*l)lil(lll det A1l~
=1

Also gilt insbesondere

det A= "(=1)""ay det Ay, = d(A). 0
=1

Korollar 2.47.

Fiir A € M(n,n) gilt:
det A = det AT,

Beweis.

Per Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist trivial. Gelte die Behauptung also fiir n — 1. Dann folgt:

det A= (=1)"taydet Ay =) (1) tay det ATy = (=1)"Tay; det ATy = det AT
=1 =1 =1

Beachte dabei: Mit AT = (ai;) gilt aj; = ay. O

Bemerkung 2.48. (Entwicklungsformeln)
Damit erhalten wir die folgenden Darstellungsformeln:

1. Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det A = Z(—l)i+jaij det A;;;
j=1

2. Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det A = Z(—l)iﬂaij det Al] <>
i=1

Korollar 2.49. (Regel von Sarus)
Speziell fiir Matrizen im 9(3, 3) gilt:
a b ¢

det [ o' ¥ ¢ | =(abc’+adb'c+a’bd)— (ab'd +ad'bd" + a"Vc).

a/l bll C//

Beweis.

Durch Nachrechnen:

a b ;o
det | o' b ¢ | =adet ( 5” CC,, ) —a det ( b(?’ CC,, ) +a” det( blz, CC,, )
a// b// C//

— a(b/c// _ bllc/) _ a/(bc// _ b//c) + a;//(bcl _ b/c)

Lo

= (ab'd" +ad'b"c+ a"bd) — (ab"d + a'bc” + a"'bc). O
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Satz 2.50.

Fir A € M(n,n) gilt:
det A#0 = A € 3(n).

Beweis.

1. Sei A nicht invertierbar, d.h. die Zeilen von A sind nicht linear unabhéngig: Es gibt ein ¢ mit A; =
> oA fur ein a € K.
1#i
Addiert man zur i-ten Zeile das —aqy-fache der I-ten Zeile fiir alle [ # i, so ist die i-te Zeile der
entstehenden Matrix B die Nullzeile. Entwickelt man die Determinante von B nun nach der i-ten
Zeile, so folgt 0 = det B = det A.

2. Per Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist klar. Gelte ,,<=* also fiir n — 1. Angenommen, det A wére 0.
Dann

Ay .

0 = det = (71)j71a1j detAlj.

4, ) =
Weiter gilt fiir ¢ > 2:

A;
Az i .

0 :det . = Z(—I)J_laij detAij.

: j=1

An

Insgesamt ergibt sich also:
(=1 ay;det Ay + ..+ > (1) ap;det Ay = > (=177 det Ay;) AW = 0.
1 j=1 j=1

n

J =lQy
Da nach Voraussetzung A invertierbar ist, gilt rg(A4) = n, d.h. alle @; = 0 und damit alle det A;; = 0.
Andererseits folgt aus rg(A) = n auch, dass rg(As, ..., A,)T = n—1, d.h. es gibt n—1 linear unabhingige
Spalten von (As, ..., A,)T und damit auch eine invertierbare Teilmatrix A;;. Nach Induktionsvoraus-
setzung folgt det A;; # 0, ein Widerspruch. (]

Korollar 2.51.

Fiir A € M(n,n) gilt:
det Adet B = det AB.

Beweis.

Der Fall det B = 0 ist klar, denn wére det AB # 0, d.h. AB invertierbar, dann gibe es ein C' € M(n,n)
mit Id = C(AB) = (CA)B, d.h. entgegen der Annahme wire auch B invertierbar.

Gelte also jetzt det B £ 0. Wir definieren die Abbildung

det AB
d:Mn,n) = K, A d(A) = jetB .
Dies ist eine Determinantenabbildung;:
1. d ist Zeilen-multilinear, denn wegen
A1 Al oB
oA+ BAY | B=| aAloB+ A/ oB
An An oB
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det AB
ist det AB linear in der i-ten Zeile von A, also auch d(4) = (:et 5
2. d ist alternierend, denn
A1 Al oB
Al AZ [¢] B
CB=]
Aj AJ oB
A, A,oB
also det AB = 0, falls i # j.
3. d ist normiert:
1dB B
d(Id):det dB  det _1

detB ~ detB

Mit der Eindeutigkeit der Determinantenabbildung folgt: d = det, also

det A = det AB = det Adet B = det AB.
det B
det : J(n) — (K\{0}, ) ist also ein Gruppenhomomorphismus. O

Korollar 2.52.

Fir A € M(n,n) gilt:
(det A)™1 = det A1,

Beweis.
Es ist

det Adet A= = det(AA™) = det(Id) = 1 — det A™! = (det A)~L.
Determinantenberechnung und Invertierung vertauschen also miteinander. O

Korollar 2.53.

Fiir A, B € M(n,n) mit A ~ B gilt:
det A = det B.

Beweis.
Es ist A= PBP™! fiir ein P € J(n). Dann gilt:

det Pdet B
det A = det(PBP~1) = det(P) det(B) det(P~1) = % — det B.
e
Die Determinante ist also invariant unter Ahnlichkeitstransformationen. O

Bemerkung 2.54.

Zu f € Hom(V, V) konnen wir daher definieren det f = det My (f), wobei U eine beliebige Basis von V
bezeichnet: Nach obigem Korollar hingt det f nicht von der Wahl von U ab. O
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Korollar 2.55.
Seien A € M(n,n) und B € M(m, m). Dann gilt:

A
det( 0 B):detAdetB.

Beweis.

Wir fithren eine Induktion iiber n.
1. Zum Induktionsanfang: Entwicklung nach der ersten Spalte liefert

det ( 8 ; > = (—1)%adet B = det(a) det B.

2. Zum Induktionsschritt: Gelte die Behauptung fiir n — 1. Dann

A % " i A %
det( 0 B>:2(_1) 1aildet< 0 B)ﬂ

Z(*l)iilail det Ail det B

=1
= (—1)i*1det AL1> det B
=1
= det Adet B |
Korollar 2.56.
Fir a4, ...,a, € K gilt:
a1 * n
det . = H a;.
0 an =1
Beweis.
Durch induktives Anwenden des Korollars. O
Satz 2.57. (Regel von Cramer)
Sei A € M(n,n) mit det A # 0.
Dann besitzt das Lineare Gleichungssystem
CL11X1 + ...+ alan = bl
aanl + ... + a,an = bn

genau eine Losung, ndmlich

o _ det(A. ATV BACHD, A™)
L det(A) ’

wobel b = (by;...;b,) € K™
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Beweis.

Klar: Aus Az = b folgt + = A1 Az = A~'b, d.h. das System ist eindeutig l6sbar. Wir haben auferdem
bereits gesehen, dass Az = b genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn rg(4) = n gilt, was wiederum
aquivalent zu A € J(n) ist.

Bezeichne z = (x1;...;x,) € K™ die Losung, dann ist 21 AW + . 4+ 2,AM™ = B. Wegen der Linearitit in
der [-ten Spalte gilt dann:
det(AM .. AD|BIAUHD  AM) = 21 det(AD . JAD | AM) 4 4 2y det(AD..|AD].. AM)

+ oz det(AD | A AM)
= x;det(A).

det(AM .| B|...A™)
det A

Also ist ; =

Bemerkung 2.58. (Berechnung der inversen Matrix)
Sei A € J(n). Wir suchen X € J(n) mit AX = Id. Fiir die Spalten von X gilt:

1 k=j

) —
Ao X { 0 sonst

Mit der Regel von Cramer folgt:

det(AM . AG=De() AG+HD) | A(n)
det A '

xij =

Es gilt also:
1

= det(A)

A ((—1)"7 det(Ay))1 420,

denn mit Entwicklung nach der i-ten Spalte ist det(AM)...|e)|...A™) = (=1)"*7 det A;;.

Beachte hierbei: det(Aij))E;EZ bezeichnet die Matrix, deren Eintrége sich als die Determinanten der
Streichmatrizen A;; berechnen. Das Berechnen von A~ auf diese Weise ist also sehr aufwindig. O

Bemerkung 2.59.
Fir A € 9MM(2,2) gilt:

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bc\ —¢ a )’

Insbesondere ist A genau dann invertierbar, wenn ad — bc # 0. O

3. Einfiihrung in die Ringtheorie

In diesem Kapitel fithren wir eine neue algebraische Struktur ein: den Ring. Ringe haben viel mit Kérpern
gemeinsam, unterscheiden sich aber dahingehend von diesen, dass nicht zu jedem Element die Existent
eines multiplikativ inversen Elements gefordert wird. Auferdem fordern wir fiir die Multiplikation nicht
das Kommutativgesetz. Dies hat zur Folge, dass die Gleichung bx = a nicht unbedingt fiir alle Elemente
a,b des Rings mit b # 0 16sbar ist.

3.1. Ringe

Der Prototyp eines Rings ist der der ganzen Zahlen Z. Dieser besitzt einige fiir Ringe wiinschenswerte
zusatzliche Eigenschaften wie die Kommutativitdt und die Nullteilerfreiheit. Solche Ringe lassen sich zu
Korpern vervollstandigen, indem ihre Grundmenge um die multiplikativ Inversen erweitert werden — aus
Z wird so beispielsweise der Korper der reellen Zahlen R.
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Definition 3.1.

Ein Ring (R, +, -) ist ein Tripel, bestehend aus einer Grundmenge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+ und -, genannt Addition und Multiplikation, geschrieben als Summe bzw. Produkt, so dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. R bildet beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe.
2. Die Multiplikation ist assoziativ, das heift es gilt (ab)c = a(bc) fiir alle a,b,c € R.

3. Die Multiplikation besitzt ein neutrales Element, das heiftt es gibt ein e € R mit ae = a = ea fiir
alle a € R.

4. Die Distributivgesetze gelten, das heifst (a +b)c = ac+ bc und ¢(a +b) = ca + ¢b fiir alle a, b, c € R.

Bemerkung 3.2.

Sind e, ¢’ neutrale Elemente beziiglich der Multiplikation, so gilt e = ee¢’ = ¢’. Daher gibt es genau ein
neutrales Element beziiglich der Multiplikation, welches wir mit 1 bezeichnen. Ebenso ist natiirlich das
neutrale Element 0 beziiglich der Addition eindeutig bestimmt. %

Definition 3.3.
Ein Ring R heifft Integrititsring, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. R ist nicht trivial, d.h. es gilt 0 # 1.
2. R ist kommutativ, das heilst es gilt ab = ba fiir alle a,b € R.

3. R ist nullteilerfrei, das heifit es gilt ab =0 = (a = 0 oder b = 0) fiir alle a,b € R.

Beispiel 3.4.
1. Jeder Korper ist ein Integritétsring.

2. Jede additive abelsche Gruppe R eines Korpers, die die Eins des Korpers enthélt und multiplikativ
abgeschlossen ist (das heift R - R C R) bildet einen Integritétsring.

Damit sind z.B. Ring der ganzen Zahlen Z C R und Z[i] = {a + bi | a,b € Z} C C Integritétsringe.

3. Die (n x n)-Matrizen iiber einem festen Koérper K bilden einen Ring, den Matrizenring. Dieser ist i.A.
nicht kommutativ.

4. Die Endomorphismen eines festen Vektorraums bilden einen Ring, den Endomorphismenring, wenn
man zwei Endomorphismen f und g multipliziert durch Hintereinanderausfithrung: fg = f o g. O

Bemerkung 3.5.

In einem Integritatsring gilt die Kiirzungsregel
ab = ac = b=c

fiir beliebige a,b,c € R mit a # 0. %

Bemerkung 3.6.
Der ,Prototyp* aller Integritdtsringe ist Z. Was diesem Ring zum Korper fehlt, ist die Existenz multipli-
kativ Inverser, denn die Gleichung bxr = a besitzt nicht fiir alle ¢ € Z und b € Z\{0} eine Losung x € Z.

Wir wollen die ganzen Zahlen durch Hinzufiigung nicht allzu vieler Elemente zu einem groferen Zahl-
bereich mit schénen Eigenschaften erweitern, in dem solche Gleichungen stets eine Losung besitzen. In
der Tat kann man die ganzen Zahlen zum Kérper Q = {# | a,b € Z, b # 0} der rationalen Zahlen Q
erweitern.

Man kann sogar aus einem beliebigen Integritéatsring R einen Korper K konstruieren, der grob gesprochen
gerade aus Briichen von Elementen von R besteht: O
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Bemerkung 3.7.

1. Sei R ein Integritdatsring. Dann gibt es genau einen Korper K mit R C K, so dass die Verkniipfungen
von R sich durch Einschréinkung der entsprechenden Verkniipfungen von K ergeben und alle Elemente
z von K von der Form z = ¢ = ab~! mit a,b € R und b # 0 sind.

Wir nennen K den Quotientenkdrper von R.

2. Die einzigen Integritétsringe sind also die additiven abelschen Gruppen eines Korpers, die multiplikativ
abgeschlossen sind und das Einselement enthalten.

3. Es gibt nur eine Moglichkeit, im Quotientenkoérper zu rechnen, denn man priift anhand der Korpe-
raxiome sofort nach, dass fiir jeden Kérper K und alle a,b,c,d € K mit ¢,d # 0 die Bruchregeln

gelten:

a ¢ ad+bc a ¢ ac

2ot d - o=

b dT  ud meyd T b
Insbesondere gilt dies fiir alle a,b,c,d € R mit ¢,d # 0; da alle Elemente von K von der Form ¢ fiir
a € Rund b € R\{0} sind, ist damit festgelegt, wie man in K rechnet: Die Ausdriicke ad + be, bd und

ac rechnet man ja in R aus. O

3.2. Polynomringe

Als wir zu den reellen Zahlen kiinstlich ein neues Element i hinzugefiigt haben, welches die Beziehung
i? = —1 erfiillt, haben wir die komplexen Zahlen erhalten, welche wieder einen Korper bilden. Formal
haben wir dies bewerkstelligt, indem wir fiir a,b € R die komplexe Zahl a + bi durch das Paar (a,b) € R?

modelliert haben.

Wir wollen nun zu den reellen Zahlen (oder allgemeiner zu einem Kérper K) kiinstlich ein neues Element
X hinzufiigen, welches keine Beziehungen erfiillt. Auf diese Weise werden wir den Polynomring iiber den
reellen Zahlen erhalten, der einen Integrititsring, aber keinen Kérper bildet.

Formal modellieren wir fiir ag, ..., a, € R das Polynom apX™ + an_1 X" ' + ... + a1 X + ao durch die
Folge (ag,a1, ..., an-1,0,,0,0,0,...). Dies ist nur ein bisschen aufwendiger als bei den komplexen Zahlen.

Satz 3.8.
Sei K ein Korper. Dann gibt es einen Integritiatsring K [X] mit folgenden Eigenschaften:

1. K[X] umfasst den Kérper K und setzt dessen Verkniipfungen fort.
2. X ist ein Element von K[X].

3. Die Elemente von K[X] sind alle von der Form

n
f= ZaiXi = X"+ an 1 X"V + 4+ a1 X +ag

i=0
mit ag, ...,a, € K.
4. Fir alle ag,...,a, € K gilt:
an X"+ an 1 X"+ a1 X +a=0 = ag=...=a, =0.

Bemerkung 3.9.
1. Seien f,g € K[X], etwa f = a, X" + ... +ap und g = b, X" + ... + by. Dann gilt:

anX" 4+ ...+ ag=b, X"+ ...+ by <~ n =m und ag = by, ..., @y, = by,.

2. Die Addition auf K[X] ist komponentenweise gegeben: Sei m < n, dann gilt

f+g9="(ao+bo)+ (a1 +b1)X + (az + b2) X* + -
+ (@ + b)) X™ + Q1 X 4 @, X
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Die Multiplikation ist komplizierter:

fg = agpby + (a0b1 + Chbo)X + (aobg +aib; + Clgbo)XQ + -
+ (@m—1bp + @by 1) X™T 7 £ @b, X

In kompakter Schreibweise:

n m—+n

frg=> (ai+b)X',  fg=>_ ( > ajbk)Xi,
i=0 i=0 N jtk=i
wobei wir setzen by, 11 = ... = b, = 0. O

Definition 3.10.

Sei K ein Korper. K[X] heifit der Polynomring tiber K, die Elemente von K[X] nennt man Polynome
in der Unbestimmten oder Variablen X mit Koeffizienten aus K.

Falls a,, # 0, so sagt man, f = a, X" +... 4+ ag habe den Grad n und schreibt deg(f) = n. a,, bezeichnet
man als den Leitkoeffizienten von f.

Bemerkung 3.11.
Seien f,g € K[X] mit deg(f) = n und deg(g) = m. Dann hat fg den Grad m + n. O

Bemerkung 3.12.

Der Mangel eines Integrititsrings gegeniiber einem Korper ist, dass man bei Division zweier Elemente zu
einem groferen Rechenbereich, dem Quotientenkorper, iibergehen muss. Die hier betrachteten Polynom-
ringe verfiigen allerdings (wie die ganzen Zahlen) auch iiber eine Art von Division, die sich innerhalb des
Ringes abspielt. Dies ist eine Division mit Rest.

In den ganzen Zahlen besagt die Tatsache, dass sich m € Z durch n € Z\{0} mit Rest dividieren l&sst,
gerade, dass es einen Quotienten g € Z und einen r € Z gibt mit m = gn + r und |r| < |n|.

In K[X] lautet die entsprechende Aussage wie folgt: O

Satz 3.13.
Sei K ein Korper und seien f,g € K[X], g # 0.

Dann gibt es ¢,r € K[X] mit f = qg + r, so dass r = 0 gilt (das heilit die Division geht auf) oder r
einen kleineren Grad hat als g.

Beweis.

Wir fithren eine Induktion iiber den Grad von f, wobei wir (nur fiir die Dauer dieses Beweises) dem
Nullpolynom 0 € K[X] den Grad —1 zuordnen.

Als Induktionsanfang betrachten wir den Fall, dass f einen kleineren Grad als g hat. Dann leisten ¢ = 0
und r = f das Gewiinschte.

Im Induktionsschritt sei also nun k& = deg(f) — deg(g) > 0. Bezeichne a den Leitkoeffizienten von f und
b den von g. Dann ist f — £ X kg € K[X] ein Polynom von kleinerem Grad als f. Wir kénnen also auf
dieses Polynom die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten p,r € K[X] mit f — X kg =pg+r,
so dass r einen kleineren Grad als g hat.

Setzt man nun ¢ = X k 4 p, so leisten ¢ und r das Gewiinschte. O

Beispiel 3.14.

Wie bei der Division in Z lasst sich die Polynomdivision mit Rest in Stufenform durchfiithren. Die Koef-
fizienten von ¢ erhalten wir dabei folgendermafen:

Seien deg(f) =n > deg(q) = m.
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3.2 POLYNOMRINGE 3 EINFUHRUNG IN DIE RINGTHEORIE

Algorithmus 3.15. (Polynomdivision)

1. Wahle ¢,,_,, = (fm und subtrahiere das Polynom ¢,,_,,g von f.
Wegen ¢, _mg = fnX™ + -+ hat das Ergebnis f’ der Subtraktion einen Grad n’ <n — 1.
2. Wihle g,/ —m = J;—i: und subtrahiere das Polynom g,,s_,,g von f’.
Wegen ¢,/ —mg = f;L,X"' + - -+ hat das Ergebnis f” der Subtraktion einen Grad n” <n’ — 1.

3. ws.w. bis deg(f") < degg.
Wiihle dann r = £, dann gelten f = qg +r und deg(r) < deg(g).

Seien etwa f = X3 +4X2+2X +1und g = X — 1, dann ist

(X3 +4X2 42X +1): (X —1) = (1X2+5X +7),
—(1X3 —1X2%2 +0X +0)
(X% +2X +1)
—(5X2 —5X +1)
(7X +1)
—(7X —7)
®

dh.g=X?+5X+7und r =8. O

Definition 3.16.

Sei f € K[X] ein Polynom mit Koeffizienten ag, ...,a, € K. Sei weiter z € K. Da ay, ..., a, durch f
eindeutig bestimmt sind, kénnen wir

f:K—K, f(z) =apax™ +...+ap

definieren. Man spricht davon, dass x in f eingesetzt wird. f heifft dann Polynomfunktion.
Ein z € K heifst Nullstelle von f, falls f(x) = 0 gilt.

Bemerkung 3.17.
1. Seien f,g € K[X]. Dann gelten
(f+9)(@) = flx)+g(z)  uwd  (fg)(z) = (f(2))(9(x)).

2. Sei x € K eine Nullstelle von f € K[X]. Dann gibt es ein ¢ € K[X] mit f = ¢(X — x). Man spricht
davon, den Linearfaktor (X — ) von f abzuspalten.

3. Ein Polynom aus K[X]\{0} vom Grad n hat somit hdchstens n verschiedenen Nullstellen in K.

4. Sei z eine Nullstelle von f # 0, so dass f durch (X — z)* ohne Rest geteilt werden kann, aber nicht
durch (X — x)**!. Dann heifit k die Vielfachheit der Nullstelle x.

5. Késst sich f schreiben als f = (X —z1)--- (X — z,) (21, ..., z, miissen nicht paarweise verschieden
sein), dann sagt man, f faktorisiert iiber K. Beispielsweise faktorisiert f = X2 +2X + 1 iiber R, denn
f = (X +1)% - dabei ist z = —1 zweifache Nullstelle von f — wihrend f = X? + 1 zwar iiber C
faktorisiert: f = (X +4)(X — i) mit den beiden einfachen Nullstellen z = ¢ und x = —i, aber nicht
iiber R.

6. Es besteht ein Unterschied zwischen einer Polynomfunktion und dem zugehérigen Polynom. Nimmt
man flir K etwa den zweielementigen Korper Zs, so gibt es sicher unendlich viele Polynome iiber K.
Es gibt allerdings nur vier Polynomfunktionen K — K, da es iberhaupt nur vier Funktionen K — K
gibt.

7. Ist K ein unendlicher Korper und sind f, g Polynome in K[X], die die selbe Polynomfunktion darstellen
(das heift f(z) = g(x) fir alle x € K), dann gilt bereits f = g. O
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4 EIGENWERTTHEORIE 4.1 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Definition 3.18.

Sei f € K[X] ein Polynom mit Koeffizienten ay,...,a, € K. Weiter sei V ein K-Vektorraum. Wir
fassen Hom(V, V) als Endomorphismenring von V' mit der Verkettung als Multiplikation.

Da ag, ..., a, durch f eindeutig bestimmt sind, kénnen wir zu ¢ € Hom(V, V') definieren
F(9) = ane™ + ... + agidy € Hom(V, V).

Man spricht davon, dass der Endomorphismus ¢ in das Polynom f eingesetzt wird.

Bemerkung 3.19.
Seien f,g € K[X], V ein K-Vektorraum und ¢ € Hom(V, V). Dann gelten:

(f+9)w)=flp) +g(p) uwnd  (fg)(p) = (f(¥))(g(v)),

d.h. die Einsetzung vertauscht mit den Ringoperationen. O

4. Eigenwerttheorie

In diesem Kapitel befassen wir uns damit, zu Endomorphismen Basen zu finden, beziiglich denen diese
besonders einfach dargestellt werden kénnen. Optimal ist es, eine Basis aus Vektoren zu finden, deren
Bilder Streckungen um gewisse Faktoren entsprechen. Man spricht in diesem Kontext von Eigenvekto-
ren und Eigenwerten. Hat man eine solche Basis gefunden, dann hat die zugehorige Darstellungsmatrix
Diagonalgestalt, d.h. alle Eintrage, die nicht auf der Diagonalen liegen, sind Null.

Im ersten Abschnitt fiihren wir Eigenwerte und Eigenvektoren ein. Der zweite Abschnitt beschéftigt
sich damit, die Eigenwerte konkret als Nullstellen geeigneter Polynome auszurechnen — den sogenann-
ten charakteristischen Polynomen. Im dritten Abschnitt wollen wir Endomorphismen bzw. quadratische
Matrizen auf Diagonalgestalt oder wenigstens Dreiecksgestalt bringen. Wir werden sehen, dass das iiber
R nicht immer moglich ist, iiber C hingegen schon. Im vierten Abschnitt beweisen wir den Satz von
Hamilton-Cayley, der besagt, dass ein Endomorphismus, eingesetzt in sein charakteristisches Polynom,
stets Null ist.

4.1. Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenvektoren eines Endomorphismus f sind von Null verschiedene Vektorraumelemente, die von f ge-
streckt werden, d.h. f(v) = Av fiir ein gewisses A € K, den Eigenwert zu v. Wir erhalten in diesem
Abschnitt als einfache Folgerung unserer Uberlegungen zur Basistransformation den Hauptsatz der Ei-
genwerttheorie: Endomorphismen haben bzgl. einer Basis aus Eigenvektoren Diagonalgestalt. Anschlie-
fend stellen wir einen Zusammenhang zwischen einem Eigenwert A\ von f und dem um A verschobenen
Endomorphismus f — A her.

Definition 4.1.
Seien V' ein K-Vektorraum und f € Hom(V, V).

A € K heift ein Eigenwert von f, wenn es ein v € V\{0} gibt mit f(v) = Av. v heifit dann der zu A
gehorige Eigenvektor.

Bemerkung 4.2.
Seien V ein K-Vektorraum und f € Hom(V, V). Offenbar sind dquivalent:

1. v € V ist ein Eigenvektor zu f mit zugehdrigem Eigenwert \ € K.

2. Es gibt ein v € V\{0} mit f(v) = Av.

3. Es gibt ein v € V\{0} mit (f — A\)v =0.

4. Kern(f — A) # {0}.

5. det(f — ) =0. O
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4.1 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 4 EIGENWERTTHEORIE

Beispiel 4.3. (Streckungen)
1. Betrachte eine Streckung um einen festen Faktor: f(v) = Av im K™. Die zugehorige Darstellungsmatrix
ist
Mat(f) = Matg(f) = AId.

Offenbar ist A der einzige Eigenwert von f und jedes v # 0 ist ein Eigenvektor.

2. Wir koénnen auch lings mehrerer Achsen strecken: Seien vy, ..., v, linear unabhéngig mit f(v;) = \v;.
Dann ist
Maty(f) = diag(A1, ..., A\n) = A.
Ist \; # 0, dann ist die Gerade Kv; = {aw; | @ € K} invariant unter f, d.h. f(Kv;) = Kv;. Ist dagegen
A; =0, dann wird Kwv; auf den Nullpunkt abgebildet. O

Satz 4.4. (Hauptsatz der Eigenwerttheorie)
Seien V ein K-Vektorraum, U = (vy, ..., v,) eine Basis von V und f € Hom(V, V). Dann gilt:

Matg( f) hat Diagonalgestalt = 0 besteht aus Eigenvektoren.

Beweis.
1. Habe Maty (f) Diagonalgestalt, d.h. A = diag(\y, ..., \,) = A. Dann gilt:
f(vi) = arivr + - + apivn = av; = Ay,
d.h. v; ist ein Eigenvektor zu f mit zugehorigem Eigenwert ;.

2. Sei umgekehrt U eine Basis aus Eigenvektoren zu f, dann besitzt die i-te Spalte von Matg( f) die
Darstellung

Mat(¥g 0 f o Ugh)el = (T 0 foUgh)(e?) = (o 0 f)(vi) = Tg(Nvi) = ATy (v;) = N,
d.h. A =diag()\q, ..., A\n) = A hat Diagonalgestalt. O

Bemerkung 4.5.

1. Der Nullvektor v = 0 erfullt zu jedem f € Hom(V,V) und A € K stets f(v) = v, ist aber niemals ein
Eigenvektor.

2. A = 0 kann aber ein Eigenwert sein. Beispielsweise ist 0 einziger Eigenwert der Nullabbildung f = 0
und jedes v # 0 ist ein Eigenvektor zu f

3. Sei A € M(n,n). Wir nennen A € K einen Eigenwert zu A mit zugehorigem Eigenvektor v € K™\{0},
wenn Av = A gilt. Offenbar ist v genau dann ein Eigenvektor zu A, wenn v ein Eigenvektor zu Lin(A)
ist und die zugehorigen Eigenwerte sind identisch. O

Lemma 4.6.

Seien vy, ..., v, Eigenvektoren von f € Hom(V, V) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., \p,.

Dann sind vy, ..., v, linear unabhéngig. Insbesondere besitzt f héchstens n Eigenwerte.

Beweis.

Per Induktion iiber m. Der Fall m = 1 ist klar, da v; # 0 nach Definition eines Eigenvektors. Gelte die
Behauptung also fiir m — 1 und sei ajv1 + ... + @y, = 0 mit gewissen aq, ..., € K. Wir miissen
zeigen, dass alle a; = 0. Wegen \,aqv1 + ... + Aty = 0 und 0 = f(0) = apA1v1 + oo + @ AU,
sowie der Induktionsvoraussetzung ist

0=o; ()\7;L—)\1)’l)1+--.+04m_1 (/\m—)\m_l)llm_l — ap = ... = a1 = 0.
—— —_————
£0 #£0
Also 0 = o, vy, mit v, # 0, d.h. auch a,,, = 0. Damit sind vy, ..., v, linear unabhéngig. O
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4 EIGENWERTTHEORIE 4.1 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Beispiel 4.7. (Drehungen)

Sei 0 € [0,27). Wir drehen den Einheitsvektor e") = (1;0) € R? um den Winkel 6 gegen den Uhrzeiger-
sinn. Dann sind die Koeffizienten des neuen Vektors f(e(!)) gegeben durch

Ankathete T

Hypothenuse 1 . Fe) = ( cgs(&) >
_ Gegenkathete  x2 sin(0)

in(f) = oo 2
sin(9) Hypothenuse 1

cos(0)

Entsprechend erhalten wir fiir die Drehung von e(®) = (0;1) € R? um 6:

- (5)- ()

sin(6 +
Die Drehung eines beliebigen Vektors v = (vy;v2) € R? um 6 wird also vermittelt durch

~— —

o) =Mat( o = () 7D = (ol ") () < Rot(o)e

V2

Im Fall § = 0 ist f =id, d.h. A = 1 ist einziger Eigenwert von f und jedes v € R?\{0} ist ein Eigenvektor
zu \. Ist dagegen 6 = 7, dann ist f = —id; A = —1 ist einziger Eigenwert und wieder ist jedes v € R?\{0}
Eigenvektor. Fiir jede andere Wahl von 6 ist keine Gerade des R? invariant unter f und es gibt somit
keine Eigenwerte oder Eigenvektoren:

det(f —X) =A% —2\cos(f) +1=0 — A = cos(0) + 4/sin?(8),

d.h. es gibt genau dann ein A € R mit det(f — ) = 0, wenn sin(f) = 0, d.h. § = 0 oder 0 = 7.
f ist fiir jedes @ bijektiv, denn nach dem Additionstheorem ist det(Mat(f)) = cos?(6) + sin?(6) = 1.
Die Umkehrabbildung entspricht der Drehung um den Winkel —6; die zugehorige Darstellungsmatrix ist

) =) = (S0 I ) < (O )

Insbesondere ist die Linge eines Vektors invariant unter f, denn sei M = Mat(f), dann

1f()II? = {f(v), f(v)) = (Mv, Mv) = (v, M" Mv) = (v, M~ Mv) = (v,v) = [[v]]*. %

Satz 4.8.
Seien A, B € M(n,n) mit A ~ B. Dann gilt

A ist ein Eigenwert von A = A ist ein Eigenwert von B.

Beweis.

Gelte B = CAC™! fiir ein C € J(n) und sei A ein Eigenwert von A, dann
C(A—Nd)C™t =CAC™ —C(\d)C™! = CAC™! — \Id = B — \Id,

also
0 = det(A — Md) = det(C(A — A\Id)C 1) = det(B — \d).

Die Eigenwerte einer Darstellungsmatrix sind also invariant unter Basistransformationen. (]

Definition 4.9.
A € M(n,n) heiht diagonalisierbar (iiber K), falls es ein A = A gibt mit A = diag(A1, ..., An).
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4.1 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 4 EIGENWERTTHEORIE

Bemerkung 4.10.

Anders ausgedriickt: Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn der K" eine Basis aus zum
Endomorphismus Lin(A) € Hom(K™, K™) gehorigen Eigenvektoren besitzt. O

Bemerkung 4.11. (Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren)

1. Die Eigenwerte eines Endomorphismus f € Hom(V,V) bzw. einer Matrix A € DM(n,n) sind stets
als Nullstellen eines Polynoms vom Grad n gegeben, dessen Koeflizienten selbst Polynome in den
Koeffizienten von Matgy(f) bzw. von A sind. Sie sind also implizit gegeben durch die Bedingung
f(A) = YAt = 0. Fiir n < 4 lisst sich diese Gleichung iiber C in Wurzeln auflésen; fiir n > 5
existiert keine solche allgemeine Auflésung. Allerdings gibt es nach dem Fundamentalsatz der Algebra
stets n komplexe Nullstellen.

2. Sei ein Eigenwert A € K gegeben, dann erhalten wir die Menge der zugehorigen Eigenvektoren durch
Losen des homogenen Linearen Gleichungssystems

(a1 — Nz + a12T2 + e+ A1n Ty = 0

(A= Ad)z =0 apry  + (a—Nza + -+ agm, = 0
— Ad)z = = )

Anp1T1 + Ap2T2 + - + (ann - )\)xn = 0

Wegen der Forderung det(A — Ald) = 0 besitzt dieses System mindestens eine nicht-triviale Losung
x = (21;..;2,) € K™ O

Beispiel 4.12.
Die Matrix A = (1,2; —1,1) € M(2,2) ist iiber C, aber nicht {iber R diagonalisierbar:
det(A—Ad) =X —-20+3=0 <= =1+V-2=14+iV2€C,

d.h. A hat keine reellen Eigenwerte und ist damit iiber R nicht diagonalisierbar.

Seien v; Eigenvektor zu A; = 1 +4v/2 und v, Eigenvektor zu Ao = 1 — i1/2. Weiter sei f = Lin(A), d.h.
f(v) = Av. Dann gilt:

A = Mat(f) = Matg(f) ~ Mat(¥eg o f o Uy') = Matg(f) = ( A01 AOQ )

Die zugehérigen Eigenvekoren erhalten wir mit dem Gaufi-Algorithmus durch

(1:1A1 1—2)\1):<_i\1/§ —22\@) - ((1) Hoﬂ)

1—X 2 +iv2 2 1 —iv2
= ) — ;
-1 1-X -1 +iV2 0 0
eine Basis aus Eigenvektoren ist also gegeben durch U = (v, v9) = < ( _Zl 2 ) , ( 1\1/5 ) > O

Beispiel 4.13.
Sei 6 € R beliebig. Fiir die Matrix

cos 0 sin ¢
A_( sinf —cosf )
gilt det(A — Md) = A2 — 1 = (A + 1)(\ — 1), sie besitzt also die Eigenwerte +1 und wir erhalten:
cos 6 sing \ (1 0 5 cos g cos(é + )
sinf —cosf /) T\ 0 -1 )’ o sing )7\ sin(5 +m) ’

A = A(0) ist also fiir jede Wahl von 6 diagonalisierbar mit gleicher Diagonalmatrix A = diag(1, —1); diese
entspricht einer Spiegelung an der z1-Achse. O

™o
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4 EIGENWERTTHEORIE 4.2 DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

Beispiel 4.14. (Spiegelungen)

Sei v = (v1;v2) € R?\{0}, dann bildet die Spiegelung f € Hom(R? R?) v auf sich selbst und den zu v
orthogonalen Vektor w = (vg; —v1) auf —w = (—wvy;v1) ab.

Zur Basis U = (v, w) ist also A = Matg(f) = diag(1, —1) und Mat(f) = (v, w) 'A(v, w).

Sei etwa konkret v = (1;3), dann sind w = (3, —1) und (v,w)™" = —(—1,-3;—3,1) und wir erhalten
Mat(f) = Matg(f) = %(_473; 374)

In der Tat sind Mat&(f)v = v, Mats(f)w = —w und Matg(f)e®™ =@, Maty(f)e® = —e®). O

4.2. Das charakteristische Polynom

Wir wollen zu einem Endomorphiusmus f das Polynom yxf, dessen Nullstellen die Eigenwerte von f
sind, nédher untersuchen. Wir werden feststellen, dass die Vielfachheit einer Nullstelle von x ¢, d.h. eines
Eigenwertes, nicht mit der Dimension des zugehorigen Eigenraumes iibereinstimmen muss. Préaziser kann
die Anzahl an linear unabhéngigen Eigenvektoren zu einem Eigenwert kleiner sein als dessen Vielfachheit
als Nullstelle von xf. Dies hat beispielsweise zur Folge, dass nicht jede Matrix iiber C diagonalisierbar
ist, obschon x ¢ iiber C nach dem Fundamentalsatz faktorisieren muss.

Definition 4.15.
Fiir A € M(n,n) heikt x4 = det(A —t) = det(A — tId) das charakteristische Polynom von A.

Bemerkung 4.16.

1. Ist A = Matg( f) die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f € Hom(V, V) bzgl. einer Basis U
von V, so heifit xy = det(A — ¢t) auch das charakteristische Polynom von f.

Die Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Basis U, denn ist 0’ eine weitere Basis von V', dann
gilt det(Matgy(f) — t) = det(Maty, (f)) fiir alle t € K.

2. Die Eigenwerte von f bzw. von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von x s
bzw. x4 in K.

3. Jeder Endomorphismus des R?"*! hat einen reellen Eigenwert (und damit auch einen Eigenvektor).
X hat ndmlich den Grad 2n + 1, also geméafidem Zwischenwertsatz eine Nullstelle in R.

4. Sei V ein n-dimensionaler C-Vektorraum, dann besitzt x s genau n Nullstellen und f damit n Eigen-
werte, die allerdings nicht verschieden sein miissen. Ist dies jedoch der Fall, dann gibt es auch eine
Basis aus Eigenvektoren zu f und Maty(f) ist diagnonalisierbar.

5. Fiir das charakteristische Polynom einer Matrix A € M(n,n) gilt:
xa(t) =det(A —t) = (=1)"t" + (=1)"Lspur(A)t" ! 4 - + det(A),

wobei spur(A4) = a11+- - -+ apy, die Spur von A bezeichnet. Die ersten beiden und der letzte Koeffizient
von x4 sind also stets bekannt.

Insbesondere ist die Spur einer Matrix invariant unter Ahnlichkeitstransformation. O

Beispiel 4.17.

Sei A € M(2,2) gegeben durch A = (

a b .
¢ d > Dann ist

xa(t) = det(A —t)

det( a;t dit>
—(a—t)(d—1t) - be

=t? — (a + d)t + (ad — bc)
= (=1)%*t? + (=1)'spur(A) + det(A). O
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4.2 DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 4 EIGENWERTTHEORIE

Lemma 4.18.
Sei B = (bsj) € Mgpy(n,n) eine Matrix mit Eintrdgen b;; aus dem Polynomring Kt].
Dann ist det(B) € K[t] und es gilt:

VA € K : det(B)()) = det(B(\)),

d.h. die Auswertung von Determinante und Polynom vertauscht.

Beweis.
Per Indultion {iber n. Der Fall n =1 ist klar, denn det(b)(A\) = b(\) = det(b())). Gelte also die Behaup-
tung fiir n — 1. Nach der Entwicklungsformel und der Induktionsvoraussetzung gilt:
det(B) =) (—1)*7' by, det Byy € K[t
(B) ;( ) Lk 1k, € K[t]
EK[t] €K|t]
sowie
n
1)) = (Y1 st B ) 1)
k=1

= Z(—l)k_lblk()\)(det Bir) ()

Satz 4.19.
Seien f € Hom(V,V) und A € K ein Eigenwert von f.
Dann ist der Eigenraum Eig(f,A) = {v € V | f(v) = Av} ein Untervektorraum von V.

Beweis.
1. Wegen f(0) = 0 = A0 ist stets 0 € Eig(f, \) (obschon 0 kein Eigenvektor ist).
2. Seien v, w € Eig(f,A), d.h. f(v) = Av und f(w) = Aw. Seien «, § € K. Dann gilt
flav + pw) = af(v) + Bf(w) = alv + SAw = Aav + fw),
d.h. auch av + pw liegt in Eig(f, A). |

Definition 4.20.
Seien f € Hom(V,V) und A € K ein Eigenwert von f.

Dann heifst die Vielfachheit pag(f, A) von X als Nullstelle von x; die algebraische Vielfachheit von A.
Peeo(f, A) = dim Eig(f, A) = dim Kern(f — \) heiit die geometrische Vielfachheit von A.

Bemerkung 4.21.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra lésst sich jedes Polynom f € R[X] oder allgemeiner f € C[X]
in Linearfaktoren zerlegen, d.h. es gibt paarweise verschiedene Nullstellen Aq,...,A\s € C und Zahlen

V1, ..., Vs € N sowie ein v € C mit
S

FOXO) =9 [[(X = M) =9(X = M) (X = A)™
und es gilt > v; = v + - + v = deg(f). O
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4 EIGENWERTTHEORIE 4.3 DIAGONALISIERUNG UND TRIGONALISIERUNG

Lemma 4.22.
Seien V' ein K-Vektorraum und f € Hom(V, V). Dann ist faig(f, A) > plgeo(f, A)-

Beweis.

Seien figeo(f, A) = 7, d.h. es gibt eine Basis Uy = (v1,...,v,) von Eig(f, ). Wir ergédnzen U, zu einer
Basis U = (v1, ..., U, Uyt 1, -, Uy ) von V. Dann hat die Darstellungsmatrix von f bzgl. U die Gestalt

M(X\
Matg(f)( W >
wobei M (A) = diag(A, ..., A) € M(r,r) und M’ € M(n —r,n —r), d.h.

xf(t) = det(f —1)
= det(Maty (f) — tId(n))
= det M(\ — t)det(M' —tId(n — r))
= (A —t)"det(M' —tId(n —r)).

Also 7 < paig (f, A). O

Bemerkung 4.23.
Es kann durchaus piaig(f, ) > fgeo(f, A) gelten. Betrachte etwa

A:( 1 (1)) — xa(A) = det(A — A\Id) = (1 — )2,
d.h. 1 ist zweifache Nullstelle von A: jia14(A, A) = 2. Allerdings gilt

AMd<8 (1)) —  1g(A—)d) =1,

d.h. dim Bild(A — AId) = 1 und damit auch figec(A4, A) = dim Kern(A — AId) = 1.
Also ist A weder {iber R noch iiber C diagonalisierbar.

Die geometrische Vielfachheit und die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts einer Matrix A € M(n,n)
sind dabei natiirlich erklart iiber

F‘alg(Av )‘) = F‘alg(Lin(A)v )‘)7 ﬂgeO(Av )‘) = MgeO(Lin(Av )‘)' O

4.3. Diagonalisierung und Trigonalisierung

Wir lernen in diesem Abschnitt zwei Normalformen fiir die Darstellungsmatrizen von Endomorphismen
kennen: Die Diagonal- und die Trigonalmatrizen. Beide haben viel mit den Eigenwerten des Endomor-
phismus zu tun: Diese stehen auf der Diagonalen der Normalform. Ob eine entsprechende Normalform
existiert, héngt von der Reichhaltigkeit der Eigenrdume ab, d.h. von piag und pgeo.

Definition 4.24.
Seien V ein K-Vektorraum und f € Hom(V, V).
f heift diagonalisierbar, falls es eine Basis % von V gibt, so dass Matg(f) Diagonalgestalt hat.

A € M(n,n) heikt diagonalisierbar, falls es ein invertierbares C' € J(n) gibt, so dass CAC~! Diago-
nalgestalt hat, d.h. falls A dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

Bemerkung 4.25.
A € M(n,n) ist genau dann diagonalisierbar, wenn Lin(A) € Hom(K™, K™) diagonalisierbar ist:
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1. Gelte CAC~! = A. Wihle die Spalten von C~! als Basis U, dann ist

Matg (Lin(A)) = Mat(¥y o Lin(A) o Uy;') = Mat(¥eg)Mat(Lin(A))Mat(¥y') = CAC™ = A.

2. Sei umgekehrt Matg (Lin(A)) = A. Setze C' = Matg; (id), dann ist

CAC™! = Matg; (id)Mat$ (Lin(A))Maty (id) = Matgy (Lin(A)) = A. O

Satz 4.26.
Seien V' ein K-Vektorraum und f € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:

1. V besitzt eine Basis U aus Eigenvektoren zu f.
. f ist diagonalisierbar.

2
3. xs zerfallt in Linearfaktoren und piaig(f, A) = pgeo(f; A)).
4

. Sind Ay, ..., A\ die verschiedenen Eigenwerte von f, so gilt V = Eig(f, A1) @ ... ® Eig(f, \¢).

Beweis.

1. Sei U eine Basis aus Eigenvektoren zu f, dann besitzt Matg( f) nach dem Hauptsatz der Eigenwert-
theorie Diagonalgestalt.

2. Sei Maty(f) = A. Dann ist x; = xa) = (A; — )" -+~ (A\s — t)”*. Auberdem gilt fiir 1 < i < vy, dass
Maty (f)e® = \je® d.h.
f(v;) = (e o Lin(A) o Wgg') (v1) = (T o Lin(A)) () = Tg(A1e) = \yu;,
d.h. Mgeo(val) = dim Elg(fv)\) > = ,U/alg(fv)\l) und damit Mgeo(fv)\l) = ,U/alg(fv )\1) Selbiges gllt
auch fiir die anderen Eigenwerte As, ..., Ag.

3. Gelten x; = [T(Ai —t)" und praig(f, Ai) = pgeo (f, i) fiir 1 <4 < s. Es gilt Eig(f, A\;)NEig(f, A\;) = {0}
fir j # 4, denn aus v € Eig(f, A;) N Eig(f, A;) folgt A\jv = f(v) = Aju, d.h. (A — Aj)v = 0 und damit
v = 0. Also ist

Auferdem folgt aus paig(f, Ai) = fgeo(f, i), dass
dim(ig(f, M) @ - ® Big(f, A,)) = dimBig(f, A1) + -+ dim Eig(f, \s) = 1 + - + vy =,

d.h. Eig(f,\) @ --- @ Eig(f,\s) = V.

4. Gelte V = Eig(f, A1) @ --- ® Eig(f, As). Seien (v1,...,v,,) eine Basis von Eig(f, \1), selbiges fiir die
anderen Eigenrdume. Dann bildet U = (vy, ..., v,,, ...) eine Basis von V aus Eigenvektoren zu f. O

Definition 4.27.
Eine quadratische Matrix A € 9(n,n) der Gestalt

A1 *
A= .
0 An
heifst (obere) Dreiecksmatrix oder Trigonalmatrix.
f € Hom (K™, K™) heiftt trigonalisierbar, falls es eine Basis U = (vy, ..., v,) von V gibt, so dass Mat%(f)
Dreiecksgestalt hat.

A € M(n,n) heift trigonalisierbar, falls es eine invertierbare Matrix C' € 9(n, n) gibt, so dass CAC !
Dreiecksgestalt hat.
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Bemerkung 4.28.

A € M(n,n) ist genau dann trigonalisierbar, wenn Lin(A) trigonalisierbar ist. O

Bemerkung 4.29.

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar: Drehmatrizen um den Winkel 6 haben zum Beispiel fiir 6 # nx
keine Eigenvektoren, also auch keine Eigenwerte, und lassen sich damit weder iiber R noch iiber C in
Diagonalgestalt iiberfiihren.

Allerdings sind alle Matrizen iiber C trigonalisierbar: O

Satz 4.30.

f € Hom(V,V) ist genau dann trigonalisierbar, wenn xs in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis.
1. Sei Matg( f) eine Trigonalmatrix. Dann gilt fiir das charakteristische Polynom x:

(05} * n

n
Xy = det = [I(i =) = (=1)" TJ ¢ = cw),
0 o i=1 i=1
d.h. xs zerféllt in Linearfaktoren.
2. Wir fiihren eine Induktion iiber n. Der Fall n =1 ist trivial. Gelte die Behauptung also fiir n — 1.

Seien x; = [[(a; —t) mit a; € K, 1 < i < n, und sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert aq. Wir
ergénzen zu einer Basis U = (vy, ..., v,,) von V.

Wegen f(v1) = ayvy + Ovg + ... + Ov,, besitzt Matg(f) die Darstellung

A== (% 5)

fiir eine Matrix A; € M(n — 1,n — 1). Weiter ist

x4 = det(A —tld(n)) = (g — t)det(A; — tld(n — 1)) = (a1 — t)xa, = (a1 — 1) H(O‘i —t),
=2

3

d.h. xa, = [1i-,(a; — t) faktorisiert iiber K. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein C' € J(n — 1),
so dass A1 = CA;C~! Dreiecksgestalt hat. Also ist

A~ 1 0 oy % 1 0 71_ o * o ar %
- 0 C 0 A 0 C - 0 CAlC* - 0 A ’

d.h. auch A kann auf Diagonalgestalt transformiert werden. O

4.4. Der Satz von Hamilton-Cayley

Wir beweisen in diesem Abschnitt den Satz von Hamilton-Cayley, welcher besagt, dass das charakteristi-
sche Polynom yx; eines Endomorphismus f, ausgewertet in f selbst, das Nullpolynom ergibt. Wir werden
daraus spiter eine allgemeine Normalform iiber R ableiten: Jede Matrix A € Mg(n,n) mit AT = A~!
lasst sich in Drehungen in gewissen Ebenen und Streckungen ldngs gewisser Achsen zerlegen.

Satz 4.31. (Hamilton-Cayley)
Seien V ein K-Vektorraum, f € Hom(V,V) und xs das charakteristische Polynom von f.

Dann gilt x;(f) = 0.
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Beweis.
1. Sei zundchst K algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes f € K]|t] zerfalle iiber K in Linearfaktoren.
Dann gibt es eine Basis U = (v1, ..., v,,) von V, so dass A = Matg(f) eine Dreiecksmatrix ist.
Seien ayq,...,a, € K die Eigenwerte von f, d.h. a; = a;;. Setze W; = span(vy, ..., v;) fir 0 < i < n,
dh. {0} =Wy CW; C---CW, =V.Fir f; = f — ayid gilt dann f; : W; — W;_1, denn fiir j < i ist
fi(v;) = (V' o Lin(A) o Uy — a; W' 0id o Uy (v;)
= (V' o Lin(A) — a; U oid)el?
— \Ij%lA(j) _ ozjlll%le(j)
= a1V + - G50 — o0
=0
Also ist fyo---o f, : W, = Wy die Nullabbildung, d.h.
n n
x5 (f) = det(A —idf) = [[(ei = f) = (-1)"

=1 =1

(f —ai) = (=1)"(fro---0 fn) =0.

2. Sei nun K ein beliebiger Korper. Dann besitzt K einen algebraisch abgeschlossenen Oberkorper K.
Die Abbildung f = Lin(A4) € Hom(K", K") ist trigonalisierbar, d.h. x¢(f) = 0. Speziell gilt fiir alle
ve K™ C K™, dass x7(/)(v) = 0, wegen x;(f)(v) = x7(/)(v) = 0 folgt also x(f) = 0. O

Beispiel 4.32.
Fiir A= (1,2;-1,1) ist xa = (1 —¢)> + 2 =¢> — 2t + 3 und damit

wn—w-zana= (2 1) -( 32 (30)-(20)

Fiir den zugehorigen Endomorphismus f = Lin(A) gelten f(v) = (v + 2v9; —v1 + v2) und

f(f(v))—2f(v)+3v=< (1 + 2va) + (o1 + v2) )—z( v + 202 >+3( i ):(3). o

—(v1 4 2v2) + (—v1 + v2) —v1 + Vg Vg

Korollar 4.33.
Seien V ein R-Vektorraum und f € Hom(V, V).

Dann gibt es einen f-invarianten Unterraum W C V' der Dimension 1 oder 2.

Beweis.

1. Habe xy eine reelle Nullstelle A € R mit zugehorigem Eigenvektor v. Setze W = Rv, dann gelten
fOW) =W und dim W = 1.

2. Habe x; nun keine Nullstelle in R. Dann ist n gerade und s zerféllt iber R in quadratische Faktoren,
denn x; faktorisiert iber C und zu jedem rein komplexen Eigenwert A € C ist auch sein komplex
konjugiertes A € C ein Eigenwert von y; mit der gleichen algebraischen Vielfachheit, so dass das
Produkt der zugehorigen komplexen Linearfaktoren (X — \), (X — \) € C[X] wieder in R[X] liegt:
(X — M) (X — X)) = X2 —2Re) + |\? e R[X].

Also lésst sich x ¢ zerlegen in xf = x1---xx € R[t] mit deg(x;) = 2. Nach dem Satz von Hamilton-
Cayley ist x7(f) = xx(f) oo x1(f) =0. Wir setzen xo = id.

Wegen xi(f)o---oxo(f) =0und xo(f) = f # 0 muss es ein i < k geben mit y;(f)o---oxo(f) =0
und x;—1(f)o---oxo(f) #0, etwa (xi—1(f)o---oxo(f))(w) # 0 mit w € V\{0}. Habe x; die Gestalt
Xi = t? + at + Bid mit Koeffizienten o, 3 € R. Setze v = (xi—1(f) o+ o xo(f))(w).

Dann ist 0 = x;(f)(v) = f(f(v)) + af(v) + Bv, d.h. f(f(v)) = —af(v) — fv € Rf(v) + Rv. Wir setzen
W = span(v, f(v)), dann ist W ein f-invarianter Unterraum der Dimension eins oder zwei. O
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5. Euklidische und unitidre Raume

Das letzte Kapitel beschéaftigt sich mit Vektorrdumen iiber den Korpern R und C, auf denen iiber ein
Skalarprodukt eine geometrische Struktur erklért ist. Hier konnen Léngen, Abstdnde und Winkel auf
abstrakte Weise definiert werden. Wir werden dann Endomorphismen untersuchen, die in gewisser Weise
mit dem Skalarprodukt verdglich sind, beispielsweise solche, die Langen- oder Winkel-treu sind.

5.1. Radume mit Skalarprodukt

Im ersten Abschnitt iibertragen wir die geometrischen Konzepte, die wir fiir den R™ und den C™ einge-
fiihrt haben, auf abstrakte endlich-dimensionale R- bzw. C-Vektorrdume, d.h. wir fithren mit Hilfe einer
symmetrischen, positiv definiten Bilinear- oder Sesquilinearform Normen, Metriken und Winkel ein und
leiten Aussagen wie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, die Dreiecksungleichung und die Parallelo-
grammregel her.

Sei ab jetzt stets K einer der Korper R, C.

Definition 5.1.

s : V xV — R heiflt eine symmetrische Bilinearform, falls fiir alle v1,vo,v3 € V und alle o, 8 € K
gelten:

s(avy + B, v3) = as(vi,vs) + Bs(va, v3),
s(v1, avg + Buz) = as(vi,v2) + Bs(vy,v3),

S(Ul, ’02) = S(Ug, Ul).

S 0

s:V x V — C heiftt eine Hermitesche Form, falls fiir alle v1,v2,v3 € V und alle «, 8 € K gelten:

s(awy + Bug, v3) = as(vy, v2) + Bs(v2, v3),
s(v1, vy + Bug) = as(vy,v2) + Bs(vy,v3),

s(vy,v2) = s(ve,v1).

Bemerkung 5.2.
Hermitesche Formen sind also linear in der ersten und sesquilinear in der zweiten Komponenten.

Wir hétten genau so gut Linearitét in der zweiten und Sesquilinearitét in der ersten Komponenten fordern
konnen. O

Definition 5.3.

Eine symmetrische Bilinearform (Hermitesche Form) s : V' x V' — K heifit ein Skalarprodukt, falls s
positiv definit ist, d.h. falls fiir alle v € V\{0} gilt

s(v,v) > 0.

(V,s) heifit ein euklidischer Raum, falls V' ein R-Vektorraum und s ein Skalarprodukt auf V ist.

(V,s) heifit ein unitdrer Raum, falls V' ein C-Vektorraum und s ein Skalarprodukt auf V' ist.

Bemerkung 5.4.

1. Sei (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum. Dann definiert || - || : V x V — R,
o] == V/s(v,v)
eine Norm auf (V,s), d.h. (V|| - ||) ist ein normierter Raum.

2. Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung, d.h. fiir alle v,w € V ist
(v +wl < [[o] + [[w]].
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3. Fir || - || gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, d.h. fiir alle v,w € V ist
Is(v, w)| < ||v]|[[w]],
wobei Gleichheit genau dann auftritt, wenn v und w linear abhingig sind.
4. Es gilt die Parallelogrammregel, d.h. fiir alle v,w € V ist
o+ wl]? + [lv — w|[* = 2(][v]|* + |[w]]*).

5. Es gelten die Binomischen Formeln bzw. der Satz des Pythagoras, d.h. fiir alle v,w € V ist

o+ wl[* = [[o]]* + 2Re(v, w) + [Jw]|?,

o = wlf* = [Jvll* - 2Re(v, w) + [[wl].
6. || - || wiederum definiert eine Metrik d : V x V — R auf (V,s) via
d(v,w) = [lv —wl],

d.h. (V,d) ist ein metrischer Raum.

7. Zwei Vektoren v, w € V heiflen orthogonal oder senkrecht — wir schreiben v_Lw — wenn gilt
s(v,w) = 0. O

5.2. Orthonormalisierung und orthonormale Summen

Wir lernen hier ein Verfahren kennen, aus einer gegebenen Basis eine solche zu konstruieren, deren
Elemente normiert und paarweise orthogonal zueinander sind. Eine solche Orthonormalbasis hat den
Vorteil, den Vektorraum gleichméfig zu erzeugen. Die Norm eines Vektors entspricht dann beispielsweise
der Summe seiner Koeffizienten in der Orthonormalbasis. Dies ist insbesondere fiir die Numerik von
Bedeutung, da in solchen Basen stabil gerechnet werden kann.

Definition 5.5.

Seien (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum und vy, ..., v, € V\{0}.

(v1,..., U, ) heifit ein orthogonales System, falls v; Lv; fiir ¢ # j erfiillt ist.

(v1, ..., U ) heifit ein orthonormales System, falls zusétzlich ||v;|| = 1 fiir alle ¢ gilt, d.h. falls
s(vi,v)) = 0ij = { (1) i;;

d;; heilt das Kronecker-Delta.

(v1, ..., U ist eine Orthogonalbasis bzw. eine Orthonormalbasis, falls (vy, ..., v, ) ein Orthogonalsystem
bzw. ein Orthonormalsystem und zusétzlich eine Basis von V ist.

Bemerkung 5.6.
1. Ist (v1, ..., vy) ein Orthogonalsystem, so sind vy, ..., v, linear unabhéngig:
Gelte a1vy + ... + v, = 0 flir gewisse ay, ..., a,, € K, dann gilt fiir beliebiges i:
0 =5(v;,0) =s(vs, 0101 + ... + @pvy) = a1s(vi, v1) + .o + @us(vi, vp) = w)/
also a; = 0. =llvi] 270 O

2. Ist ¥ = (v1, ..., v, ) Orthonormalbasis eines euklidischen oder unitdren Raums (V,s) und sind v,w € V
mit Koeffizientenvektoren z,y € K", dann stimmt das Skalarprodukt von v, w in V' mit dem Skalar-
produkt von z,y in K" iiberein:

s(v,w) = (z,y).
Es gilt ndmlich
s(v,w) = S(inviazijj> = Z s(@ivs, y;jv;) = Z Ty 8(vi, vj) = Zfzyz = (z,y). 0
i=1 j=1 i,j=1 i,j=1 i=1
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Algorithmus 5.7. (Orthonormalisierungsverfahren von Gram und Schmidt)

Seien (v1, ...,V ) ein Orthonormalsystem und v ¢ span(vy, ..., v,,). Dann bildet (v1, ..., Vm, V1) ein
Orthonormalsystem mit span(vy, ..., Upm+1) = span(vy, ..., Uy, v), wenn man setzt

! m
v
U1 = V)i :v—Zs(vi,v)vi.
Vg1 P
(U1, ey Umn, Umr1) heifit die Orthonormalisierung von (vy, ..., U, v).

Beweis.

Offenbar ist v,,41 normiert und nicht das Nullelement, da aus vy, 41 = 0, d.h. v], ., = 0, folgen wiirde,
dass v eine Linearkombination der vy, ..., vy, ist. Weiter gilt vy,41Lv; fiir alle j, denn

m
$(Vj, V1) = 8(05,0) = Y s(v5,0)s(v, vi) = s(vj,v) = s(v5,0) 5(v5,v5) = 0.
i=1 i
Schliefslich sind
m m
v=u,4 + Zs(vi, V)v; € SPAN(V1, .oy Uy Umnp1)s  Uppyp = U — Zs(vi, v)v; € span(vy, ..., Uy, v). O
i=1 i=1

Definition 5.8.
Seien (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum und V7, ..., V4 Untervektorrdume von V.
Dann heifit V' orthogonale Summe von Vi, ..., Vg, falls V. =V; + ... 4+ V}, und V; LVj fiir ¢ # j.

Wir schreiben dafiir V =V} ® --- ® Vj,, wobei U LW fiir zwei Untervektorrdume U, W C V gelte, falls
ulw fiir alle w € U und alle w € W.

Bemerkung 5.9.

Eine orthogonale Summe ist immer direkt, denn per Definition gibt es zu v € V stets v; € Vi, ...,vx € Vi
mit v = v1 + ... + v5 und wegen der linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., vy ist 0 = v1 + ... + vy eindeutig,
d.h. v; = ... = v = 0. Also gilt:

V=Vi® @&V - V=V - oV O

Definition 5.10.

Ist W ein Untervektorraum von V', dann setzen wir
Wt ={veV |vlw fir alle w € W}.

W+ heift der Orthogonalraum oder das orthogonale Komplement von W.

Bemerkung 5.11.

Bei Linearen Gleichungssystemen bezog sich L auf das Zeilen-Spalten-Produkt o, das im Reellen mit dem
euklidischen Skalarprodukt s = (-, ) libereinstimmt. Im Komplexen ist dies nicht der Fall, da o bilinear
und nicht sesquilinear ist; aulerdem ist o nicht definit.

Das folgende Lemma gilt fiir die von s induzierte Orthogonalitétsrelation L, aber nicht fiir o: O

Lemma 5.12.

Ist W ein Untervektorraum eines euklidischen oder unitéiren Raumes (V;s), soist V=W ® W+.
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Beweis.

Seien (w1, ..., wy) eine Orthonormalbasis von W und w41, ..., w, eine Erginzung zu einer Orthonor-
malbasis von V. Weiter sei W’ = span(w,41, ..., w,), d.h. V.= W @& W’. Wir miissen zeigen: W’ = W+.
Dabei ist die Inklusion W’ C W+ klar nach Konstruktion.

Sei also w = ajwy + ... + apw, € WL, d.h. wlw; fiir alle 1 < i < m. Dann o; = 0 fiir 4 < m und damit
W= QU 1Winp1 + .. + apw, € W', d.h. Wt C W’. Also insgesamt V =W ® W+, a

5.3. Orthogonale und unitire Endomorphismen

Wir fiihren in diesem Abschnitt Endomorphismen ein, die die Lingen- und Orthogonalitéitsrelation re-
spektieren, d.h. die vertrdglich mit dem Skalarprodukt des euklidischen bzw. unitdren Raumes sind. Diese
Endomorphismen sind stets invertierbar mit Determinante Eins und die Inverse einer Darstellungsmatrix
ist die (im unitéren Fall konjugierte) transponierte Matrix. Wir haben solche Matrizen eben kennenge-
lernt: Die Transformationsmatrizen von Orthonormalbasen.

Anschliefsend zeigen wir, dass unitdre Endomorphismen sich immer diagonalisieren lassen und dass or-
thogonale Endomorphismen mit Hilfe des Satzes von Hamilton-Cayley auf eine Block-Diagonalgestalt
gebracht werden konnen, wobei die Blocke aus (1 x 1)-Matrizen, d.h. Streckungen ldngs einer Achse,
und (2 x 2)-Drehmatrizen, d.h. Rotationen in einer Ebene, bestehen. Zentrales Argument dabei ist, den
Vektorraum soweit moglich als orthogonale Summe von Eigenrdumen zu schreiben.

Definition 5.13.
Seien (V,s) ein euklidischer bzw. unitdrer Raum und f € Hom(V, V).

f heifit orthogonal bzw. unitér, falls fiir alle v,w € V gilt:

s(f(v), f(w)) = s(v, w).

Bemerkung 5.14.

Insbesondere respektieren orthogonale und unitdre Endomorphismen die Orthogonalitétsrelation:

vlw=0 = f)Lf(w). O

Lemma 5.15.

Seien (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum und f € Hom(V, V). Dann sind &dquivalent:
1. f ist orthogonal oder unitér.

2. ||f()]] = ||v]| fir alle v € V.

3. kIl = 1= [lf ()] = 1.

Beweis.
Die Implikationen (1) = (2) und (2) = (3) sind klar.
1. (3) = (2): Sei v € V, dann gilt:

1 1
—_ = — :1
HHW’H Ton 11

]f (”1H)H — el

= [f@I =]l

—— 1=

2. (2) = (1): Seien v, w € V. Wir betrachten zunéchst den euklidischen Fall:
2s(v,w) =s(v+ w,v + w) — s(v,v) — s(w, w)
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= [lv+wl]* = [Jo]]* = [Jw]|*

=10+ w)l* = [If @I = [/ (w)]]*

= 1f(0) + F)[]* = [[f@)[]* = [If (w)[]*

=s(f(v) + f(w), f(v) + f(w)) = s(f(v), f(v)) = s(f(w), f(w))
= 25(f(v), f(w)).

Ebenso gilt im unitédren Fall:

2s(v,w) = s(v,w) + s(v, w) + (s(v,w) — s(v,w))

= s(v,w) + (v, w) +i(s(v, iw) + s(v, iw))
s(v 4+ w,v+w) —s(v,v) — s(w,w) + i(s(v + iw, v + iw) — s(v, v) — s(iw, iw))
:||U+w|\2*||v|\2*\|w||2+i(||’0+iw||2*||?f||2*||Z'w\|2)
= [1f () + f@)[* = [[f @) = [[f)II? + i(llf (v) + if @)|* = [1F @) = [[if (w)]]*)
((U) ) F () + f(w)) = s(f(v), f(v)) = s(f(w), f(w))
i ) ) )

flw
+i(s(f(v) +if (w), f(v) +if(w)) —s(f(v), f(v)) = s(if (w), if (w)))
= s(f(v), f(w)) +s(f(v), FWV)) +i(s(f(v), i f (w)) +s(f(v),if (w)))
=s(f(v), f(w)) +s(f(v), FW)) + (s(f (v), f(w)) = s(f(v), f(w)))
= 2s(f(v), f(w)). O
Korollar 5.16.
Seien (V,s) ein euklidischer (unitdrer) Raum und f € Hom(V, V) orthogonal (unitér). Dann gelten:
1. f ist injektiv und damit bijektiv.
2. f~1ist ebenfalls orthogonal oder unitér.
3. Ist g € Hom(V, V') orthogonal oder unitér, dann ist auch fog € Hom(V, V) orthogonal oder unitér.
4. Ist A € K ein Eigenwert von f, dann gilt [\| = 1.
Beweis.
1. Ist f(v) =0, dann 0 = ||f(v)|| = ||v]|, d-h. auch v = 0. Also ist Kern(f) = {0} und damit f € J(V).

Hierbei bezeichnet J(V') natiirlich die Menge der invertierbaren Endomorphismen iiber V', welche via
Maty fiir eine beliebige Basis 9 von V isomorph zu J(n) ist.

. Es gilt |Jo]| = ||£(f7 )] = ||f ' (v)]]. Also ist mit f auch f~! orthogonal bzw. unitér.
- Esist [|(f o g) ()| = |l £ (gDl = [lg()[| = l|v]].

Ist f(v) = Av mit v # 0, dann 0 # [|v]| = || f(v)]]| = ||Av|| = |Al||v]], d.h. [N = 1. O

Bemerkung 5.17.
1.

Die orthogonalen bzw. unitiren Endomorphismen eines euklidischen bzw. unitiren Raumes (V,s) bil-
den eine Gruppe, die orthogonale Gruppe (9O, s) bzw. die unitire Gruppe (4, s). Diese sind Untergrup-
pen der Allgemeinen Linearen Gruppe J(V).

. Die orientierten orthogonalen bzw. unitdren Endomorphismen sind diejenigen mit Determinante +1.

Sie bilden eine Untergruppe von (9,s) bzw. (i,s) und auch von der Speziellen Linearen Gruppe
S(V) ={f € Hom(V,V) | det f = 1}, welche ebenfalls eine Untergruppe von J(V') ist.

Die Determinante einer Matrix A € Mg (n,n) kann als Mafdes von den Spalten von A aufgespannten
Spats verstanden werden. Wegen det(A) = det(AT) kann man alternativ auch den von den Zeilen
aufgespannten Spat betrachten. Speziell im R? ist det(A) = a11a92 — ajaag; der Flicheninhalt des von
(a11;a21) und (a12;az:2) aufgespannten Parallelogramms. In diesem Sinne erhalten Endomorhismen
aus G(V) das Volumen det(A) des von A aufgespannten Spats. O

Martin Gubisch 73 WS 2005,/2006



5.3 ORTHOGONALE UND UNITARE ENDOMORPHISMEN 5 EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME

Beispiel 5.18.
1. Drehungen fy um einen Winkel 6 in der Ebene R? erhalten stets Orientierung und Volumen, denn

det fg = sin® 0 + cos? 0 = 1:

sin 6 cos

Matg(fg) _ ( cosf) —sind )

2. Spiegelungen f, an einer Achse v € R? sind dagegen stets volumenerhaltend, aber orientierungsum-
kehrend: Es gilt det f = —1:

Macg) = (o )

mit B = ((v1;v2), (—va;v1)). O
Lemma 5.19.
Sei U := (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis des euklidischen bzw. unitiren Raumes (V,s) und fiir
f € Hom(V,V) sei 20 := (f(v1), ..., f(vp)). Dann gilt:
f ist orthogonal bzw. unitéar S 27 ist eine Orthonormalbasis von V.
Beweis.

1. Ist ¥ eine Orthonormalbasis von (V,s), dann gilt 6;; = s(vs,v;) = s(f(vi), f(v;)), d.h. auch 20 ist eine
Orthonormalbasis von V.

2. Sei v = ayv1 + ... + @, vy, dann gilt mit dem Satz des Pythagoras fiir f(v) = a1 f(v1) + ... + an f(vn):

F @7 = llar f(o1) + oo+ an fon)]]?
= [lar f(01)[]? + oo 4 [len f(va)| 7
=l ]? + ... + |an/?
= [larvr]]? + ... + [l |
= ||a1v1 4 ... + anvn|?

= [Jvlf*.

Also ist f orthogonal bzw. unitér. |

Satz 5.20.

Seien (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum, U = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V und
f € Hom(V, V). Dann gilt:

f ist orthogonal bzw. unitéar — (M%](f))T = (Mg(f))_l~

Beweis.
Seien 20 = (f(v1), ..., f(v,)) und A = Matgy(f). Dann gilt:

n n n
E : } : _2 : _ —— (AT
S wmw; < ;v a’kjv]> = E a1;0k;S Umvj) = E aparj = (A A)ij,
=1

=1 k=1

d.h. genau dann gilt s(w;, w;) = &;;, wenn AT A = Id bzw. AT A = 1d erfiillt ist. a
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Definition 5.21.

Sei U = (vy,...,v,) eine Basis des euklidischen bzw. unitdren Raumes (V,s). Dann heifst

s(vi,v1) -+ s(vi,on)
1<i<n .
Matm(s) = (S(Uiavj))lgj;n =

S(Unavl) S(Unvvn)

die Darstellungsmatrix von s bzgl. *J.

Bemerkung 5.22.

1. Eine Basis ¥ von V ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn Matg;(s) = Id.

2. Ist V euklidisch, dann gilt Matss(s) = Matg;(s). Ist V unitéir, dann Matey(s) = Matg(s). O

Definition 5.23.

Sei A € Mg(n,n). Dann heift AT die zu A adjungierte Matrix.

Ist dagegen A € Mc(n,n), dann heifit AT die zu A adjungierte Matrix.

A € Tg(n) heift orthogonal, falls AT = A=1. A € J¢(n) heift unitir, falls AT = A~

Bemerkung 5.24.
1. A € M(n,n) ist also genau dann orthogonal bzw. unitér, wenn Lin(A) orthogonal bzw. unitér ist.
2. A ist genau dann orthogonal bzw. unitér, wenn fiir alle z,y € K" gilt: (Az, Ay) = (z,y).

3. A ist genau dann orthogonal bzw. unitdr, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis des K"
bilden.

Setze némlich f = Lin(A), dann sind die Spalten von A gegeben durch 20 = (f(e™), ..., f(e(™)).
4. Ist A orthogonal bzw. unitér, dann ist |det A| = 1, denn
|det A|? = det Adet A = det Adet A = det AT det A = det ATA = detId = 1.
Also gilt auch jeden orthogonalen bzw. unitdren Endomorphismus f € Hom(V, V), dass | det f| = 1.

5. Die orthogonalen bzw. unitiren Matrizen aus 9(n,n) bilden eine Untergruppe von J(n), die ortho-
gonale bzw. unitire Gruppe, bezeichnet mit O(n) bzw. {(n). Diese Gruppen sind kanonisch isomorph
zu O(V,s) bzw. Y(V,s) via Lin. O

Satz 5.25. (Spektralsatz fiir unitire Endomorphismen)

Seien (V,s) ein unitdrer Raum und f € Hom(V, V') unitér.

Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu f.

Beweis.

Das charakteristische Polynom von f zerféllt in Linearfaktoren: x; = (—=1)"(t — A1)---(t — A,) mit
A1y -y Ap € C (nicht unbedingt paarweise verschieden). Sei v ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert
A. Dann gilt: V = span(v) ® span(v)*. Setze W = span(v) und U = W+, dann gilt f(W) C W. Wir
zeigen: f(U) C U. Da aukerdem dim(U) = n — 1, folgt induktiv, dass sich V' als orthogonale Summe aus
Eigenrdumen zu f schreiben lésst.

Sei w € U, dann gilt:

0 =s(v,u) =s(f(v), f(u)) = s(\v, f(u)) = As(v, f(u)),
also f(u)Llv, d.h. f(u) € Wt =U. Also ist f(U) CU. O
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Bemerkung 5.26. (Normalform fiir unitire Endomorphismen)

Sei f € (V). Wir wissen bereits, dass die Eigenwerte dann £1 sind, d.h. es gibt eine Basis U = (vy, ..., vp,)
von f mit

Matg(f) - ( diag(l) diag(z—l) > 0

Bemerkung 5.27.
1. Sei U eine Orthonormalbasis des K™. Dann ist Uy orthogonal:
Mat(Wsy) = (Tag(eD), ..., Uy (e™)) = (v1, ..., v) 7L

Da die Spalten von A = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis bilden, ist A orthogonal, d.h. es gilt
Mat(\lfm)71 =A=AT"1= Mat(‘lfm)T.

2. Damit gilt insbesondere: Ist U eine Orthonormalbasis des K™, dann kann die Darstellungsmatrix eines
Endomorphismus auf U transformiert werden, ohne die Inverse der Transformationsmatrix berechnen
zu miissen:

Maty(f) = Matg, (id)Mat( f)Maty (id) = (v1, ..., v,) "Mat(f)(v1, ..., v,).

3. Zu jedem A € 4l(n) gibt es ein P € {(n) mit PTAP = diag()1, ..., \n). Dabei gilt AP = \; P().
4. Zu f € s(V,s) seien Aq, ..., A\; die verschiedenen Eigenwerte. Dann lasst sich V' als orthogonale Summe

der zugehorigen Eigenrdume darstellen: V = Eig(f, A1) & - -- ® Eig(f, Ag). O

Bemerkung 5.28.
Orthogonale Endomorphismen f € O(V) erhalten Langen und auch Winkel:

ot SO0 s(ow)
St = [F )£ (w)l| [vl[[lwl]

= (v, w).

Sie sind also Kongruenzabbildungen.

Wir werden im Folgenden sehen, dass diese sich mittels Rotationen in Ebenen um feste Winkel und
Streckungen léngs Streckachsen um gewisse Faktoren ausdriicken lassen. %

Beispiel 5.29.

Sei (V,s) ein euklidischer Raum.

1. Wir betrachten eine Spiegelung an einer Hyperebene von (V,s), d.h. an einem Untervektorraum der
Dimension n — 1.

Sei v € V mit ||v|| = 1. Dann definiert H = span(v)* eine Hyperebene. v heift der Normaleneinheits-
vektor von H. Definiere f : V' — V durch f(v) = —v und f|g = id. Sei weiter U = (v1, ..., v,) eine
Basis von V' mit v; = v. Dann ist

-1 0
Mats (f) = ( 0 Td(n—1) )
und es gilt det Matg(f) = —1.

2. Wir betrachten eine Drehung in einer Ebene von V' um den Winkel 6.

Sei U ein zweidimensionaler Unterraum von V' mit Orthonormalbasis (v1,vs). Definiere f : V. — V
durch f(vy) = cosfvy + sin vy, f(ve) = —sinbvy + cos vy und [y = id. Sei weiter (vs, ..., v,) eine
Basis von U+, dann ist 0 = (v1,...,v,) eine Basis von V und es gilt

cosf —sinf
Maty(f) = sinf  cosf 0 = < Ro(t)(&) Id(no— %) >
0 Id(n — 2)
mit det Maty (f) = cos?(f) + sin?(8) = 1.
Speziell im Fall dimg (V) = 3 heifen 6 der Rotationswinkel und U+ die Rotationsachse von f. O
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Satz 5.30. (Spektralsatz fiir orthogonale Endomorphismen)
Seien (V,s) ein euklidischer Raum und f € Hom(V, V') orthogonal.

Dann gibt es eine orthogonale Zerlegung V.= Uy & - -+ ® Uy, so dass dimU; € {1,2} und alle U;
f-invariant sind.

Beweis.

Nach dem Korollar zum Satz von Hamilton-Cayley gibt es einen f-invarianten Untervektorraum W von
V mit 1 < dim W < 2. Wir zeigen: f(W+) C W+, dann ist V = W ® W+ und per Induktion folgt, dass
sich f in eine orthogonale Summe f-invarianter Unterrdume der Dimensionen eins oder zwei zerlegen
lasst.

Da f orthogonal, ist f injektiv, d.h. f(W) = W, und invertierbar mit f~! orthogonal. Seien w € W und
v € W+. Dann gilt

s(f(v),w) =s(f7(f(v), f~H (w)) = s(f(v), f~H(w)) =0,
ew

d.h. f(v) € W, also f(W+)LW und damit f(W+) C W, O

Bemerkung 5.31. (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Seien (V,s) ein euklidischer Raum und f ein orthogonaler Endomorphismus von V. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis U von V und Rotationswinkel 61, ..., 8 mit

Id
—Id 0

Mat(f) = Rot(61)

Rot(&k)

Wir wissen bereits, dass sich V' als orthogonale Summe f-invarianter, ein- oder zweidimensionaler Un-
terrdume schreiben ldsst. Die eindimensionalen Unterrdume U = AR werden wegen f(U) = AR von
Eigenvektoren aufgespannt. Wir miissen also nur zeigen, dass sich f, eingeschréankt auf einen der zweidi-
mensionalen, f-invarianten Unterrdume U, als Rotationsmatrix schreiben lésst.

Seien also g = f|y und 20 = (v1, v3) eine Orthonormalbasis von U. Dann ist R = Matgy(g) orthogonal:

[ a b T, [ a ¢ a b\ a’?+c® ab+cd (10
R_(cd> = RR_(b d)(cd>_(ab+cd vra )=\ o 1)

Wegen a? + ¢ = 1 und b? + d? = 1 gibt es a, 3 € [0,27) mit a = sina, b =sin B3, ¢ = cosa, d = cos 3,
d.h.
R— ( sina  sin 8 )
cosa cosf

0 = cos arsin o + cos Bsin f = sin(a + ) = a+ B € L.

Weiter folgt aus ab + cd = 0, dass

Im Fall « + 8 € 72Z sind b = sin(—«a) = sina und d = cos(—a) = —cos @, d.h. R = Rot(«):
R = ( cos o —sina )
sina cosa
Ist dagegen oo + 8 € w(2Z + 1), dann b = sin(m — ) = sin und d = cos(m — @) = — cos @, d.h.

cos « sin « 1 0
R = . ~ .
sin@ —cosa 0 -1

Seien dann w;,ws die beiden Eigenvektoren von R, dann besitzt g bzgl. der Basis ' = (wq,ws) die
Darstellung Mat%: (g9) = diag(1,—1). O

Bemerkung 5.32.
Zu jedem A € O(n) gibt es ein P € O(n), so dass PTAP obige Normalform hat. O
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5.4. Selbstadjungierte Endomorphismen

Eine weitere Klasse von linearen Abbildungen, die mit dem Skalarprodukt interagieren, sind die selbstad-
jungierten Endomorphismen. Hier ist es erlaubt, den Endomorphismus im Skalarprodukt von der linken
auf die rechte Seite zu “schieben”. Die zugehorigen Darstellungsmatrizen sind im euklidischen wie im
unitédren Fall durch orthogonale Transformation diagonalisierbar; auch iiber C sind alle Eigenwerte sind
reell.

Bemerkung 5.33.

1. Sei A € M(n,n). Dann existiert genau eine Matrix A* € M(n,n), so dass fiir alle z,y € K" gilt
(Az,y) = (x, A*y): Im Fall K = R definiere A* = A"; im komplexen Fall K = C setze A = AT = AT.
A* heifit die adjungierte Matrix zu A.

Zur Eindeutigkeit: Speziell fiir z = e und y = el) erhalten wir

a; = (Ae® D)y = (@) A*eW)) = (Axel), ) = ?
2. Sei nun (V,s) ein euklidischer oder unitirer Raum, dann existiert auch zu jedem f € Hom(V, V') genau
ein f* € Hom(V, V), so dass fiir alle v,w € V gilt s(f(v),w) = s(v, f*(w)). f* heift der adjungierte

Endomorphismus zu f. %

Definition 5.34.
Seien (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum und f € Hom(V, V).
f heift selbstadjungiert, falls fir alle v,w € V gilt: s(f(v), w) = s(v, f(w)).

Im euklidischen Fall nennt man f auch symmetrisch, im euklidischen Fall Hermitesch

Bemerkung 5.35.
Fiir die Darstellungsmatrizen selbstadjungierter Abbildungen gilt:

(Matge™, ey = s(f(vi),v;) = s(vi, f(v;)) = s(f (v),v:) = (Matg(f)Te®, e)),

d.h. Maty(f) = Maty (f)*. O

Definition 5.36.
A € M(n,n) heilst selbstadjungiert, falls A = A*.

Im euklidischen Fall heift A auch symmetrisch, im unitdren Fall Hermitesch.

Bemerkung 5.37.
1. Genau dann ist A selbstadjungiert, wenn Lin(A) selbstadjungiert ist.
2. Genau dann ist A selbstadjungiert, wenn fiir alle z,y € K" gilt: (Az,y) = (x, Ay). %

Lemma 5.38.

Das charakteristische Polynom x4 einer selbstadjungierten Matrix A € 9M(n,n) hat nur reelle Null-
stellen, faktorisiert also iiber R.

Beweis.

Seien A € C eine Nullstelle von x4 und z € C"\{0} mit (A — AId)z = 0. Dann gilt:
Mz, z) = Az, z) = (Az, z) = (2, Az) = (z,\x) = Mz, ),
also A = A und damit A € R. O
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Satz 5.39. (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen)
Seien (V,s) ein euklidischer oder unitdrer Raum und f € Hom(V, V') selbstadjungiert.

Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu f.

Beweis.

Wir fiihren eine Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist trivial. Gelte die Behauptung also fiir n — 1 und sei
A € R ein Eigenwert von f ist. Sei v € V' ein normierter Eigenvektor zu A und sei U = span(v), dann gilt
f(U) C U. Weiter gilt f(U+) C U+, denn sind v € Ut & u € U, dann s(f(v),u) = s(v, f(u)) = 0, d.h.
f(v) Lu. Damit ist f|y+ € Hom(U+,U~) und nach Induktionsvoraussetzung hat f;1 eine Orthonormal-
basis (va, ..., v,) aus Eigenvektoren zu f. Wir ergénzen mit v zu einer Orthonormalbasis B = (v, ..., vy,)
von V aus Eigenvektoren von f. O

Bemerkung 5.40. (Normalform fiir selbstadjungierte Endomorphismen)

Sei f € Hom(V, V) selbstadjungiert, dann existieren Eigenwerte A1, ..., A, € R zu f und eine Basis aus
zugehorigen Eigenvektoren U = (v1, ..., v,) mit

Matgy(f) = diag(Ay, ..., An) = A. O

Bemerkung 5.41.

1. Seien (V,s) ein euklidischer bzw. unitédrer Raum und A € M(n,n) selbstadjungiert. Dann gibt es ein
P € 9(n) bzw. P € (n) mit P*AP = diag(\1, ..., \,) und AP® = \;P), wobei alle \; reell sind.

2. Seien (V,s) ein euklidischer oder Raum und f € Hom(V, V) selbstadjungiet. Dann l4sst sich V' zerlegen
in V =Eig(f,\)® - ®Eig(f, \mn), wobei A, ..., A, € R die paarweise verschiedenen Eigenwerte von
f sind. O

5.5. Die Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt behandeln wir Darstellungsmatrizen fiir Bilinearformen bzw. Hermitesche Formen.
Wir werden sehen, dass symmetrische Formen sich stets mittels geeigneter Basen diagonalisieren lassen;
diese werden Hauptachsen genannt. Darstellungsmatrizen zu Bilinearformen entscheiden sich in einigen
Punkten erheblich von denen zu Endomorphismen; beispielsweise sind die Eigenwerte nicht invariant
unter Transformationen. Der Sylvesterschen Trigheitssatz besagt aber zumindest, dass sich bei einem
Basiswechsel die Anzahl der positiven und der negativen Eigenwerte einer Bilinearform nicht &ndert.

Wir setzen ab jetzt stets V = K" und s = (-,-). Weiter sei b eine symmetrische Bilinearform bzw. eine
Hermitesche Form.

Definition 5.42.

Sei ¥ = (vy, ..., vy,) eine Basis von V. Dann heift

b(vi,v1) -+ b(vi,vn)
1<i<n . . .
Matg (b) = (b(via”j))@jin = : . :
b(vn,v1) -+ b(vn,vn)

die Darstellungsmatrix von b bzgl. U.

Bemerkung 5.43.
1. Maty(b) = diag(Aq, ..., Ap) bedeutet gerade , dass U ein b-Orthogonalsystem bildet.
2. Seien v, w € V mit zugehorigen Koeffizientenvektoren x,y € K". Dann gilt:
b(v,w) = b(Zwivi,Zijj> = Z 2;Y;b(vs, v;) = (@, Matg (b)y).
i=1 j=1 i,j=1
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3. Seien 2 eine weitere Basis von V und seien u, z die zugehorigen Koeffizientenvektoren. Dann gilt:

b(v,w) =

(
(

= (Matgy (id)z, Matey (b) Matay (id )y)
(z, Matgy, (id)* Matgy (b) Matgy, (id)y),

d.h. Matgy (id)*Mategy (b)Matgy (id) = Matey (b).

Beachte: Die Riicktransformation wird bei Bilinearformen also durch die Adjungierte vermittelt, nicht
wie bei linearen Abbildungen durch die Inverse.

4. Matgy(b) ist selbstadjungiert, da b symmetrisch bzw. Hermitesch ist. O

Korollar 5.44. (Hauptachsentransformation)

Sei 2 eine Basis von V und seien Ag, ..., A, die Eigenwerte von Matgy(b).

Dann existiert eine Basis 20 von V, so dass die Transformation Mat;}% (id) orthogonal bzw. unitar ist
und Maty (b) = diag(Ag, ..., Ay) gilt.

Die Basiselemente vy, ..., v, von U heiften Hauptachsen, die Eigenwerte Ay, ..., A, Haupttrigheitsmo-
mente.

Beweis.

Sei A = Matgy(b) da A selbstadjungiert ist, gibt es eine Transformationsmatrix P € O(n) bzw. P € U(n)
mit P~'AP = diag(\1, ..., \,) = A, wobei alle \; € R. Wihle v; = 3 pj;w;, dann ist P = Matgy,(id):

Mat%(id) () — = Uoy(v;) Wm<2pjlw]> Zpﬂlllcm (w;) Zpﬂe(” e

Wegen P~! = P* ist schlieRlich
A = P7LAP = Matgy (id)*Matgy (b)Matgy (id) = Matey (b). O

Bemerkung 5.45.

Die Haupttragheitsmomente A1, ..., A, sind zu gegebenem Bezugssystem 20 eindeutig bestimmt. Fiir eine
andere Ausgangsbasis 2 ergeben sich aber in der Regel andere Eigenwerte, man sollte daher nicht von
Eigenwerten der Bilinearform bzw. Hermiteschen Form b sprechen, sondern nur von Eigenwerten bzgl.
des Bezugssystems 20. O

Beispiel 5.46. (aus der Theorie starrer Korper in der Physik)

Sei B € Mg(3,3) symmetrisch, der Trdgheitstensor eines starren Korpers bzgl. einer fixierten Ortho-
normalbasis 2. Weiter sei B positiv definit, d.h. fiir alle z € R3\{0} gelte (z,Bz) > 0. Dann ist
b(z,y) = (x, By) = 2" By ein Skalarprodukt. Wir definieren eine quadratische Form q : R — R durch
q(z) = b(z, z), das sog. Tragheitsmoment bei einer Drehung um die Achse z.

0 lasst sich mittels Haupsachsentransformation in eine Orthonormalbasis U drehen, so dass fir alle
x =) au; gilt:

3
Maty (b) = diag(A1, A2, Az) = A, q(z) = 2T Bx = Z Nia? = aTAa,

i=1

wobei \; = q(v;), die Haupttragheitsmomente und die Basiselemente vy, vy, v3 von U die Hauptachsen
sind. Die Vektoren € R? mit q(z) = 1 bilden einen Trigheitselipsoid. Dieser wird durch Drehungen um
Hauptachsen nicht deformiert. O
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Korollar 5.47.

Seien b eine symmetrisch Bilinearform oder Hermitesche Form auf dem (K", (-, -)) und 20 = (wq, ..., wy,)
eine Basis des K.

Dann gilt: b ist genau dann positiv definit, wenn es eine Basis U des K™ gibt, so dass alle Eigenwerte
von Maty(b) positiv sind.

Beweis.
Sei Maty (b) = diag(Aq, ..., Ap) mit A; € Rund v =Y x,;v; € V beliebig. Dann gilt:

b(’U,’U) = ETAZ' = Z /\lfle = Z )\1"11'|2,
i=1 =1

Also gilt b(v,v) > 0 fiir alle v # 0 genau dann, wenn alle \; > 0 sind. O

Bemerkung 5.48.
Ist also b ein Skalarprodukt, dann sind die Eigenwerte von b bzgl. jeder Ausgangsbasis 20 positiv.

Allgemeiner gilt: O

Satz 5.49. (Sylvesterscher Trigheitssatz)

Sei b eine symmetrische Bilibearform oder Hermitesche Form auf dem K™ und seien U, U, zwei Basen
des K. Seien pj, die Anzahl der positiven und ny, die der negativen Eigenwerte von Matgs, (b), k =1, 2.

Dann gelten p; = pa, n1 = ny und rg(Matgs, (b)) = rg(Matgy, (b)).

Beweis.

rg(Matgs, (b)) = rg(Maty, (b)) ist klar, da fir die invertierbare Transformationsmatrix Matg; (id) gilt:
Matg! (id)*Matey, (b)Matgy! (id) = Mata, (b).

Fir k = 1,2 selen Py € O(n) bzw. U(n) mit P;yMaty, (b) P, = Ay. Setze wg; = Y, Pk jiVk,i, dann bildet
20, eine Basis des K™ aus Eigenvektoren zu Matg;, mit P, = Matgk"‘ (id).

Bezeichne wZ‘Z diejenigen Eigenvektoren mit zugehorigem positivem Eigenwert )\;i > 0, entsprechend
wy, ; mit A, < 0 und w) ; mit AP ; = 0. Seien V,F,V,” und V) die von den entsprechenden Eigenvektoren
aufgespannten Eigenrdume. Dann sind py = dim V,:', ng =dimV,” und V = V,j' ® Vi @V

Setze VO = {v € V | Vw € V : b(v,w) = 0}, dann ist V;? = V> = V0 Seien zunéchst v = > z;wy,; € V)2
und w = Y y;wi; € K" beliebig, dann ist b(v,w) = ZTAy = > AkiTk,iYk,: = 0 wegen :c;:z =z, =0
und Ap ; = 0, d.h. v € V° und damit V;) € V. Sei umgekehrt v = 3 zjwy; € V°. Angenommen, v ¢ V2,
dann gibt es ein x; # 0 mit Ay, ; # 0. Wihle y = e und w = Y y;wy, ;, dann b(v,w) =TT Ay = \jz; # 0,
ein Widerspruch. Also ist auch V° C V2, d.h. V0 = V. Setze 0 = dim V°.

Es gilt V;" N (V" @ VO) = {0}, denn seien v = Y zyws; € V57 \{0} und w = 3 yiwy; € V" @ VO, dann
b(v,v) = > |2;|?A; > 0 und b(w,w) = Y |y;|* i <0, d.h. 2 # y. Also ist

pet+n+o=dim(V; @ (VPe V) <n=dim(V;" e (V'@ V,")) =p +n1 +o,

d.h. py < p;. Entsprechend ist V,; N (V,” @ V) = {0}, also

p1+ne+o=dim(Vif & (VP @ Vy)) <n=dim(;f & (VP @V, ) =ps +n2 +o,

d.h. p; < po. Damit ist insgesamt p; = po und folglich auch n; = ns. O
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Bemerkung 5.50.

Seien b eine symmetrische Bilinearform oder Hermitesche Form und ¢ : 2 — b(z,z) die zugehdrige
quadratische Form.

Dann lasst sich V' in eine orthogonale Summe
V=vtev eV
zerlegen, wobei q(v) > 0 fiir alle V € V*\{0}, q(v) < 0 fiir alle v € V~\{0} und q(v) = 0 fiir alle v € V°.

Der Raum V? sowie die Dimensionen von V*+, V= sind dabei eindeutig bestimmt (nicht jedoch die Riume
VT,V selbst). Die Elemente aus V°\{0} heifen b-isotrop. O

Satz 5.51. (Hauptminorenkriterium)
Sei B = (bU)EEZ € M(n,n) selbstadjungiert. Dann sind dquivalent:
1. B ist positiv definit, d.h. fiir alle v € K*\{0} gilt v Bv = (v, Bv) > 0.

2. Alle Hauptminoren det By, By = (b”)%g;glz, sind positiv.

Beweis.

1. Sei B positiv definit. Wir setzen b(v,w) = (v, Bw). Da B selbstadjungiert, definiert dies eine symme-
trische Bilinearform bzw. Hermitesche Form mit Matg,)(b) = B. Dann ist auch der k-te Hauptminor

von B selbstadjungiert: .
i) () 1<i<
By = (b(e( )’6(])))@3@1@ = Matg ) (b).

Hauptachsentransformation liefert ein P € O(n) bzw. U(n) mit P*BrP = A und Ay, ..., \x > 0, also
auch

k
det By = det(P*BP) = [[ Ai > 0.
=1

2. Sei umgekehrt £ > 1 maximal gewéhlt, so dass Mate (i) (b) = By positiv definit ist. Angenommen,
k < n. Wihle bzgl. b eine Orthogonalbasis B(k + 1) = (v1, ..., Vg+1), so dass

Matu (1) (b) = P*Mate(rn) ()P = A(k+1), P =Maty, '} (id).

Nach Voraussetzung ist det Byy1 = [[ A > 0, d.h. esgibt 4,5 € {1,...,k+1}, 4 # j, mit A\; <0, A\; <O0.
Seien «, 8 € K¥*! die Koeffizientenvektoren der zugehorigen Eigenvektoren. Da k maximal gewihlt,
sind v;,v; ¢ span(€(k)), d.h. a1, Brr1 # 0. Setze w = By 10; — Qpy1v5, dann ist w € span(€(k)),
d.h.

0 < b(w,w) = [Bms1*Xi + lam1[*X; <0,

ein Widerspruch. O
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