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1 Topologie des R™ 1.1 Einfithrung in die mehrdimensionale Analysis

1. Topologie des R"

1.1. Einfiihrung in die mehrdimensionale Analysis

Bemerkung 1.1.

Gegenstand der mehrdimensionalen Analysis ist die Untersuchung von Funktionen f : D — E mit D C R"
und E C R™ auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit.

Seien A, ..., A, Mengen. Wir definieren das kartesische Produkt A = A; x --- x A,, dieser Mengen als
Ay x - x Ap ={(a1,...,an) | a; € 4;, i =1,...,n}.

Die Elemente a = (ay, ...,a,) von A heifen n-Tupel. Weiter schreiben wir A™ = A X --- X A (n mal).
Sei nun f: R™ — R™.

1. Stetigkeit. Funktionswerte f(z), f(y) € R™ sind beliebig nahe benachbart, wenn die zugehorigen Ar-
gumente x,y € R™ nahe genug benachbart sind.

2. Differenzierbarkeit. Fiir z € R™ hinreichend nahe an zo € R” sind die Funktionswerte f(z) € R™
beliebig gut durch eine affin lineare Funktion anndherbar, genauer gibt es eine lineare Abbildung
L(zp) : R — R™, so dass L(zg)z + f(xo) nahe bei f(z) liegt, falls 2 nahe genug bei z ist.

3. Integrierbarkeit. Sei m = 1, dann gibt das Integral von f iiber einer beschréinkten Teilmenge A C R"™
das Volumen zwischen A und f(A) an. O

Bemerkung 1.2.

Sei jetzt f: D C R™ — R. Bekanntlich ist f gerade durch jene Werte festgelegt, die f auf dem Definiti-
onsbereich D annimmt, also durch unendlich viele Zahlen. Damit kénnen wir in der Praxis eine Funktion
durch Berechnung aller Funktionswerten nur in seltenen Féllen erfassen.

Legen wir iiber D jedoch ein Gitter G, so erlangen wir durch Berechnung derjeniger Werte, die f auf
den endlich vielen Gitterpunkten annimmt, schon mal einen ersten Eindruck von f. Ist die Funktion
dariiber hinaus geniigend glatt, dann konnen wir durch ein hinreichend feines Gitter die Funktion so
beliebig nahe approximieren, indem wir die Eckpunkte einer Gittermasche aus G verbinden und so statt
des interessierenden Graphen I'y = {(z, f(z)) | v € D} C D x R von G eine Fucettenstruktur erhalten,
die diesem beliebig nahe kommt.
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Fig. 1: Der Graph der kontinuierlichen Funktion I'; (links), die Auswertung der Funktion auf einem Gitter G C D sowie die
Approximation von I'y durch ebene Flédchen iiber den Gittermaschen.

Was gewinnen wir dabei? Indem wir I'y durch endlich viele, affine Ebenen approximieren, kennen wir
mit den berechneten Gitterpunkten schon ndherungsweise den ganzen Graphen. Im Gegensatz zum Gra-
phen allgemeiner Funktionen sind affine Ebenen namlich durch drei Werte schon festgelegt: Durch einen
Stiitzvektor und zwei linear unabhéngige Spannvektoren, die in der Ebene liegen. Auf diese Weise lasst
sich der gesamte approximative Graph durch endlich viele Werte beschreiben und damit beispielsweise
numerisch bestimmen. O
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1.1 Einfiihrung in die mehrdimensionale Analysis 1 Topologie des R"™

Bemerkung 1.3.

Interessieren wir uns fiir eine lokale Umgebung U C D eines einzelnen Punktes (z,y) € R?, dann ist
es giinstig, eine affine Ebene zu betrachten, in welcher der Punkt P = (z,y, f(z,y)) € R3 liegt und die
nahe bei P moglichst wenig von I'y abweicht. Geometrisch ist klar, dass dies die eindeutig bestimmte
Tangentialebene an P sein muss.

Im Eindimensionalen war das die Tangente
t e tang () = f(2) + f'(2)(t — 2),

also eine affin lineare Abbildung. Den mehrdimensionalen Fall wollen
wir auf den Eindimensionalen zuriickfiihren. Wir wihlen dazu die
Gerade Gy : t — (x,y) + t(1,0), d.h. G verlauft in U parallel zur -
Achse durch (z,y). Setzt man g¢1(¢) = f((z,y) +t(1,0)), dann liefert
g1 die Funktionswerte von f entlang dieser Geraden. Der Clou: g ist
eine Funktion von R nach R! Bestimmen wir nun nach altbewdhrter
Methode die Ableitung g; : R — R, dann beschreibt

1 ’ Fig. 2: Der Graph der Funktion f und
i tan(x’y) (t) = f(.’L', y) + 9 (0) (t - 37) die die Tangentialebene aufspannenden
Vektoren am Punkt P = (z,y, f(z,v)).

eine Tangente an P.

Analog definieren wir go(t) = f((z,y) + ¢(0,1)) und ¢ — tan%myy) (t) = f(z,y) + g5(0)(t — v).

Dann beschreibt

x 1 0
Y + span 0 , 1
fz,y) 91(0) 92(0)

einen affinen, zweidimensionaler Unterraum des R3: Die Tangentialebene an f im Punkt P. Wir erhalten
fiir diese die Parametrisierung Tan(, ,) : R* — R?,

x 1 0 T+u
Tan(, ) (u,v) = Yy +u 0 +v 1 = y+ov
fz,y) 91(0) 92(0) f(@,y) +91(0)u + g5(0)v
beziehungsweise die Funktionsgleichung tan ) : R? — R mit
tan(a:,y) (ua U) = f(l', y) + g;(O)(’U/ - .Z‘) + gé(O)(U - y) <>

Beispiel 1.4.
Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
fla,y) = 5exp(—a? — (y — 2)°) + 2° + (y — 2)?
und definieren die Geraden ¢1(t) = f(z + ¢,y) und g2(t) = f(z,y + t) mit den Ableitungen
g1(0) = =10z exp(—2* — (y — 2)?) + 2z,
95(0) = =10(y — 2) exp(—2” — (y — 2)*) +2(y - 2).

Fiir die beiden Punkte P; = (—%,1) und P, = (0,2) ergeben sich dann die folgenden Tangentialebenen:

Fig. 3: Der Graph der Funktion f und die Tangentialebenen an den Punkten P; und Ps.
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1 Topologie des R™ 1.2 Normen und Metriken

1.2. Normen und Metriken

Bemerkung 1.5.

Sowohl das Konzept der Stetigkeit als auch das der Differenzierbarkeit basiert auf dem Begriff des Ab-
standes. Im R! wurde dazu die Betragsfunktion eingefiihrt; der Abstand zwischen zwei Zahlen z,y € R
wurde definiert als |z — y|. Im Mehrdimensionalen werden dagegen je nach Situation verschiedenen Ab-
standsbegriffe verwendet. O

Definition 1.6.

Sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer Norm auf V' versteht man eine Abbildung || -] : V — R,
2+ ||z|| mit folgenden Eigenschaften:

1. || - || ist definit, d.h. fiir x € V gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn = = 0.
2. || - || ist multiplikativ: ||[Az|| = |A] - ||z| fir alle A\ € R und = € V.
3. Es gilt die Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + ||y|| fiir alle z,y € V.

|lz]| heifit die Lénge des Vektors x € V und das Paar (V|| - ||) heift ein normierter Vektorraum.

Bemerkung 1.7.

Eine Norm ist stets eine positive Funktion, d.h. fiir alle z € V" gilt ||z|| > 0:

0= 0l = llz — 2l = [l + (=) | < llzll + | = 2l = [l + [ = fl=ll = 2[|=l| = llz[[=0. &

Beispiel 1.8.

1. Sei V = R". Wir versehen V mit einer Vektorraumstruktur, d.h. definieren eine Addition und eine
skalare Multiplikation auf V:

(@150 20) + (Y15 Yn) = (X1 F Y1, 00y T + Yn),s
Azt oy n) = (A1, o Ay).

Auf dem Vektorraum V definieren wir dann die folgenden Normen:

n

el =3 laid el = (a2) " el = (Lle?) s ol = ol
i=1 i=1 o

i=1 ’

| - |1 heift 1-Norm, || - ||2 euklidische Norm, || - ||, p-Norm (1 < p < 00) und || - ||ec Maximumsnorm
oder Supremumsnorm. Dabei gilt ||z||cc = lim ||z||,-
p—00

2. Wir versehen den Raum V = C°([a, b], R) der stetigen Funktionen mit den Strukturen

(f+9)() = fx) +9(x),  (Af)(x) =A- f(2).

Dann wird V' zu einem normierten Raum via den Normen

||f1=/b|f<x>|dx, 1]l = (/bf%x)dx)é, 1fllp = </b|f(x)lpdx>;, Iflle = sup |£(@)]

z€[a,b]

| - [l1 heift £'-Norm, || - [|2, £2-Norm, || - ||, £P-Norm (1 < p < 00) und | - [|oo £°-Norm. Wieder gilt
Il = lim 17l 0
Bemerkung 1.9.

Durch den Langenbegriff ||-|| auf V wird eine Abstandsfunktion d : V' xV — R induziert via der Zuordnung
d(z,y) = ||l — y||. Der Abstand zwischen x und y ist in dem Fall also die Lénge des Differenzvektors

T —y. O
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1.3 Topologie metrischer Riaume 1 Topologie des R™

Definition 1.10.

Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R mit (z,y) — d(z,y),
welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. d ist definit, es gilt also d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y.
2. d ist symmetrisch, d.h. d(z,y) = d(y, x) gilt fir alle z,y € X.
3. d geniigt der Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) fir alle z,y,z € X.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d auf X. Man
nennt d(z,y) den Abstand oder die Distanz der Punkte z,y bzgl. der Metrik d.

Bemerkung 1.11.
1. Absténde sind nie negativ: Fiir alle z,y € X gilt

0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) =2d(z,y) =  0<d(z,y).

2. Seien (V,|| - ||) ein normierter Raum und d : V' x V' — R gegeben durch d(z,y) = ||y — z||. Dann ist
(V,d) ein metrischer Raum:

a) diz,y)=0& |ly—z|=0y—-z=0z=y.
b) d(y,z) = [ly — [l = [(=D)(z =)l = [ = U]z = yll = [lz — y|| = d(=,y).
) dz,z) =llz =z = Iz —y) + (y — )| < lz =yl + lly — 2l = d(y, 2) + d(z, 2).

3. Nicht jeder metrische Raum beruht auf einem normierten Vektorraum: Sei etwa X # () eine Menge,
dann ist d(z,y) = 1 fir  # y und d(z,z) = 0 eine Metrik, die von keiner Norm induziert wird. Die
Metrik ist also der allgemeinere Begriff; aus einer Norm kann eine

4. Sei (V] - ||) ein normierter Vektorraum. Wir setzen d(z,y) = IHZfL‘cH’ d.h. d(z,y) = ||y — x|, falls y

nahe bei x, und d(z,y) ~ 1, falls ||y — x| grof ist. O

1.3. Topologie metrischer Riume

Definition 1.12.

Sei (X, d) metrischer Raum. Fiir zp € X und r > 0 heifit B, (z) = {z € X | d(xo,z) < r} offene Kugel
mit Mittelpunkt xg und Radius r bzgl. der Metrik d.

Eine Teilmenge U C X heifst Umgebung des Punktes 2 € X, falls ein € > 0 existiert mit B.(z) C U.

Bemerkung 1.13.
1. Insbesondere ist Bc(x) selbst stets eine Umgebung von z, die e-Umgebung.

2. Einheitskugeln, d.h. Kugeln mit Radius 1, bzgl. der euklidischen Metrik sind rund. Im Allgemeinen
héngt die Form der Einheitskugeln jedoch von der gewahlten Metrik ab; bzgl. der Supremumsnorm
sind sie beispielsweise quadratisch bzw. wiirfelférmig. O

Satz 1.14. (Hausdorffsches Trennungsaxiom)

In metrischen Raumen gibt es zu je zwei verschiedenen Punkten z,y stets Umgebungen U von x und
V von y, die punktfremd sind, d.h. UNV = 0.

Beweis.

Seien (X, d) ein metrischer Raum und z,y € X zwei verschiedene Punkte, d.h. € = d(x,y) > 0. Seien
datz U = Be(x) und V = Be(y). Angenommen, U NV # 0, d.h. es gibt ein z € U N V. Dann gilt

e=d(z,y) §4d(x,z) +d(z,y) < {+ § = 5, ein Widerspruch. O
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1 Topologie des R™ 1.4 Topologische Rdume

Definition 1.15.

Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes (X, d) heifit offen, wenn zu jedem x € U ein € > 0 existiert
mit Be(z) C U, d.h. falls U eine Umgebung aller ihrer Punkte ist.

Bemerkung 1.16.

1. Offene Kugeln sind offen im Sinne dieser Definition: Sei B, (x¢) eine Kugel und sei x € B,(x¢), d.h.
es gelte d(x,z9) < r. Dann ist € = r — d(x,x9) > 0. Zu zeigen ist, dass Be.(z) C Be(zg). Sei dazu
y € Be(z). Dann gilt: d(zo,y) < d(zo,z) + d(z,y) < d(xo,z) + € = d(zg,x) + r — d(x0,2) = r, also
Y€ Br (.270)

2. In (R,| ), d.-h. mit der Metrik d(z,y) = |z — y|, gilt: (a,b) ist offen, denn (a,b) = Bb_Tn(%rb)

3. (a,b] ist nicht offen, denn fiir jedes € > 0 ist Bc(b) = (b—¢,b+¢) € (a,b], d.h. (a,b] ist keine Umgebung
von b. Gleiches gilt fiir linksseitig oder beidseitig abgeschlossenen Intervalle [a,b) bzw. [a, b]. %

Satz 1.17. (Grundeigenschaften offener Mengen)

Seien (X, d) ein metrischer Raum und O = {U C X | U ist offen} das zugehorige System bzgl. d offener
Mengen. Dann gelten:

1. X € O und @ € O: Die leere Menge und der ganze Raum sind offen.
2. Sind U,V € O, dann auch U NV € O: Der Schnitt zweier offener Mengen ist offen.

3. Ist (Ui)ier € O fir eine beliegige Indexmenge I, dann ist auch | J{U; | ¢ € I} offen: Beliebige
Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Beweis.

1. Angenommen, ) ¢ O, dann gibt es ein 2 € () mit B.(z) € 0 fiir alle € > 0, ein Widerspruch. Auferdem
ist X € O, denn es gilt By(xz) C X fiir alle z € X.

2. Seix € UNV. Da U und V offen sind, gibt es Kugeln B, (z) € U und B, (z) C V. Wir setzen
e = min{e,ex}. Dann gilt B.(z) € U NV, denn fiir alle y € B.(x) ist d(y,z) < € < €, d.h.
Yy € Be, () CU, und d(y,x) < e < €3, d.h. y € B, (x) CV. Damit ist y e UNV.

3. Sei z € | J{U; | i € I}, dann gilt « € U; fiir ein j € I. Da U; € O, gibt es dazu ein € > 0, so dass gilt
B(x) CU; CU{U; | i e I}. O
Bemerkung 1.18.

1. Vereinigungen und Schnitte {iber beliebige Indexmengen sind wie folgt definiert:

ve|JUie=3Fjel:zcU; md ze((Ui«=Vjel:zel;

iel iel
2. Die Aussage (U;)ier € O = ({U; | i € I} € O ist im Allgemeinen falsch: Sei etwa J,, = (=%, 1),
n € N. Dann ist (\{J,, | n € N} = {0} = [0, 0] nicht offen. O

1.4. Topologische Raume

Definition 1.19.

Sei X eine Menge. Ein System O von Teilmengen von X heifit eine Topologie von X, falls gelten:
1. )€ Ound X € O.

2. Sind U,V € O, dann auch UNV € O.

3. Sind U; € O fiir alle i € I, dann auch |J{U; | i € I} € O.

(X, O) heift topologischer Raum; Elemente O € O heifen offene Mengen.

Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement A¢ = X\ A offen ist.
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1.4 Topologische Rdume 1 Topologie des R"™

Bemerkung 1.20.

1. Alle Konzepte in metrischen Rdumen, die mit offenen Mengen definiert werden kénnen, lassen sich auf
topologische Rdume verallgemeinern.

2. Eine abgeschlossene Kugel A = {z € X | d(a,z) < r} ist abgeschlossenen im Sinne der Definition:

Seien z € A° und € = 1 (d(a,z) —r), dann gilt fiir y € B(z), dass

d(a,y) =d(a,y) —d(z,y) + d(z,y) > d(a,z) — d(z,y) > d(a,z) — ¢
r  d(a,x)

1
§(d(aa$) —r) = 5T

d.h. y ¢ A bzw. y € A°. Damit ist A° offen, also A selbst abgeschlossen.

= d((Z? SU) - Z T',

3. In (R,]| -|) sind abgeschlossene Intervalle [a, b] abgeschlossen im Sinne der Definition, denn [a, b] ldsst
sich schreiben als abgeschlossene Kugel {z € R : [z — 1(a +b) < |3(b—a)|}.

4. Eine nicht-offene Menge muss nicht unbedingt abgeschlossen sein: Beispielsweise ist (0, 1] nicht offen,
aber auch nicht abgeschlossen, da R\(0,1] = (—00,0] U (1,+00) nicht offen ist: R\(0,1] ist keine
Umgebung von 0.

5. X und 0 sind offen und abgeschlossen, denn ¢ = X ist offen, also () abgeschlossen, und X¢ = () ist
offen, d.h. X abgeschlossen. O

Definition 1.21.

Seien (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Ein Punkt z € X heifft ein Randpunkt von Y, wenn
in jeder Umgebung von x sowohl ein Punkt von Y als auch ein Punkt von Y° liegt. Die Menge aller
Randpunkte wird als Rand 9Y bezeichnet.

= Y\9Y wird das Innere von Y und Y = Y U Y der Abschluss von Y genannt.
Seien g € X und r > 0. Dann heift S, (z¢) = {x € X | d(zo,x) = r} die Sphére der Kugel B, (xo).

Bemerkung 1.22.

1. Es gilt stets 0B,(z9) € S,(xg). Wir zeigen hierfiir: Der Abstand zwischen einem Randpunkt und
xo betragt r. Sei dazu x € 9B, (xp). Zu jedem e > 0 existieren dann y € B,(xg) N Bc(xg) und
z € Be(xo) N By(zo)c. Es gilt d(zg, z) < d(xo,y) + d(y, ) < r + € und weiter

r <d(zo,2) <d(zo,z) +d(x, 2z) < d(xg,x) + ¢,
d.h. d(zg,z) > 1 — € baw. r — e < d(xo,2) <1+ €. Damit ist d(xg,z) = r, d.h. x € S,.(x0).

2. Die Umkehrung 9B, (z¢) 2 S,(zo) hingegen ist im Allgemeinen falsch: Angenommen, fiir beliebiges
x € X mit z € S,(xg), d.h. d(zp,z) = r, wiirde gelten:

Ve > 0: Be(z) N By(z0) # 0, B.(z) N B(x0)¢ # 0.

Sei nun X = N mit d(z,y) = 1 fiir « # y sowie d(z,z) = 0. Dann sind By(1) = {1} und B.(5) = {5}
fiir alle € < 1. Nun ist 5 € S1(1), aber B.(5) N Bl( ) = 0, ein Widerspruch.
B (

3. In normierten Vektorraumen gilt auch S,.(a) C 0B, (a). O

Beispiel 1.23.

1. In der Betragsmetrik auf R gilt d(a,b] = d(a,b) = 9da, b) = J[a, b] = {a, b}.

2. Weiter ist 0Q = R.

3. SchlieRlich gilt 8{(z1,x2) | 2% + 23 > 0} = {0}. O

Satz 1.24.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind Y° offen und Y, Y abgeschlossen.

SS 2006 8 Martin Gubisch



1 Topologie des R™ 1.5 Folgen und Konvergenz

Beweis.

1. Sei xy € Y\JY, dann existiert € > 0 mit B.(z9) N Y° = @, denn andernfalls wire o ein Randpunkt
von Y. Mit diesem € gilt dann auch, dass B.(zg) N dY = 0, denn wire y € B.(xo) N Y, so lage ein
Punkt von Y° in B.(zg), da Be(zy) dann auch Umgebung von y wére, was nicht sein kann. Also ist
B.(xz9) CY\9Y, d.h. Y\9Y ist offen.

2. Aus der Definition des Randes folgt: Y = 9Y°. Nach (1) ist Y°\0Y® offen. Wir erhalten:

Y =Y UodY = (YY) UIY® = X\(Y°\9Y°) ist abgeschlossen.

3. Es gilt Y = (Y UIY)\(Y\IY). Also ist X\JY = (9Y)° = (Y UIY)°U (Y\IY) offen als Vereinigung
zweier offener Mengen, d.h. Y selbst ist abgeschlossen. O

1.5. Folgen und Konvergenz

Definition 1.25.

Seien (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,)nen € X heiflt konvergent gegen xg € X, wenn gilt:
Zu jeder Umgebung U von x existiert ein N € N, so dass z,, € U fiir alle n > N.

Wir schreiben in dem Fall lim x,, = 29 und nennen xy den Grenzwert von (z,)nen.

Bemerkung 1.26.
Da jede Umgebung von z( eine offene Kugel B¢(xo) enthélt und jede offene Kugel B.(xg) auch eine

Umgebung von x ist, folgt:

lim z,, = z9 — Ve >0:dN e N:Vn> N :x, € Bxo). O

n—r oo

Satz 1.27. (Charakterisierung von abgeschlossenen Mengen)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir eine Teilmenge A C X gilt dann:

A ist abgeschlossen = fiir jede konvergente Folge (z,,)nen C A gilt: limz,, € A.

Beweis.

= Angenommen, x = limz, ¢ A, dh. z € A°. Da A° offen ist, existiert ein € > 0 mit B.(z) C A°.
Desweiteren gibt es dann ein N € N mit z,, € B.(z) fiir alle n > N, Widerspruch zu z,, € A.

< Wir zeigen: A€ ist offen. Angenommen, A¢ wére nicht offen. Dann gibt es x € A°, so dass fiir jedes € > 0
gilt B.(xz) € A°. Insbesondere ist By, (x) € A° fiir alle n € N. Wéhle 2, € By ,,(2) N A # 0. Dann ist
(n)nen € A und es gilt limx,, = . Nach Voraussetzung folgt daraus: x € A, ein Widerspruch. Also
ist A¢ offen. |

Definition 1.28.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,)neny € X heifit eine Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve>0:3IN e N:Vn,m > N : d(xn,zm) <€

(X, d) heifit vollstéindig, wenn jede Cauchy-Folge (x,,)neny € X in X konvergent ist.

Einen vollstdndigen normierten Raum nennen wir Banachraum.
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1.5 Folgen und Konvergenz 1 Topologie des R"™

Bemerkung 1.29.

Wie in R gilt: Konvergente Folgen sind stets Cauchyfolgen. Die Umkehrung gilt nicht immer: Sei etwa
X =C%[-1,1],R) die Menge aller stetigen Funktionen f : [-1,1] — R, versehen mit der Metrik

1
d(f,9) =IIf —9ll = /|f(x) — g(z)| da.

Sei fy(x) = nz fir z € [-1, 1] und f, () = sgn(z) sonst. Dann ist die Folge (f,)nen eine Cauchyfolge

in X, denn d( fn, ) = | — 2| — 0 fiir n, m — co. Angenommen, konvergiert bzgl. d gegen ein f € X,
dann miisste fiir alle  # 0 gelten f(z) = sgn(x) sowie f(0) = 0. Diese Funktion ist aber kein Element

aus X. Also ist X kein Banachraum. O

Satz 1.30.
Seien (X, d) ein metrischer Raum, A C X nichtleer und diam(A) = sup{d(z,y) | =,y € A}. Dann gilt:

diam(A4) < oo = A liegt in einer Kugel.

In dem Fall heifft A beschriankt; diam(A) nennen wir den Durchmesser von A.

Beweis.

= Sei A beschrinkt. Wihle einen beliebigen Punkt o € A und ¢ = diam(A4)+ 1, dann gilt fiir alle 2 € A:
d(xo,z) < sup{d(u,v) | u,v € A} +1=¢, also A C B.(zo).

< Sei A C B,(xg). Seien z,y € A. Dann gilt:

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < 2r = diam(A) = sup{d(z,y) | z,y € A} < 2r. O

Satz 1.31. (Schachtelungsprinzip)

Seien (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und X D A; D Ay D --- mit Ay # @, Ay abgeschlossen,
diam(Ayg) — 0 fiir £ — oo. Dann gibt es genau einen Punkt « € X, der in allen Ay liegt.

Beweis.

1. Zur Eindeutigkeit: Wéren zwei verschiedene Punkte z,y € Ay fiir alle k, dann wiirde stets gelten
diam(Ag) > d(x,y) > 0, was im Widerspruch zu diam(Ay) — 0 steht.

2. Zur Existenz: Wir wéhlen eine Folge (2, )nen mit 2, € A,,. Wegen diam(A4,,) — 0 gibt es zu € > 0 ein
N € N mit diam(Ay) < e. Dann gilt d(z,, ) < diam(Ay) < e, falls myn > N, da A,, A, C An,
also ist (x,,)nen eine Cauchy-Folge. Aus der Vollstindigkeit folgt: es gibt ein € X mit limx,, = x.
Auferdem ist x,, € Ay fiir alle n > k; da A,, abgeschlossen, folgt mit Satz 1.27: z € A fiir jedes k. O

Satz 1.32. (Konvergenz in R")
Eine Folge (2("))eny € R™ konvergiert genau dann bzgl. || - ||oo, wenn sie komponentenweise bzgl. | - |
konvergiert:
lim z® =z = Vi=1,...,n: lim xgk) = x;.
k—o0 k— 00
Beweis.

1. Gelte |2 — 2|0 — 0. Wegen Vi : |ac§k) — | < || — 2||o folgt dann auch \xl(-k) — ;| — 0 fiir alle 4.

2. Gelte |.Z’Z(-k) — ;| — 0 fiir alle ¢, dann gibt es zu € > 0 Indizes Ny, ..., NV,, mit |atl(-k) — ;| < efiir k> N,.
Wiéhle N = max{Ny,..., N,,}, dann ist

VE> N : [|lz® — 2|0 = max{|z£k) —zlri=1,..,n}<e€ = z®) — 20 — 0. O

SS 2006 10 Martin Gubisch



1 Topologie des R™ 1.6 Stetigkeit

Korollar 1.33. (Vollstéandigkeit des R™)

(R, || - [loo) ist ein Banachraum, d.h. ist (z(®)),en eine Cauchyfolge in R™, so konvergiert sie in R™.

Beweis.

(k)

Wegen \xgk) — ;] < ||J#®) — 2|« sind auch alle Komponentenfolgen (" )ren Cauchy-Folgen in (R, |- ),

wenn (z(F))cy eine Cauchyfolge in (R™, || - ||oo) ist. Wegen der Vollstéindigkeit von (R, | - |) konvergieren
die Komponentenfolgen, mit Satz 1.32 konvergiert also auch (x(k)) kEN- O
Bemerkung 1.34. (Intervalle im R™)
Seien a,b € R™. Wir definieren

[a, b] = [al,bl] X [a27b2] X oo X [an,bn],

(a,b) = (al,bl) X ((12,(72) X+ X (an,bn),
(—00,b] = (—00,b1] X (—00,bg] X + -+ X (—00,by] etc.

1. (a,b) und [a, b] sind beschréinkt: Setze zo = %2 und r = ||zg[|e + 1, dann gilt (a,b) € [a,b] C B, (20).
2. (a,b) ist offen: Fiir z € (a,b) gilt x; € (a;,b;), i = 1,...,n. Da die Intervalle (a;, b;) alle offen sind, gibt

es € > 0 mit B, (z;) C (a;,b;). Setze € = min{ey, ..., €,), dann ist B.(x) C (a,b).

3. [a,b] ist abgeschlossen: Es gilt
[a,0] = ([a1,b1]* xR x -+ X R)U (R X [ag,b2]* X Rx -+ x R)U---UR x -+ xR X [an, b,]°).

Endliche Vereinigung offener Mengen ist offen. Also ist [a, b]° offen und [a, b] damit abgeschlossen. ¢

1.6. Stetigkeit

Definition 1.35.

Seien (X,dx) und (Y, dy ) zwei metrische Rédume, a € X und f : X — Y eine Abbildung. f heift stetig
in a, falls fiir jede Folge (2,,)nen von Punkten aus X mit limz,, = a stets gilt lim f(x,,) = f(a). und
wir schreiben lim f(z) = f(a).

r—a

Ist f in jedem Punkt a € X stetig, so nennen wir f stetig auf X.

Bemerkung 1.36.

Durch Ersetzen von Termen der Form |o — | durch dx (o, 8) bzw. dy («, 8) lassen sich viele Stetigkeits-
resultate aus dem Eindimensionalen auf metrische Rédume iibertragen:

1. Verkettung stetigker Funktionen: Seien X,Y,Z metrische Rdume, f : X — Y stetig in a € X und
g:Y — Z stetig in f(a) € Y. Dann ist auch go f : X — Z stetig in a.

2. e-0-Charakterisierung der Stetigkeit: Seien X, Y metrische Rdume, f: X — Y und a € X. Dann gilt:

f ist stetig in a = VYe>0:30 >0:Ve € Bs(a) : f(x) € Be(f(a)). O

Satz 1.37. (topologische Charakterisierung der Stetigkeit)
Seien X,Y metrische Rdume und f: X — Y. Dann gelten:

1. f ist genau dann stetig in a € X, wenn es zu jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a
mit f(U) CV gibt.

2. f ist genau dann stetig auf X, wenn das Urbild f=1(V) jeder offenen Menge V C Y selbst eine
offene Menge in X ist.
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1.6 Stetigkeit 1 Topologie des R™

Beweis.

1. = Seien f stetig in @ € X und V eine Umgebung von f(a). Dann gibt es ein € > 0 mit B.(f(a)) C V.
Wegen der Stetigkeit von f existiert ein & > 0 mit f(Bs(a)) € U = Bc(a). Dann ist U eine
Umgebung von a mit f(U) C B.(f(a)) C V.

< Sei e > 0. V = B(f(a)) ist Umgebung von f(a). Also gibt es eine Umgebung U von a mit
f(U) C V. Dazu gibt es ein ¢ > 0 mit Bs(a) C U. Damit ist f(Bs(a)) C f(U) CV = B(f(a)).

2. = Seien V C Y offen und a € f~!(V). Da V eine Umgebung von f(a) ist und f stetig in a ist, gibt
es eine Umgebung U von a mit f(U) C V. Also ist U C f~1(V), d.h. f~1(V) ist Umgebung aller
zugehorigen Punkte a € f~1(V), d.h. f=1(V) ist offen.

<« Seien a € X und V eine Umgebung von f(a). Dann ist U = f~(V) offen und es gilt a € U, d.h.
U ist eine Umgebung von a. Nach (1) ist f dann stetig. O
Bemerkung 1.38.

1. Diese Charakterisierung der Stetigkeit kann in topologischen Rdumen zur Definition benutzt werden:
Seien (X, Ox) und (Y, Oy ) topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Dann heifit f stetig,
falls fiir alle O € Oy gilt f~1(0) € Ox.

2. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Wie in R definieren wir:
a) f ist Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert mit dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y) fir alle z,y € X.
b) f ist Holder-stetig, falls ein L > 0 und ein a € (0, 1] existieren mit dy (f(z), f(y)) < Ldx(x,y)®
fir alle z,y € X. O
Beispiel 1.39.

Seien (X, d) ein metrischer Raum und zo € X. Wir definieren f : X — R via f(z) = d(xo, ). Dann ist
f Lipschitz-stetig, denn fiir L = 1 gilt wegen der Dreiecksungleichung;:

[f (@) = f(y)| = ld(z0, x) — d(z0,y)| < d(z,y) = Ld(z,y). O

Satz 1.40. (Stetigkeit linearer Abbildungen)
Fiir normierte Vektorrdume (V, || - |lv), (W, ] - |lw) und lineare Abbildungen A : V — W gilt:

A ist stetig <= A ist Lipschitz-stetig <= 3IC>0:Vz eV :|Az|w < C|z|v.

Beweis.

1. Gelte ||Az||lw < Cllz||v fir alle € . Dann ist ||[Az — Ay|lw = ||[A(z — y)||lw < C|lx — y||v fir alle
x,y € V, d.h. A ist Lipschitz-stetig zur Konstante C.

2. Sei A Lipschitz-stetig zur Konstante C' > 0. Zu ¢ > 0 wéhle § =

|Ax — Ay|lw < Cllz —y|lv < Cd = CLHE < e. Also ist A stetig.

o1+ Sei nun ||z — ylly < 4. Dann ist

3. Sei A stetig. Zu € = 1 existiert dann ein ¢ > 0, so dass fiir alle z € V mit ||z|y = ||l — 0|y < ¢ gilt
|Az|w = ||Az — AOlw < e. Dann ist [|[A($=5=)|w < 1, da | =%=|lv = § < 4, und wir erhalten

2 v lzllv

|Az|lw < 2||z|lv, also [|Az|w < C||z||y mit Konstante C' = 2 fiir alle z € V. O

Bemerkung 1.41.

Fiir eine stetige lineare Abbildung A : V' — W definiert man [|A| = sup{||Az||w : ||z||v < 1}. Dann ist
||A]| die kleinstmégliche Konstante C' > 0 mit ||Az|lw < C||z||v. Weiter definiert || - || : £(V, W) — R
eine Norm auf dem Vektorraum L£(V, W) aller stetigen linearen Abbildungen von V nach W. Es gilt:

Ax
Al = sup ||Az|lw = sup ||Az|lw = sup |Az|w = sup I ”W
2]}y <1 lzllv =1 2]l <1 a#0 |l@]lv
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1 Topologie des R™ 1.7 Kompaktheit

Bemerkung 1.42.

Nach Satz 1.32 ist eine Abbildung f : R™ — R" genau dann stetig, wenn all ihre Komponentenfunktionen
fi, oo fm : R® — R stetig sind. Es geniigt also, die Stetigkeit von Funktionen f : R® — R! nachweisen zu
konnen. O

Beispiel 1.43.

1. Sei ¢ € R. Die konstante Funktion f : R™ — R mit f(x) = c ist Lipschitz-stetig, denn fiir alle 2,y € R™
gilt [ f(z) = f(y)l =0 < ||z = Ylloe-

2. Die Summenfunktion S : R? — R mit S(z,y) = o + y ist Lipschitz-stetig: S ist linear und fiir z € R?
gilt [S(2)] = |21 + 22| < |z1] + |22] < 2[|2|oo-

3. Produkte sind lokal Lipschitz-stetig und damit insbesondere stetig: Sei P : R? — R gegeben durch
P(z,y) =« - y. Dann gilt

|P(u) = P(v)] = [uruz — v1va| = |ua(uz — v2) + v2(ur — v1)| < fur] |uz — va| + |va] Jur — v1].

Also gilt fiir alle u,v € Bg(0), dass |P(u) — P(v)| < 2R||u — v|co-

4. Zusammen erhalten wir: Linearkombinationen stetiger Funktionen sind stetig, denn sie sind Verket-

tungen stetiger Funktionen: af + 8g = S(P(«, f), P(5,9)).

5. Seien k < n und s € {1,...,n}*. Dann definiert s eine Selektion IT; : R — R¥ via der Zuordnung
(21, ... p) = (Tsyy -y Ts,, ). 1L ist stetig, denn fiir alle z € R™ gilt ||IL;(x)]|co < ||2||co- Beispielsweise
ist I1(1,2,1,1) (21, 22, 23) = (21, 2, 21, 21).

6. Sei o € NjJ ein Multiindex. Dann definiert & ein Monom M, : R™ — R via  + 2® = z{* -+ - 28", Auch
Monome sind stetig. Zum Beispiel ist 2225 = M(g,1,0,2,0)(2) = P(I2)(2), P(I(4,4y(2))) stetig als Ver-
kettung stetiger Funktionen. Alternativ kann man auch M g1,0.2(2) = P(P(Il; 3y (x)), P(I(5,5)(z)))
als Darstellung wéhlen.

7. Polynome = +— > {cox® | @ € A} mit endlichem A C Nj und ¢, € R sind stetig, da mehrfache
Linearkombination von Monomen.

8. Rationale Funktionen z +— P(x)/Q(x) mit Polynomen P, sind stetig auf ihrem Definitionsbereich
D = {z € R"Q) | Q(x) # 0}, denn sie lassen sich schreiben als = + [P o (Q,h o R)](x), wobei
h: R\{0} — R die stetige Funktion h(z) = 1 reprisentiert. O

Beispiel 1.44.

1. Die Funktion f:R3 — R? mit f(z) = (e=®* sin(x? + 23), arctan(xz)) ist stetig, denn es sind

fi(z) = e "*sin(z] + 23) = [P o (expoP o (—1,11(3))), sinoP)](x),

e
fa(x) = arctan(zz) = (arctan oll(sy)(z2).

2. Die Funktion f:R? — R mit

sin(zi+o3)
f(xy,m2) = @2+ 222 (x1,22) #0
1 (35171’2) =0

ist nicht stetig: Fiir « # 0 ist f eine Verkettung stetiger Funktionen, aber nach dem Satz von ’'Hopital
gelten f(x1,0) — 1 fiir x — 0 und f(0,22) — % fiir xzo — 0. Die Funktion besitzt also auch keine
stetige Fortsetzung in 0. O

1.7. Kompaktheit

Definition 1.45.

Seien (X,d) ein metrischer Raum, A C X, I eine Indexmenge, U = {U; | i € I} ein System offener
Teilmengen von X. U heifit offene Uberdeckung von A, falls A C (J{U; | i € I'}. Wir sagen, U enthiilt
eine endliche Uberdeckung, wenn es eine endliche Teilmenge Iy C I gibt mit A C {U; | i € I}. A heifit
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung enthiilt.
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1.7 Kompaktheit 1 Topologie des R"™

Bemerkung 1.46.

Fiir beschriankte, abgeschlossene Intervalle [a, b] C R gelten wichtige Sétze:

1. Bolzano-Weierstraf: Jede Folge (2, )nen C [a, b] hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in [a, b].
2. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist sogar gleichméfig stetig.

3. Ist f: [a,b] = R stetig, dann nimmt f auf [a, b] Minimum und Maximum an.

Kompakte Mengen sind eine mehrdimensionale Verallgemeinerung solcher Intervalle, auf denen diese
Resultate ebenfalls gelten. O

Satz 1.47.
Seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X kompakt. Dann ist A beschriankt und abgeschlossen.

Beweis.

1. A ist beschrankt: Wahle zp € X. Dann gilt X = (J{Bn(zo) | n € N}, dh. U = {B,(z¢) | n € N} ist
eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, enthélt ¢/ eine endliche Uberdeckung von A, d.h. es
gibt ein endliches I C N mit A C | J{B,(z¢) | n € I}. Sei N = max{n | n € I}, dann ist A C By (zp),
also beschrankt.

2. A ist abgeschlossen: Seien z € A° und U, = {y € X | d(z,y) > 1} fiir n € N). Jedes U, ist offen, denn
[+ X = Rmit f(y) = d(z,y) ist stetig und (£, 00) ist offen in R, also ist auch U, = f~!((%,00))
offen als Urbild einer offenen Menge. Auferdem folgt aus x € A, dass A C X\{z} = J{U, | n € N},
d.h. U = {U, | n € N} ist eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert ein endliches
I CNmit ACU{U, | n € I} = Uy mit N = maxI. Da A C Uy, gilt d(z,y) > + fiir alle y € 4,
d.h. By/n(z) C A°, d.h. A ist offen und A damit abgeschlossen. |

Satz 1.48. (Bolzano-Weierstraf)

Seien (X, d) ein metrischer Raum, A C X kompakt und (z,),en eine Folge in A. Dann existiert eine
Teilfolge von (z,,)nen, die gegen einen Punkt in A konvergiert.

Beweis.

Angenommen, keine Teilfolge konvergiert in A, d.h. zu jedem a € A existiert ein Radius ¢, > 0, so dass
f{n eN|z, € B, (a)} <oogilt. Da A C | J{B.,(a) | a € A}, ist U = {B,(a) | a € A} eine offene
Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert ein endliches I C A mit A C (J{B,,(a) | a € I}. Also
st N={neN|z,€c A} C{neN|z, €| U{B.(a) | a €I}};da letatere Menge endlich ist, ist dies ein
Widerspruch. O

Satz 1.49.

Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Raume, f : X — Y stetig und K C X kompakt. Dann ist auch
f(K) CY kompakt, d.h. Bilder kompakter Mengen sind kompakt.

Insbesondere gilt: Eine stetige Funktion f : K — R nimmt ihr Maximum und Mininum an, d.h. es gibt
Tmins Tmax € K mit f(2min) = inf{f(z) | x € K} und f(2max) =sup{f(z) | z € K}.

Beweis.

Sei U = {U; | i € I} eine in Y offene Uberdeckung von f(K). Da f stetig ist, ist V; = f~(U;) offen in
X und K CU{V; | i € I}, dh. V = {V; | i € I} ist eine offene Uberdeckung von K. Damit existiert
eine endliche Indexmenge I; C I mit K C | J{V; | i € Iy}. Dann ist auch f(K) C | JH{U; | i € Iy}, d.h. U
enthilt eine endliche Uberdeckung. Also ist f(K) kompakt.

Speziell fiir (Y,dy) = (R, | -|) gilt: f(K) ist kompakt, speziell beschriankt, d.h. Infimum und Supremum
existieren in R. Konstruiere Folgen in f(K), die gegen das Infimum bzw. Supremum konvergieren. Da
f(K) abgeschlossen ist, gehéren die Grenzwerte zu f(K). O
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1 Topologie des R™ 1.7 Kompaktheit

Satz 1.50.
Sind (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, X kompakt und f: X — Y stetig, so ist f gleichmé&fig stetig.

Beweis.

Sei € > 0. Zu jedem x € X gibt es dann ein §, > 0, so dass f(Bs,) € Be(f(x)). U = {Bs, j2(x) | v € X}
ist eine offene Uberdeckung von X, also gibt es ein endliches Iy € X mit X C {Bs,/2) | € Io}. Setze
6 =min{d,/2 [z € Ip}. Seien dazu z,y € X mit d(z,y) < §. Dann gibt es ein 29 € Iy mit z € B(s, /2)(z0),
d.h. d(y,z0) < d(y,x) + d(x,20) < 6+ (02,/2) < 6x, also x,y € Bs, (20). Da f(Bs,, (w0)) € Be(f(20)),
folgt d(f(x), f(y)) < d(f(x), f(x0)) + f(zo, f(y)) < 25. Also existiert zu jedem € > 0 ein 0 > 0, so dass
fiir alle z,y € X gilt: Ist d(z,y) < J, dann ist d(f(z), f(y)) < €. Damit ist f gleichméfig stetig. O

Satz 1.51. (Heine-Borel)
Sei K C R"™ beschrénkt und abgeschlossen. Dann ist K kompakt.

Beweis.

Da K beschrankt ist, gilt K C [a,b] fiir geeingnete a,b € R™. Da [a,b] C R™ kompakt ist, ist K als
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge selbst kompakt. O

Bemerkung 1.52.

Das Intervall [a,b] C R" ist kompakt: Angenommen, es gibe eine Uberdeckung U = {U; | i € I}
von [a,b], die keine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Wir zerlegen [a,b] durch Seitenhalbierung in 2"
Teilintervalle, dann existiert mindestens ein Teilintervall, das sich nicht durch endlich viele U; iiberdecken
lisst. Wir iterieren diesen Prozess und erhalten so eine Folge [a*,b*] C [a,b], diam([a*,b*]) — 0, von
Teilintervallen, von denen keines sich durch endlich viele U; iiberdecken ldsst. Andererseits existiert nach
dem Schachtelungsprinzip 1.31 genau ein zg € [a, b, das in allen [a*, b*] enthalten ist und zu diesem muss
ein Index 4¢ € I existieren mit xy € U;,, ein Widerspruch. O

Satz 1.53.

Seien || - ||+ und || - ||, zwei Normen auf R™. Dann sind || || und ||- ||« dquivalent, d.h. es gibt Konstanten
Cy,Co > 0 mit C||z]l« < ||z]|« < Co|z||« fir alle z € R™.

Beweis.

1. Sei || - || eine Norm auf R™. Wir zeigen, dass || - || A&quivalent zur Norm || - || ist. Sei € R™, dann gilt:

D @i <> |l <> e - max [z = o[z o
i=1 i=1 i=1 P

Speziell ist ||-]| : R™ — R stetig als Funktion von (R™, || ||o) nach (R, |-|), denn mit Lipschitz-Konstante
& gilt | 2] — [yl | < [z — yl| < eal}z — ylloo- Die || - oo Finheitskugel K = {z € R™ | z]lo < 1} ist
beschrénkt und abgeschlossen, also kompakt, daher nimmt die stetige Funktion || - || ihr Minimum auf
K an, d.h. es gibt ein iy € K mit ||zmin] = inf{||z|| | y € K}. Wegen ||Tmin|lcoc = 1 iSt Zmin # 0.
Wiéhle ¢; = ||Zmin|. Dann gilt fiir beliebiges = # 0:

]l =

x

Bio| v e Ky =laml=er = el 2 erllll
o0

2. Wahle Cy = % und Cy = %, dann gilt fir alle z € R™:

cr c
Cillz|. = C%HwH* <dlzllee < lzlls < Sllzloo = C%HHCH* < Callz||+. O
2 1

Bemerkung 1.54.

Begriffe wie Konvergenz, Stetigkeit, Offenheit, Abgeschlossenheit, Kompaktheit etc. sind auf R™ also
unabhéngig von der gewahlten Norm. O
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1.8 Der Zwischenwertsatz 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

1.8. Der Zwischenwertsatz

Definition 1.55.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Gibt es offene, disjunkte, nicht-leere Mengen A, B C X mit X = AUB,
so heifst X unzusammenhéngend, andernfalls zusammenhéngend.

Beispiel 1.56.

1. X =10,1]U[2, 3] mit |-|-Metrik ist unzusammenhéngend, denn beide Intervalle sind offen (und zugleich
abgeschlossen) in X.

2. X = Q mit | - |-Metrik ist unzusammenhiingend: Die Mengen U = (—o00,+/2) und V = (v/2, 00) sind
offen in R, dh. A =QNU und B = QN YV sind offen in Q. Weiter sind A, B nichtleer und es gilt
X=AUB.

3. X = [a,b] mit | - |-Metrik ist zusammenhéngend, denn angenommen, X wire unzusammenhéngend,
dh. X =AUBmit A, BC X offen, ANB =0 und A,B # 0. (E sei b € B. Da A # () beschrinkt ist
und [a, b] abgeschlossen, liegt sup A ind [a, b]. Sei dazu (2, )nen eine Folge in A mit limz,, = sup A.
Da A abgeschlossen ist als Komplement der offenenen Menge B, folgt sup A € A. Also ist sup A < b,
dabe B.Nunist ANB = (), d.h. (supA4,b] C B und sup A = lim(sup A + %) € B,da B=X\A4
abgeschlossen ist als Komplement einer offenen Menge. Es folgt sup A € AN B, ein Widerspruch. ¢

Bemerkung 1.57.

Eine metrischer Raum (X, d) ist genau dann zusammenhéngend, wenn () und X die einzigen Teilmengen
von X sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind. O

Satz 1.58. (Zwischenwertsatz)

Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Radume, X zusammenhingend und f : X — Y stetig. Dann ist
auch (f(X),dy) zusammenhéngend.

Beweis.

Angenommen, f(X) ist unzusammenhéingend. Dann gibt es eine Teilmenge § C A C f(X), die zugleich
offen und abgeschlossen in Y ist. Wegen der Stetigkeit von f ist dann auch f~!(A) offen und abgeschlossen
in X, auferdem gilt ) C f~1(A) C X, d.h. X ist unzusammenhéngend. |

Bemerkung 1.59.
X C R ist genau dann zusammenhéngend, wenn X ein Intervall ist:

1. Sei X kein Intervall, dann gibt es u,w € X und v ¢ X mit u < v < w. Also lisst sich X darstellen als
X = ((—o0,v)NX)U((v,00)NX), die disjunkte Vereinigung zweier in X offener, nichtleerer Intervalle.

2. Angenommen, X ist ein unzusammenhingendes Intervall. Dann ist X = AU B mit A, B C X offen,
ANB =0 und A,B # . Seien a € A und b € B, dann ist [a,b] C X, da X ein Intervall ist, und
[a,b] = ([a,b]NA)U([a,b]N B) ist die Vereinigung zweier in [a, b] offener disjunkter, nichtleerer Mengen,
ein Widerspruch.

Ist also f : [a,b] — R stetig, dann ist auch f([a,b]) ein Intervall, d.h. f nimmt alle Werte zwischen f(a)
und f(b) an: [f(a), f(b)] € f([a,b]). %

2. Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

2.1. Richtungsableitungen

Bemerkung 2.1.

Wir untersuchen das Anderungsverhalten einer Funktion f : R” — R in der Nihe eines Punktes z € R™.
Dazu betrachten wir f ldngs aller Raumrichtungen £ € R™ mit ||€]l2 = 1, d.h. die Funktionswerte von f
entlang der Geraden t — x + t£. Definiere dazu g : R — R via g(t) = f(z + t£). Dann entspricht das
Verhalten von g bei t = 0 dem Verhalten von f bei z in Richtung &. O
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.1 Richtungsableitungen

Beispiel 2.2.
Wir betrachten den Paraboloid f(x) = 22 + 23, » € R2.

Fig. 4: Die Funktion ldsst sich visualieren durch ihren Graph T'y = {(=, f(z)) | z € R®*} C R® oder durch ihre Héhenlinien
Ny(c) = {z € R? | f(x) = c}, d.h. die Schnitte durch I'y bei z3 = c.

Die Untersuchung von f in Richtungsableitungen liefert:

g(t) = (z1 + t&1)* + (w2 + t&2)?, g'(t) = 2(x1 + t£1)&1 + 2(x2 + t&2)E2, g (t) =26 + 263,
Wir erhalten:

1. Wegen ¢”(t) = 2||¢]|3 = 2 ist f in jedem x € R? und in allen Raumrichtungen konvex.

2. Esgilt ¢’(0) = 2(x, &). Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt 2|{x, &)| < 2||z|2||£]||2 = 2||z]|2,
wobei Gleichheit gilt fiir x = £

llzl2

a) Die Anderung von f in z ist also maximal in Richtung des steilsten Abstieges ¢ = er'
__=z
2>

b) Die Anderung ist minimal in Richtung ¢ = der Richtung des steilsten Abstiegs.

+(z1,—x2)
llz]l2

c¢) In Richtung ist ¢’(0) = 0, d.h. die Funktionswerte &ndern sich in diese Richtungen nicht.

3. Wegen (x,&) = ||z]2]|€||2 cos <(x, €) erhalten wir: Die Anderung von f ist extrem, wenn ¢ parallel zu
x bzw. orthogonal zu der zu x gehoérigen Hohenlinie verlauft, und 0, wenn £ orthogonal zu = bzw.
parallel zur zugehorigen Hohenlinie verlauft. O

Definition 2.3.
Seien U eine offene Teilmenge des R™, f :— R eine Abbildung, € U und £ € R™ mit ||£||2 = 1.

Existiert der Wert ¢/(0) = <& f(z + t£)|s—0, so nennt man den Wert die Richtungsableitung von f im

Punkt z in Richtung £ und schreibt D¢ f(x) = ¢/(0).

Fiir die Koordinatenrichtungen & = (Y nennt man D¢ f(x) auch i-te partielle Ableitung von f an der
Stelle = und schreibt 0; f(z) = 2~ f(x) = Dy f(2).

f heift in z partiell differenzierbar, falls o, f(z), ..., On f(x) existieren.

Bemerkung 2.4.

1. Da U offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(x) C U, d.h. es gilt x + ¢t£ € U fiir alle t € (—e¢,¢€). Also ist
g(t) = f(z + t€) definiert fiir t € (—¢,¢).

2. Es ist 0;f(z) = % (1 eeesty oy Tp)|t=z;. t ist die Variable, nach der differenziert und fiir die an-

schliefend der Wert z; eingesetzt wird. Die Werte x1,...,2;_1, %41, ..., £, werden als fest gewéhlte
Konstanten behandelt.

3. Fur f: U = R™, f(z) = (fi(2),..., fm(2)) setzen wir D¢ f(z) = (D¢ fi(z), ..., De frm(2)). O
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2.2 Das totale Differenzial 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Beispiel 2.5.

Wir betrachten die Richtungsableitungen der Funktion f : R? — R mit (21, 22) — 21 sin(z22). Es gilt
fiir eine beliebige Richtung ||£]||2 = 1:

Def(a) = < (o +16)

t=0

= %(Il + tfl) sin((:z:l + tél)(l'g + tfg))

= &§sin((z1 + 1) (22 +62))
+ (21 + t&1) cos((z1 + t&1)
(w2 + t&2)) (&1 (w2 + t&2) + &a(x1 +1£1))

t=0

= &y sin(wy22) + 1 cos(z1w2) (§122 + Ea21),

Speziell die partiellen Ableitungen von f sind

0 .

) (CL') = Sln(xle) + 2122 COS(LCL’EQ), Fig. 5: Der Graph der Funktion f : R? — R,
1 gegeben durch f(z) = x1 sin(z122).
9 2

— f(x) = x5 cos(z129). O

8$2f( ) = a7 cos(z122)

2.2. Das totale Differenzial

Definition 2.6.

Seien U,V endlichdimensionale, normierte Vektorrdume, 2 eine offene Teilmenge von U, x € € und
Q,={heU|xz+heQ} Dann heift f: Q — V in = differenzierbar, falls es ein A(z) € L(U, V) und
eine in 0 € Q, stetige Abbildung r(z,-) : Q, — V mit 7(x,0) = 0 gibt, so dass fiir alle h € Q, gilt:

f(z+h) = f(z) + Alx)h + [|h][r(z, b).

f heifst in Q differenzierbar, falls f in allen x € Q differenzierbar ist. A(x) wird auch mit f’(x), der
ersten Ableitung von f, oder df(x), dem totalen Differenzial von f, an der Stelle x bezeichnet.

Bemerkung 2.7.
1. Die Definition ist nur sinnvoll, wenn die lineare Abbildung A(z) eindeutig bestimmt ist.

Angenommen, es existieren lineare Abbildungen A;(z), A3(z) und Restfunktionen ry(x,-), ra(x,) mit
Vh e Qy: flx+h)=f(z)+ Ai1(x)h + ||h|r1(z, h) = f(x + k) = f(z) + A2(z)h + ||h|lr2(z, h).

Dann ist ||T1L|\(A1 (x) — Az(x))h = ro(x, h) — r1(z, h). Da U offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(x) C U,
also auch B.(0) C Q,, d.h. fiir jedes y € 9B1(0) gilt h,, = %y € ), falls n € N hinreichend grof ist. Da
HZ—:H =y, gilt dann (A1 (z) — A2(2))y = 22(x, hy) — 1 (2, hy) — 0 fiir n — oo, also Aj(x)y = Ax(z)y

auf 9B1(0) und damit A;(x) = As(z) auf U.

2. Ist f : U — V eine differenzierbare Abbildung, so ist f’ eine (im Allgemeinen nichtlineare) Abbildung
Q— LU, V)mit x— f(z):U—-V.

3. Speziell im Fall U = V = R gilt £(U,V) = R, indem die linearen Abbildung z — A -z € L(R,R)
mit A € R identifiziert wird. Die iibliche Ableitung f’(x) € R einer in z differenzierbaren Funktion
f :R — R kann also als lineare Abbildung f'(z) : h — f'(x)h aufgefasst werden. O

Beispiel 2.8.

Seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen, A € L(U,V), und f : U — V gegeben durch f(z) = Ax.
Dann gilt f(z+h) = A(x+h) = Az + Ah = f(x)+ Ah+||h| -0, d.h. f ist in jedem x € U differenzierbar
mit vom betrachteten Punkt x unabhéngiger Ableitung f'(z) = A. %
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.2 Das totale Differenzial

Satz 2.9.

Seien U, V endlichdimensionale normierte Vektorrdume, €2 eine offene Teilmenge von U und f: Q — V
in z € Q differenzierbar. Dann ist f in x stetig.

Beweis.
Als lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Rdumen ist A(z) stetig und es gilt A(x)0 = 0, also

T f(z -+ h) = f(2) + lim A()h -+ Tim [2flr(z, ) = (). 0

Satz 2.10.

Seien 2 C R™ offen, z € © und f : @ — R™ differenzierbar in x. Dann existieren alle Richtungs-
ableitungen von f in z und fiir £ € 9B;(0) gilt

0 0 - 0
DEf(x) = f/(x)£ = glaixlf(x) + - “an%f(x) = Z&ﬁf(x)
n =1 %

Insbesondere ist f in = partiell differenzierbar.

Beweis.

Da f in z differenzierbar ist, gilt f(z 4+ h) = f(z) + f'(z)h + ||h||r(z, h) fiir eine geeignete Restfunktion
r. Wahle die speziellen Inkrementvektoren h = €e;, i = 1,...,n, dann ist
0 h _ i) —
i F@ D) = @) ) = f@)
h—0 | ]| e—0 €

Also ist f partiell differenzierbar in x mit 9, f(x) = f'(x)e; fir alle i = 1,...,n. Weiter gilt
fl@)E=f(@)(&er+ - +&nen) = &1 f (w)er + -+ + & f' (2)en O

Satz 2.11.

Seien 2 C R" offen, x € Q, f : Q@ — R™ partiell differenzierbar in einer Umgebung von x und
O1f,...,Onf stetig in x. Dann ist f differenzierbar in x und fiir h # 0 gilt:

0 0 - 0
fl@)h=hy5—f(z)+--+ hnafxnf(df) = ;hiafxif(x) = [[RID_n f(z).

o0x1 TR

Beweis.

(E gelte m = 1. Wir zeigen, dass fiir h € Q, gilt f(z+h)— f(z) =D h0; f(x)+r(z, h)|| k| mit r(z,0) =0
und r(z,h) — 0 fiir ||k|| — 0. Definiere hierfiir die Punkte 2* = (21 + h1,...,®; + hi, Tig1, ..., Tp) €
und die Hilfsfunktionen o;(t) = f(x1 + h1, ..., i—1 + hi—1, 2; + t, Zi11, ..., T ), dann existieren nach dem
Mittelwertsatz 6; € (0,1), so dass fiir die Punkte 0;h; zwischen 0 und h; gilt

F) = F(ZY) = @ilhi) = 9i(0) = @(6:hi) (hi — 0)

0
= Oz f(ﬂl‘l 4+ h1y T +hi_1,m; + Gihi,xiﬂ, ,l‘n)hz

= %f(zi_l + Gihie(i))hi.

Wegen 2z~ + 6;h;e® — gz fiir ||h|| — 0 und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt daraus

flath) = f@) = F") = f(°) = D_f() = FETH =) aif(zi‘l + Oitie )

Zzajf(x)hrF(
i=1

O i g )y O hi h—0
(axif(z - Ohse) axif(x)) ||,1|)|h|| O

n

i=1

=r(z,h)—0 fir |h||—0
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2.3 Ableitungsregeln 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Definition 2.12.

Seien U C R™ offen, V C R™, z € Q, f: U — V partiell differenzierbar in einer Umgebung von x und
O1f,...,Onf stetig in x. Dann heifst f stetig differenzierbar.

Wir setzen CO(U, V) = {f : U — V | f stetig} und C1(U,V) = {f : U — V | f stetig differenzierbar}.

Bemerkung 2.13.

1. Ist f: U — V in « differenzierbar, dann gilt fiir die Jacobimatrix J¢(x) = (0; fj(m));zllfn € Rm*m:
ofi(z) -+ Onfi(x) &1 n
/ . . : 9
'(@)¢ = Ty (x) - € = ~ =D 5 @5

alfm(f) anfm(‘r) gn =1
Die Jacobimatrix ist die Darstellungsmatriz der linearen Abbildung f/(z) : U — V bzgl. der kanoni-
schen Basen &, = (eg), ...,e%n)) des R™ und &, = (eﬁ,{), - eg,T)) des R™.

2. Speziell im Fall m = 1 nennen wir V f(z) = JfT(J:) € R™*! den Gradienten von f an der Stelle z. Es
gilt /()¢ = (Vf(@),&). 0

2.3. Ableitungsregeln

Satz 2.14. (Kettenregel)

Seien U C R" offen und V' C R™ offen, f : U — V differenzierbar in z € U und g : V — RF
differenzierbar in f(z) € V. Dann ist auch go f : U — R¥ differenzierbar in z und es gilt

(gof)(@) =g (f(x)of(x)  baw.  Tyos(z) = Ty(f(2))- Ty(x).

Beweis.
Es gilt
g(f(z+h) —g(f(2)) — g'(f(@))f'(z)h
= g(f(@)) + f'(@)h +[[hlrs (@, h) — g(f(2)) — g'(f (@) f (2)h
= g(f(@)) + f'(@)h +[|hlrs(z, h) = g(f(2) + f'(x)h)

h—0

+y(f(@) + f1(@)h) —g(f (@) =g (f@)f'(@h  — 0 U

Lemma 2.15.

Seien f,g: R? — R gegeben durch f(r) = 21 + 22 und g(x) = 71 - ¥5. Dann sind f und g auf ganz R?
differenzierbar mit

f(x)h =hy + ha, ¢(x)h = 21hs + 22k bzw. TJr@)=(1 1), TJyx)=(z2 x1).

Beweis.

Definiere die beiden Restfunktionen
hihs

NOE
dann sind r¢(z,-) und ry(z, ) fiir jedes x € R? stetig in h = 0 mit 7¢(x,0) = 0, ry(z,0) = 0 und es gilt:

Pt 1) = £a) = o+ ) 4 (o h) = o ban) = (1 1)F () rytamlal

re(z,h) =0, rg(z, h) =

ola 1) o) = (o1 + )z 4 ha) = = (2 0 )* () ol =
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.4 Der Mittelwertsatz

Satz 2.16. (Summenregel, Produktregel & Quotientenregel)
Seien U C R” offen und f,g € C}(U,R). Dann gelten f + ¢ € C}(U,R) und f - g € C(U,R) mit

(f+9) (@)= f(@)+g'(x) wd  (f-9)(z) =g@)f () + f(2)g ().
Sei V eine offene Teilmenge von U\{z € U | g(z) = 0}. Dann ist f/g € C*(V,R) und es gilt

A\ L g@)f(z) - flx)g (x)
(g> () = 92 (x) '

Beweis.

1. Seien P:R?2 - R, P(x) =21 + 22 und Q : U — R?%, Q(x) = (f(x),g(x)), dann gilt
(7 +9)(0) = (Po Q) (0) = PRI @) = (1 1) ( 18 ) = o)+ g/
2. Seien P:R? - R, P(z) =21 - 22 und Q : U — R?, Q(z) = (f(w),g(z)), dann gilt

(F+9)(0) = (PoQ)(a) = PQEIQ@) = (9te) 1)) ( L)) = atw)f(@) + s @)

3. Definiere P : R* — R via P(z) = 7122, Q : R*\{0} — R? via Q(z) = (21, ;;) und R : V — R® via
R(z) = (f(x),9(x)), dann gilt

(f/9)(x) = (PoQoR)(x

)
(1 " 1 0 f'(x)
_( g(z) f( ) ) 0 _g2%z) > ( g’(m) >
_ @) f@)g(x)  g()f(x) - flx)g'(z) 0
9(x) 9*(z) 9*(z)

2.4. Der Mittelwertsatz

Definition 2.17.

Seien U C R", u,v € U und v € C°([0,1],U) mit v(0) = w und (1) = v. Dann heifit v ein Weg
zwischen v und v. Sind je zwei Punkte u,v € U durch einen Weg v verbunden, dann heifft U wegzu-
sammenhéngend. Liegt zu je zwei Punkten u,v der Weg (t) = u + t(v — u) in U, so heifit U konvex.

Bemerkung 2.18.

1. Wegzusammenhéngende Mengen sind zusammenhéngend: Andernfalls giibe es eine Menge § C V C U,
die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Also gilt auch fiir W = V¢ dass ® C W C U und W offen
ist. Wihle also v € V und w € W sowie einen Weg vy zwischen v und w. Dann ist @ € v~1(V) € [0, 1]
sowohl offen als auch abgeschlossen, ein Widerspruch, da [0, 1] zusammenhéngend ist.

2. Eine Kugel B(xo) C R™ ist stets konvex: Seien u, v € B(zp). Dann gilt fiir den Weg v(t) = u+t(v—u)
und alle ¢ € [0,1]:

() = zoll = [I(1 = t)u+ tv — (1 = t)ao — two| < [1 —#] [lu— zol +[t] lv — w0l <&

3. Im R” sind offene, zusammenhidngende Mengen auch stets wegzusammenhéngend: Zu u € U seien
A ={x € U | es gibt einen Weg zwischen z und u}, dann ist A # 0, da u € A, und A ist offen, denn
zu x € A gibt es wegen der Offenheit von U ein € > 0 mit B.(u) C A; wie eben gezeigt, ist B.(u)
konvex, also speziell wegzusammenhéngend und damit Be(u) C A. Aus dem selben Grund ist A€ offen,
d.h. A abgeschlossen: Seien € A° und € > 0 mit B.(xz) C U. Gébe es ein y € B.(z) mit y ¢ B, dann
gébe es einen Weg zwischen w und y und wegen der Konvexitéit von Be(x) auch einen zwischen y und
z, d.h. z € A, ein Widerspruch. O
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2.4 Der Mittelwertsatz 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Satz 2.19. (Mittelwertsatz)

Seien U C R™ konvex, f : U — R differenzierbar und w,v € U. Dann existiert ein w € U mit

f(0) = fu) = f'(w)(v = u).

Beweis.

Sei v(t) = u + t(v — u), dann existiert nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz zu der Funktion
o= fov:[0,1] > Rein 6 € [0, 1], so dass fiir w = () gilt:

f() = fu) = (1) = 9(0) = "(0)(1 = 0) = (f 0)'(6) = f'(+(0))Y'(0) = f"(w)(v — u). O

Korollar 2.20.

Seien U C R™ offen, nichtleer und zusammenhéngend, f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung
und es gelte f'(u) = 0 fiir alle w € U. Dann ist f konstant auf U.

Beweis.

Seien a,b € U. Da U wegzusammenhéngend ist, existiert eine stetige Abbildung + : [0,1] — U mit
7(0) = a und y(1) = b. U ist offen, d.h. zu jedem ¢ € [0, 1] existiert ein e(t) > 0 mit B (y(t)) C U. Diese
Kugeln bilden offenbar eine offene Uberdeckung von ~([0, 1]). Mit [0, 1] ist auch ([0, 1]) kompakt, d.h.
es existieren endlich viele Parameter 0 < t; < --- <ty < 1 mit v([0,1]) C (H{ Bew)(v(tr)) | k=1,..., N}
und B,y (Y(tk)) N Be(ty 1) (V(trs1)) # 0. Da f{ = 0 auf B, (y(tx)) fiir alle i = 1, ..., m, existieren nach
dem Mittlewertsatz zu beliebigen Punkten x,y € B, )(v(tx)) Zwischenstellen z1, ..., 2, € Begy,)(v(tx))
mit fi(y) — fi(z) = f{(z:)(y — ) = 0, d.h. alle f; sind konstant auf den Kugeln B, (7(tx)). Aus
Bery((tk)) 0 Be(yop 1) (V(thg1)) # 0 schlieklich folgt, dass diese Konstanten alle iibereinstimmen. Also
ist f konstant auf U. O

Bemerkung 2.21. (Diskretisierung von Differenzialoperatoren)
Seien u € C%(R™,R), und h € Q,. Dann heifit 6"« : R® — R mit

1) WLy oy Tim1, T+ Ry @i, ey T) — W(T, ey Ty 1, By — Ry Xy 1y ey Ty
oiu(zx) = (5x4u(x) = o7

der i-te Finite Differenzen-Operator von u zur Schrittweite h. Dann gilt fiir alle x € R™:

. 0
%11)1% 5:clu(x) B Bxlu(x)

Sei ndmlich (B ¢ = 1. Setze & = (%, ..., £, ). Nach dem Mittelwertsatz existiert dann ein £ zwischen x1 —h
und x1 + h, £ = 1 — h + 2h0 fiir ein geeignetes 6 € (0,1), mit

) uw(zy +h, &) —u(zy —h,&) 1 0 L h—o O
_ - -9 on "9 T u(a).
52y @) 2h 3 9y &7 B, )

Beispiel 2.22. (transformierte Wellengleichung)

Seien Q = [0,1] x [0,1] und f € C°(2,R) vorgegeben. Wir suchen eine Losung u € C2(£2,R) der partiellen
Differenzialgleichung
{ O1Oou(z,y) = f(x,y) fir (z,y) € Q°
u(z,y)=0 tir (z,y) € 00
Wir lésen das Problem approximativ, indem wir €2 fiir ein grokes N € N und z; = hi, y; = h; durch
ein dquidistantes Gitter ), = {(z;,z;) | i,j = 0,..., N + 1}?} ersetzen, wobei fiir die Schrittweite h
gilt h = 1. Dann besteht €, aus (N + 2)? Punkten. Ersetzen wir in der Differenzialgleichung nun

N+
u:Q — R durch u: Q, — R und 9; durch 6;, ¢ = 1,2, so erhalten wir ein lineares Gleichungssystem

S162u(z,y) = f(z,y) fir (z,y) € Qp
u(z,y)=0 fir (z,y) € 090, '

wobei Q) = {(@i,y;) | i,j =1,... N} und 9Qp, = {(z;,y;) | i € {0,N + 1} oder j € {0, N+ 1}}, in N?
Unbestimmten u,;. Fiir die Losung dieses Gleichungssystems gilt dann u;; = u(x;, ;) =~ u(x;, y;). %
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.5 Der Satz von Taylor

Korollar 2.23. (Satz von Schwarz)
Seien U C R” offen und f € C%(U,R). Dann gilt fiir alle x € U und i,j = 1, ..., n:

9 0 000
8xi ij o ax]- 8:171

f(x)

Beweis.

Die Finite Differenzen-Operatoren permutieren: Seien (E i = 1 und j = 2, dann gilt mit & = (z3, ..., 2,):

1) 6 . 1) f(56'1+h7.’)32,f) —f(iL'l —h,,Tg,f)

Sy 6017 T by 2h

1 (flxr+h,zo+h, @) — f(x1 + h,xo — h,Z)  f(xy —h,xa+ h,T) — f(x1 — h,xo — h, D)
- 2h< 2h B 2h )
1 (flxr+hxo+h &) — flor —h,2o+h,Z)  f(x1+h,xo—h, %) — f(x1 —h,20 — h,T)
B 2h< 2h B 2h )
0 fr, w0 +2,7) — f(wr, 20 —h,Z) 6 0
o 0 R

Damit erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen:
o 0 ) ) o 0

() =1

= 111m
h—0 (SSL’Z' 5.7;‘j

(@) = Jim o 1@) = g @) 0

- = 11m
89@ 63?]‘ h—0 (S.Tj (SSL‘Z‘

2.5. Der Satz von Taylor

Bemerkung 2.24.

Seien U C R" offen und f : U — R™. Wir haben gesehen, dass die erste Ableitung f’ : U — L(R",R™)
aufgefasst werden kann als Abbildung f' : U x R® — R™ via f'(z,h) = f'(z)h, wobei f'(z,-) wieder als
Element von £(R"™,R™) aufgefasst werden kann.

Ebenso lassen sich zweite Ableitungen f” : U — L(R™, L(R™,R™)) auffassen als " : U x R” x R — R™
mit f(z,hi,ho) = (f”(2)ho)hy. Entsprechendes gilt fiir hohere Ableitungen f®) : U x (R")? — R™,
FP(u by hp) = (P hy)hp—1) -+~ ha).

Sei speziell m = 1, dann gilt mit der Jacobimatrix J¢(z) = (9;f(x)) € R**™:

Fah) = F@h =3 hig - f(@) = (I (), h) = Ty (@) - b
i=1 !

Entsprechend erhalten wir in diesem Fall fiir die zweite Ableitung:

"z, h, k) = (f"(z)h)k = kihj——f(x) = hok) = k" h

o) = @k = 333 ) = (hsCalhok) = KTy (o)
wobei H(z) = (9;0; f(z)) € R™*™ die Hessematrix von f an der Stelle z bezeichnet. Gilt f € C?(U,R),
dann ist H(z) nach dem Satz von Schwarz symmetrisch, d.h. es gilt # (z) = H(z). O

Satz 2.25. (Taylor)

Seien U C R™ offen, x € U, h € R™ mit «([0,1]) C U, wobei v(t) = x + th, und f € CP(U,R) mit
differenzierbarem f®). Dann gilt

1

fl@+h) = f(x) = f'(x,h) + %f”(fe, P oo SR + Ry(a, ),

wobei sich das Restglied R,(x, h) fiir ein geeignetes 6 € (0, 1) schreiben l&sst als

1

T 1)'f(p+1)(m +0h,h, ..., h).

R,(z,h) =
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2.6 Ableitung von Umkehrfunktionen 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Ist zusitzlich f € CPTH(U,R), d.h. f®P*+D stetig, dann besitzt das Restglied die Integraldarstellung

1
1
=~ — )P P (x4 th b, ... h)dt.
p!
0

Beweis.

Nach der eindimensionalen Version des Satzes von Taylor besitzt die Funktion ¢ = f oy die Darstellung

P(1) = 9(0) +¢/(0) + 50 (0) -+ 1 (0) + 1y, )

mit

1
(p+1)!

1
rp(x, h) = © P+ (9) fiir geeignetes 6 € (0,1) bzw. / (1 —t)PPH () dt.
0

E\H

Es gelten ¢(1) = f(z + h) und ¢(0) = f(z). Sukzessive Anwendung der Kettenregel ergibt weiter

P'0) = f (YO (@) _, =[x h),

@"(0) = £"(1(B) by (0)] = f" k),

= f®)(z, h, .., h).
t=0

P(0) = fP (y(t), b+ by (1))

SchlieRlich ist P+ () = fP+V (x4 th, h, ..., h), womit alles gezeigt ist. O

Bemerkung 2.26.
Die Anzahl der benédtigten partiellen Ableitungen steigt mit p stark an:

B —~ 0 hih; 8 0 —~ hihjhy & 9 0
f(Hh)—f(xHZhZ%f(xHZ 5 axzﬁx]f() > ¢ O, O, Dwr

i=1 v i,j=1 i,j,k=1

f@) +

Allerdings ist es nach dem Satz von Schwarz redundent, mehrere gemischte Ableitungen einzeln auszu-
werten, die sich nur durch die Reihenfolge der Ableitungsoperatoren unterscheiden. Wir fiihren daher die
folgende, kompaktere Schreibweise mit Multiindizes ein: Sei a = (a1, ..., a,) € Njj, dann setzen wir

9% =07 .- 99, h® = h{t .. hon, al =aq! ol = ag + -+ + ap.

Dann liest sich die Taylorsche Entwicklungsformel als

fle+h) = Z > - 07 f@h + Ryla,h) = 3 %aaf(x)huﬁzp(x,h)_ o

k=0|al=k ol lo|<p

2.6. Ableitung von Umkehrfunktionen

Satz 2.27. (Satz iiber lokale Umkehrbarkeit)
Seien U C R™ offen und nichtleer, f € C*(U,R"), zop € U und det(df(zo)) # 0.

Dann existiert eine offene Umgebung V' C U von g, so dass f(V) offen ist, f|y injektiv ist, (f]y)~!
stetig differenzierbar ist und fiir die Ableitung gilt

A(flv) ™ H(f(@) = (df(z)""  firalez e V.
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.6 Ableitung von Umkehrfunktionen

Beweis.

Sei zunéchst y € R™ beliebig. Wir definieren zu A € R™ mit xo + h € U:
g(h) = f(zo+h) =y G(h) = (df(x0))"*g(h); (k) =1d(h) — G(h).

Ist h dann ein Fixpunkt von ®, dann ist G(h) = 0, d.h. auch g(h) = 0, d.h. f(xo+ h) = y und wir haben
ein Urbild von y gefunden.

1. Kontraktion: Es ist d®(0) = Id — (df(z0)) 1 (df(x0)) = 0; da f € C*(U,R"), ist ||d®;]|| stetig bei 0 fiir
alle i = 1,...,n, d.h. es existiert ein € > 0, so dass ||d®;(z)|| < 5~ ist fiir alle z € B,(0). Weiter gibt es
nach dem Mittelwertsatz zu x1, 9 € B(0) stets Punkte ¢y, ..., ¢, € B.(0) mit

(d®1(c1))(z1 — z2) 1
|®(21) — P(x2)]| = : Z [(dD;(c))]] |z1 — w2 < ”*Hifl — ol
(d‘bn(cn))(xl — 332) i=1

Also ist ® Lipschitz-stetig zur Konstanten ¢ = %, d.h. kontrahierend auf B.(0).

3

2. Selbstabbildung: Definiere § = dann gilt fiir alle h € B(0) und alle y € Bs(f(z0)):

2[[(df (zo))~ 7

[ < [[@(h) — @O)[ + [@O)]| < == + (df (x0) ™ [ 1f (zo) — yll <,

d.h. auch ®(h) liegt in B.(0).

Damit erfiillt @ : B.(0) — B.(0) fiir jedes y € Bs(f(zo)) die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkt-
satzes, es existiert also genau ein h € B.(0) mit f(xg + h) = y. Speziell ist ||h|| = ||®(h)] < €. Zu jedem
y € Bs(f(x0)) gibt es damit genau ein © € B(xg) mit f(z) = y.

Setze V = Be(xo) N f~1(Bs(f(x0))), dann ist V offen, f|y ist injektiv und f(V) = Bs(f(z0)) ist offen.
Insbesondere ist f~! : f(V) — V definiert und stetig in f(x¢). Definiere H(h) = f~1(f(xo) + h) — o,
dann gilt H(h) — 0 fiir h — 0. Da f : B.(z¢) — R™ differenzierbar ist, gibt es ein im Nullpunkt stetiges
F(zo,-) : B(0) = LR™,R™) mit f(xo+ h) = f(xo) + (F(x0,h))(h) und df(zo) = F(x¢,0). Damit ist

F(xo, H(h)(H(h)) = f(wo + H(h)) = f(w0) = f(zo + f~'(f(w0) + ) = x0) — f(wo) = h
und wir erhaltenf Y f(xo)+h) = xzo+H(h) = f‘l(f(mo))—F( (o, H(h)))"th, d.h. f~1ist differenzierbar
in 2o mit df 1 (f(20)) = F(x0, H(h)) ™ n=0 = (F(x0,0)) ™" = (df(z0)) " &
Beispiel 2.28. (Charakteristikenmethode)

Seien v € C!(R,R?) injektiv, I' = v(R), f € C*(R,R), £ € R? mit [|£]| = 1 und ¢, € R, so dass
{&,%(t0)} linear unabhiingig ist. Gesucht sind eine Umgebung U C R? von zy = 7(tp) und eine Funktion
u € CY(U,R), welche die folgende partielle Differenzialgleichung 16st:

(&, Vu(z)) =0 firallexeU
{ u(y(t)) =f()firallet € Rmit v(t) e U

1. Zu t € R definieren wir v (s) = (t) + s&. Dann ist u auf I'y = % (R) eindeutig bestimmt durch
u(y(t) + s&) = f(t): Setze z(s) = u(y(s)), dann gilt nach Kettenregel

2(s) = Vu(yi(s))ie(s) = (Vu((s)),§) =0,
d.h. z ist konstant, und auferdem 2,(0) = u(y(t)), d.h. z,(s) = f(¢) fiir alle s.

2. Definiere G(s,t) = 2(s) = y(t) + s&, dann ist G € C*(R?,R?) mit det(dG(s,t)) = det(&,4(t)) # 0 fiir
(s,t) = (0,tp). Nach dem Satz iiber inverse Funktionen existiert damit eine offene Umgebung U von xq,
so dass G|y : U — G(U) invertierbar ist. Dariiber hinaus ist G~ : G(U) — U stetig differenzierbar,
speziell G, ' € CY(G(U),R). Seien nun (x1,x2) € U und dazu (s,t) € R? mit G(s,t) = (x1,x3), dann
ist u(zy,z2) = w(G(s,t)) = f(t) = f(G5 " (x1,22)), d.h. u = fo Gy' € CH(U,R).

3. Es bleibt zu zeigen, dass u die Differenzialgleichung 16st. Seien dazu x € U und s,t die eindeutig
bestimmten Zahlen mit = = v(¢) + s£. Dann gelten u(y(¢)) = f(t) und
d d d
(Vu(z),€) = Deuls) = “pula+16)| = Sulr(0) + (s +0)0)|,_ = Sr0| =0 0

6=0 o=0 df 6=0
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2.7 Der Satz iiber implizite Funktionen 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Beispiel 2.29. (Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Koordinatentransformation ® : (0,00) x (0,27) — R zwischen kartesischen Koordi-
naten und Polarkoordinaten:

P : (r, ) > (rcos(ep), rsin(p) = (z,y).
Die Jacobimatrix zu ® ist dann

o 1 Pi(r, ) O®i(r,) \ [ cos(ep) —rsin(p)
700 = i) oonny )=o) Tom) )

Fiir die Jacobideterminante in einem beliebigen Punkt (r, ¢) € (0,00) x (0,27) gilt

det ®'(r, ) = det ( Z?j((zg ;Zzlsn(gf)) ) — T(COS((p))Q + r(sin(r, @))2 —r>0.

Also ist @ in jedem Punkt zunéchst lokal invertierbar. ® besitzt aber sogar eine globale Umkehrabbildung
d~1: R2\(R§ x {0}), welche explizit gegeben ist als

arctan(y/x) r>0&y>0

(w/2) r=0&y>0
-1 5T 3 1 _ 7w+ arctan(y/x) x<0&y >0
& (@y) = Va7 ®; (@) = 27 + arctan(y/z) z>0& y <0
3(m/2) r=0&y<0

m+arctan(y/z) x<0&y<0

Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion erhalten wir mir (z,y) = ®(r, ¢):

B Pty JPRty cos(p)  sin(p) )
(do~Y)(z,y) = v y v . = sin(p) cos(p) | = (d2(r¥)) . 0
x2+y2 $2+y2 - r r

Definition 2.30.

Seien U C R™ offen und f € C*(U,R"™) eine injektive Funktion, so dass f~1 € C*(f(U), R") erfiillt ist.
Dann heikt f ein C*-Diffeomorphismus von U auf f(U).

2.7. Der Satz iiber implizite Funktionen

Bemerkung 2.31.

Gegeben seien m+n Variablen (u,v) € R"™ und n Gleichungen @1 (u,v) = 0, ..., ®,,(u, v) = 0. Wir wollen
untersuchen, ob nach freier Wahl der Variablen vy, ..., v, die iibrigen Unbestimmten ug, ..., u,, durch die
Gleichungen festgelegt sind, d.h. ob eine Auflgsungsfunktion u = ¢p(v) existiert mit ®(p(v),v) = 0. Wir
sagen dann, dass das Gleichungssystem ®(u,v) nach den Variablen u aufgelost werden kann. %

Satz 2.32. (Satz iiber implizite Funktionen)
Seien D C R™ x R™ offen, ® € C*(D,R"), (ug,v) € D mit ®(ug,vp) = 0 und
31‘1)1(%,’00) an(I)l(u07UO)

d® (1) (uo, vo) = : :
alq)n(u()yUO) e an(I)n(u()vUO)

invertierbar. Dann gibt es eine Umgebung W C R™ von vy und eine eindeutig bestimmte Abbildung
© € CY(W,R™), so dass gelten ¢(vg) = ug und ®(p(v),v) = 0 fiir alle v € W.

Die Ableitung von ¢ ist gegeben als dp(v) = qu)a%(cp(v), v) - d®(2)(p(v),v).
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.8 Optimalitdtsbedingungen

Beweis.

Wir kénnen den Satz iiber inverse Funktionen anwenden auf F' : D — R" x R™ mit F(u,v) = (®(u,v),v),
denn F ist differenzierbar und im Punkt (ug,vo) erfiillt das Differenzial von F

det dF(uO,Uo) = det < dcpol Itl > (uOﬂ}o) = det d‘b(l)(uO,’Uo) 7é 0.

Damit existiert eine offene Umgebung V' C R™ x R™ des Punktes (ug,vg) derart, dass die Funktion
G =F1y:F(V)— R"<xR™ mit (z,y) — (¢(z,y),%(x,y)) definiert und stetig differenzierbar ist.
Insbesondere gilt fiir alle (z,y) € V:

(z,y) = F(G(z,9)) = (2(p(x, y), Y (z,y)), ¥ (z,y))-

Bezeichne II; : R™ x R™ — R™, gegeben durch Ils(z,y) = y, die Projektion auf die zweite Komponente,
dann ist W =TI5(F(V)) C R™ offen und wegen F(ug, vg) = (P(ug, vo),v0) = (0,v9) eine Umgebung von
vp. Definiere die Auflésung ¢ : W — R™, v — ¢(0,v), dann gelten ¢ € CL(W,R"), da ¢ € CL(F(V),R"),
@(vo) = ¢(F(uo,v0)) = uo und ®(p(v),v) = ®($(0,v),v) = 0.

Seien schlieklich v € W, ||h]| = 1 und H(v) = (¢(v),v), dann gilt wegen ® o H = 0 auf W:

0=d(®o H)(v)h = (d®)(H(v))(dH)(v)h = (d)(¢(v),v)((dp)(v)h; h)
= (d®) (1) (p(v), v)((dp) (v)R) + (dP) 2) (p(v), v)h;

da nach Voraussetzung (d®);)(¢(v),v) invertierbar ist, kénnen wir nach (dy)(v) auflésen und erhalten
die behauptete Formel fiir dep. (]

Beispiel 2.33. (Implizites Auflosen beim Einheitskreis)

Der Einheitskreis im R? ist gegeben als Nullstellenmenge von ® : R! x R! — R, (u,v) — u? +v? — 1.
Sei (ug,vo) = (1,0). Wir wollen die Gleichung ®(u,v) = 0 lokal bei (ug,vp) nach u auflgsen. Es gelten
®(ug,vo) = 0 und det ®(q(uo,v0) = 2ug # 0, nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren also
eine Umgebung W C R! von vy und eine Abbildung ¢ € CH(W,R!), so dass fiir alle v € W gilt:
(p(v))2 +0v2—1=0.

Hier ist ¢ auch explizit berechenbar: Es ist p(v) = +v1 —v? mit W C (—1,1) und die Bedingung
p(vo) = ug liefert p(v) = v/1 — v2. ¢ lisst sich auch durch implizites Ableiten bestimmen: Es gilt

(), (AP ) (9(0), v) = 5

dp(v) = —d® 39(0)

zusammen mit der Bedingung ¢(vg) = ug erhalten wir ¢ also als Losung des Anfangswertproblems

2.8. Optimalitidtsbedingungen

Definition 2.34.
Seien U C R"™ offen, f: U — R eine Abbildung und « € U.

1. « heifst globales Maximum von f, falls fiir alle y € U gilt f(z) > f(y), und globales Minimum von
f, falls fiir alle y € U gilt f(x) < f(y).

2. x heit lokales Maximum von f, falls eine Umgebung V' C U von z existiert mit f(x) > f(y) fir alle
y € V, und lokales Minimum von f, falls eine Umgebung V' C U von z existiert mit f(z) < f(y)
fiir alle y € V.

3. Globale Maxima und Minima werden als globale Extremstellen von f bezeichnet, lokale Maxima
und Minima als lokale Extremstellen.

4. Ist x eine Extremstelle von f und gilt f(z) = f(y) nur fir x = y, so heiflt x isoliert.
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2.8 Optimalitidtsbedingungen 2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Bemerkung 2.35.

Wir leiten im Folgenden notwendige und hinreichende Kriterien dafiir her, dass x eine lokale Extremstelle
einer differenzierbaren Funktion f : U — R ist. Wir fiihren dazu noch zwei weitere Begriffe ein: x € U
heifst eine kritische Stelle von f, falls df(x) = 0 gilt. « heift ein Sattelpunkt von f, falls = eine kritische
Stelle, aber kein lokales Extremum von f ist. O

Satz 2.36. (Notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung)
Seien U C R" offen, f € C1(U,R) und x € U ein lokales Extremum. Dann ist z ein kritischer Punkt.

Beweis.

(E sei z ein lokales Maximum. Dann gilt fiir alle £ € R™ mit ||€]| = 1:

df(2)€ = D¢ f(x) = lim w <0 = df(z)=0. O

t—0

Definition 2.37.

Sei A € R™™™ eine quadratische Matrix.

1. A heiftt positiv definit, falls (z, Az) > 0, und positiv semidefinit, falls (z, Az) > 0 fiir z € R™\{0}.
2. A heifst negativ definit, falls (x, Az) < 0, und negativ semidefinit, falls (x, Az) < 0 fir z € R™\{0}.

3. A heift indefinit, falls z,y € R™ existieren mit (z, Az) > 0 und (y, Ay) < 0.

Bemerkung 2.38. (Definitheitskriterien)

1. Sei A € R™*" symmetrisch, d.h. es gelte AT = A. Dann ist A iiber R diagonalisierbar. Bezeichne A C R
die Menge der n (nicht notwendig paarweise verschiedener) Eigenwerte von A, d.h. die Nullstellen des
zu A gehdrigen charakterischen Polynoms y4(A) = det(A — AId). Dann gilt:

a) A ist genau dann positiv definit, wenn fiir alle A € A gilt A\ > 0, und genau dann negativ definit,
wenn A < 0 fiir alle A € A erfiillt ist.

b) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn fiir alle A € A gilt A > 0, und genau dann negativ
semidefinit, wenn A < 0 fiir alle A € A erfiillt ist.

¢) Schlieflich ist A genau dann indefinit, wenn A\;, Ay € A existieren mit A; < 0 und Ag > 0.

o . 1<5< . . 1<j<N
2. Hurwitzkriterium: Sei wieder A = (a;;);27=2, € R™*"™ symmetrisch. Wir nennen An = (ai;),212y

den N-ten Hauptminor von A. Dann ist A positiv definit g.d.w. det(Ay) > 0 fiir alle N = 1,...,n und
negativ definit g.d.w. det(—Ay) > 0 fiir alle N g.d.w. det(Ay) < 0 fiir ungerades und det(Ay) > 0
fiir gerades N. O

Satz 2.39. (Hinreichende Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung)

Seien U C R" offen, f € C?(U,R) und x € U mit df(x) = 0. Dann gelten:

1. f hat in  ein lokales, isoliertes Maximum, falls H(x) negativ definit ist.
2. f hat in z ein lokales, isoliertes Minimum, falls #¢(z) positiv definit ist.

3. f hat in x einen Sattelpunkt, falls 7 () indefinit ist.

Beweis.

Eine Taylorentwicklung von f im Punkt z liefert:

Pl h) = f(2) = S hdhf (@) + 5 D0 hehs 5031 (@) + B, h) = 3 (b Hy ()b} + Rz, b),
i=1 i=1j=1

wobei R(z, h) fiir ||| — 0 schneller verschwindet als ||h|?. O
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2 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 2.9 Extrema unter Nebenbedingungen

Korollar 2.40. (Notwendige Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung)
Seien U C R” offen, f € C?>(U,R) und x € U. Dann gelten:

1. Hat f ein lokales Maximum in z, so ist Hs(z) negativ semidefinit.

2. Hat f ein lokales Minimum in z, so ist H¢(x) positiv semidefinit.

Beispiel 2.41.
Wir betrachten sechs typische Fille, die auftreten kénnen:

1. Sei f(z,y) = 2(2*+y?), dann ist Vf(z,y) = (z,)T = (0,0)T genau dann, wenn (z,y)T = (0,0)T. Die
Hessematrix von f ist positiv definit: #(0,0) = (3 9). Also besitzt f bei (0,0) ein lokales, isoliertes
Minimum. Die Definitheit sieht man sowohl an der Positivitdt des doppelten Eigenwertes A = 1 als
auch anhand des Hurwitzkriteriums det(#(0,0); = 1 und det(#;(0,0)2 = 1 und direkt anhand der
Definition (v, H(0,0)v) = vTH(0,0)v = v? + v3 > 0 fiir alle v # 0.

2. Sei f(z,y) = —3(2*+y?), dannist V f(z,y) = (—z,—y)T = (0,0)T genau dann, wenn (z,y)™ = (0,0)"

Die Hessematrix von f ist negativ definit: H;(0,0) = (' ). Also besitzt f bei (0,0) ein lokales,
isoliertes Maximum.

3. Auch fiir f(x,y) = —3(a? -
Allerdings ist Hz(0,0) = (§

4. Fiir die Funktion f(z,y) = 322 gilt Vf(z,y) = (0,0)T < (z,y)T = (2,0)7 fiir beliebiges 2 € R. Die
Hessematrix in diesen Punkten ist positiv semidefinit: H(z,0) = (§ ). Jedes (z,0)T ist ein lokales,
nicht isoliertes Minimum.

y?) ist Vf(z,y) = (,—y)T = (0,0)T genau dann, wenn (x,y)* = (0,0)T
0) indefinit, d.h. f besitzt bei (0,0)T einen Sattelpunkt.

5. Die Funktion f(z,y) = 3(2* + y?) besitzt den Gradienten Vf(z,y) = (z,3y?), d.h. den emmgen
stationdiren Punkt (0,0)T. Die Hessematrix von f in (0,0)T ist ebenfalls H(0,0) = (} 3), aber (0,0)T
ist kein lokales Minimum, sondern ein Sattelpunkt.

6. Schlieflich hat auch die Funktion f(z,y) = %(x2 +y*) mit dem Gradienten V f(x,y) = (z,2y®)T genau
den einen stationéren Punkt (0,0)T und ebenso die Hessematrix H¢(0,0) = (§§), aber (0,0)" ist ein
lokales, isoliertes Minimum. O

Vi

, I
,,,,,,'w i \\\‘“\\ \
.
” i “\}\\\\\\\\‘l\:‘,‘
\N\Q\‘\‘\‘\“&\\\\\ s

Fig. 6: Verschiedene paradigmatische Fille bei der Suche nach lokalen Extrempunkten: Ein isoliertes, lokales Minimum mit positiv
definiter Hessematrix (1), ein isoliertes, lokales Maximum mit negativ definiter Hessematrix, ein Sattelpunkt mit indefiniter Hes-
sematris (3) sowie drei verschiedene Fille mit positiv semidefiniter Hessematrix: ein nicht isoliertes Minimum (4), ein Sattelpunkt
(5) und ein isoliertes Minimum (6).

2.9. Extrema unter Nebenbedingungen

Satz 2.42. (Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen)

Seien U C R" offen, f € C1(U,R), ¥ € C1(U,R™) fiir ein m < n und es gelte rang(d¥)(x) = m fiir
alle x € U. Besitzt f dann ein lokales Extremum in z¢ unter der Nebenbedingung ¥(zg) = 0, dann
existiert ein Lagrangemultiplikator Ao € R™, so dass (zg, \g) ein stationdrer Punkt ist von

F:UxR™ SR,  F(z,\) = f(z) + (\, U(z)).

Beweis.

1. Variableneliminierung: Wegen rangV¥(zo) = m gibt es eine Variablenumsortierung « = (u, v), so dass
(2%(z0)) € R™ invertierbar ist. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen kann ¥(u,v) = 0 dann in
einer Umgebung von z¢ = (ug, vp) € R™ x R*™™ lokal nach u aufgelost werden, d.h. es existieren eine
offene Umgebung W C R"~™ von vy und eine Auflssungsfunktion ¢ € C1(W,R™) mit o(vy) = ug und

U(p(v),v) =0 fiir alle v € W.
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3.1 Kurvenparametrisierungen 3 Kurven und Fléchen

2. Nach Voraussetzung besitzt die Funktion G : W — R, G(v) = f(¢(v),v) ein Extremum in vg, d.h.

0 0 0
0=dG(v) = %(Uo,vo)aff(vo) + %(UO,UO)

Nach den Regeln fiir implizites Ableiten bzw. der Ableitung der Identitdtsfunktion gelten

-1
a—f(vo) = —(&Z(Umvo)) %(anvo)'

0 )
3. Wir definieren jetzt den Lagrangemultiplikator \y = _%(UO, Uo)(g%(uo, UO))—l. Dann gelten:
%(“0’“0’ Ao) = Fi(uoyvo) + </\07 au(uo,vo)> =0;
oF 0 o
%(uchv(h )\0) = a—i(u07vo) + <)\07 %(Uo, U0)> = O,

oF
37)\(“0’1}0’ o) = ¥(uo, vo) = 0.

Also gilt dF(ug,vo, Ag) = 0, d.h. (ug,vg, Ag) ist ein stationdrer Punkt von F. O

Beispiel 2.43.

Wir suchen die Minimalstellen der Funktion f : R? — R, f(z,y) = 2% + 3%, unter der Nebenbedingung
x4y = 1. Mit der Wahl ¥(z,y) = = + y — 1 liest sich dies als folgendes Optimierungsproblem unter
Nebenbedingungen:

min_ f(z,y) = min f(z,y) uwdN.B. ¥(z,y)=0.
rty=1 (z,y)

Wir 16sen stattdessen das unrestringierte Optimierungsproblem min F(x,y, A) mit

Der Lagrangekalkiil ist anwendbar, denn rangdW¥(x,y) = rang(1,1) = 1 in allen Punkten (z,y) € R2.
Weiter ist die Existenz einer Losung (zg, yo) gesichert, da etwa fiir den Punkt (1,0) gilt f(1,0) = 1 und
fir alle (z,y) € R? mit [|(z,y)|| > 2 gilt f(z,y) = ||(z,y)]|* > 2, d.h. es geniigt, die Funktion f auf
der kompakten Menge {(z,y) | ||(z,y)|| < 1} zu betrachten, die dort als stetige Abbildung ihr Minimum
annehmen muss. Wir erhalten also die Optimalitétsbedingung

2z + A =y x=(1/2)
dF(z,y,\) = 20+ A =0 = x=(1/2) = y=(1/2)
z+y—1 A=—2x A=-1

Das restringierte Optimierungsproblem besitzt also die eindeutige Losung (xg,yo) = (%, %)

Dieses spezielle Problem ldsst sich allerdings auch durch explizite Variablenelimination 16sen: Es ist
U(z,y) = 0 genau dann, wenn & = ¢(y) = 1 — y. Wir minimieren daher die unrestringierte Funktion
D(y) = flew),y) = (1 —y)? + ¢ Es gilt ®'(yo) = —2 + 4yy = 0 genau fiir yo = 1. Also ist auch
z0 = p(yo) = 3. O

3. Kurven und Flichen

3.1. Kurvenparametrisierungen

Definition 3.1.

Eine C*-Kurvenparametrisierung ist eine Abbildung v € C*([a, b], R™) mit k > 1 und 5(t) # 0 fiir alle
t € [a,b]. Fiir ¥ € C*([a, b],R™) setzen wir v ~ 7, falls ein C*-Diffeomorphismus ¢ : [@,b] — [a, b] mit
@(t) > 0 fiir alle t € [a, b] existiert, so dass ¥ = v o ¢ erfiillt ist.  heifit dann ein C¥-Parameterwechsel;
die Gesamtheit I' = {7 | ¥ ~ v} nennen wir die von 7 erzeugte C*-Kurve.
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3 Kurven und Fléchen 3.1 Kurvenparametrisierungen

Bemerkung 3.2.

~ definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller C¥-Kurvenparametrisierungen. Eine C*-Kurve ist
also die Aquivalenzklasse [v] einer ausgewéhlten Parametrisierung ~. O

Definition 3.3.

Sei ' = [] eine C!-Kurve. Wir definieren die Linge von I' via

b
r) = / 1461l dt.

Bemerkung 3.4.

1. Die Lénge einer Kurve ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung: Sei
¢ : [a@,b] — [a,b] ein beliebiger C*-Parameterwechsel, dann gilt

2(ogl) = / | 0roen]a - @/l(b)nv(t)ndt: / (ol at = 2()).
a e=1(a) a

2. Die Lénge einer Kurve entspricht im Grenzwert der Lange eines die Kurve approximierenden Polygon-
zuges: Sei a <t < --- < t, < b, dann existieren nach dem Mittelwertsatz Zwischenstellen 6s, ..., 0,
so dass fir die Lange des zu T',, = {(¢;,7(¢;)) | i = 1,...,n} gehorigen Polygonzug gilt:

n

oIt =t =
1=2

=2

Y(ti) —y(tio1)
ty —ti—1

b
(GRS va et =) =% [ at
a

falls max |t; — t;—1| — 2300, O

Beispiel 3.5.

Wir parametrisieren den Kreis mit Radius r um 0 via (t) = r(cos(t),sin(t)), t € [0, 2x]. Dann entspricht
die Linge von I' = [y] dem Kreisumfang;:

27 27 2
= /||1(t)||dt=/\/r2 sin?(t) 4 r2 cos2(t) dt = /rdt: 27T o
0 0 0

Bemerkung 3.6.
Zu einer C!'-Kurve I' = [v] definieren wir den Parameterwechsel ¢ : [0, .Z(T")] — [a, b] durch

p=U () = / 14l dr.

Die Invertierbarkeit von ¥ folgt dabei wegen W(t) = ||4(t)|| > 0 aus dem Monotonieverhalten. Dann gilt
fiir die Parametrisierung 7 = v o ¢ € C*([0, .Z(T)], R™):

ol
[# (1@l =1

Wir sagen dann, I' wird via der Parametrisierung 4 mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen, und
nennen v die Bogenlangenparametrisierung von I'. %

VO = e O] =
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3.2 Geometrie von Kurven 3 Kurven und Flichen

Beispiel 3.7.

Die durch () = (r cost, rsint,ct), t € [0, 27], mit Radius r > 0 und
Ganghohe ¢ > 0 parametrisierte Helix I' = [y] besitzt die Bogenlan-
genparametrisierung

F(t) = (r cos (ﬁ),rsin <\/T2t+ 02)’ \/7‘20:— 62>7

denn die zugehdrige Umparametrisierung ¢ : [0, £(I')] — R3 berech-
net sich als

—rsint
sy = reost |, 0l = ViRt e,
c

Fig. 7: Eine Helix mit Radius » = 1 und
Ganghohe ¢ = 2.

U(t) =tv/r2 +c2, o(t) = _ O

3.2. Geometrie von Kurven

Definition 3.8.

Sei v die Bogenlingenparametrisierung der C'-Kurve I'. Dann heifit t(¢) = 4/(¢) der Tangenteneinheits-
vektor von I' ab der Stelle ¢. »(t) = ||t(¢)|| nennen wir die Kriimmung an dieser Stelle und im Fall
»(t) # 0 heilt n(t) = %t(t) der Normaleneinheitsvektor an der Stelle ¢.

Bemerkung 3.9.

1. s gibt an, wie schnell sich die Richtung der Kurve lokal dndert: Ist s groff, dann liegt eine scharfe
Kurve vor; fiir s klein verlduft I' im Wesentlichen geradlinig.

2. Tangenteneinheitsvektor und Normaleneinheitsvektor verlaufen orthogonal zueinander:

@I = (t@).t1))=1 = 0= %Ht(t)II2 = 2(k(t), (1)) = 2x¢(t){n(t), £(t)).

3. Sei I' eine C3-Kurve, dann verliuft v lokal in der t-n-Ebene: Fiir hinreichend kleines h gilt nach
Taylorentwicklung:

2 2

A+ R) () + (0 + A0, A= h) (D)~ B + (), 0

Bemerkung 3.10. (Raumkurven)

1. Im Dreidimensionalen ergidnzen wir t(¢) und n(¢) mit dem Binormalenvektor b(¢) = t(¢) x n(¢) zu
einer Orthonormalbasis.

2. n liegt in der t-b-Ebene, denn es gilt (a(t),n(t)) = 0 fiir alle t. Weiter gilt fiir die Kriimmung der
Kurve: d
n = <n7%n> = <Il,{3> = <Il,{3> - a<n7t> = —<Il,t>

3. Wir wollen noch untersuchen, wie stark sich I aus der n-t-Ebene entfernt. Die Anderung des Norma-
lenvektors n in Richtung b ist 7 = (i, b) und wird Torsion der Kurve genannt. O

Beispiel 3.11.

Wir betrachten wieder die Bogenlédngenparametrisierung der Helix,

e e )
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3 Kurven und Fléchen 3.3 Parametrisierung von Flédchen

1. Die Kriimmung der Kurve betriagt konstant s(t) = ||6’(t) Im Fall ¢ =0 ist I' ein Kreis mit

| = 7=
s(s) = 1. Man nennt o(t) = % den Kriimmungsradius von I' bei ¢; dieser entspricht dem Radius
desjenigen Kreises in der t-n-Ebene, der I" in «y(¢) mit zweiter Ordnung beriihrt.

2. Der Normalenveltor zeigt nach innen, d.h. auf die z-Achse:

o= (o) ) o)

3. Fiir den Binormalenveltor erhalten wir

b(t) (C si ( t ) ¢ cos < t > " )
= m , s ;
V12 4 ¢ Vr2+c2) V242 V24 c2) Vr2+ e

bei ¢ = 0 gilt b(s) = (0,0, ¢). Die Torsion von I ist entsprechend 7(¢) = ﬁ; im Falle ¢ = 0 ist
auch 7 = 0, da der Verlauf der Kurve nicht die t-n-Ebene verlésst. O

3.3. Parametrisierung von Fliachen

Definition 3.12.

Seien U C R™ offen, n > m und ¥ € C*(U,R"™) mit rang(d¥(z)) = m fiir alle € U. Dann heift ¥
Parameterdarstellung einer m-dimensionalen C*-Fliche in R™.

Beispiel 3.13.

1. Eine Kurvenparametrisierung ist Parameterdarstellung einer ein-
dimensionalen Flache im R”.

2. Sei f € CK(U,R™), dann ist ¥ € C*(U, R™*™) mit ¥(z) = (=, f(x))
Parameterdarstellung des m-dimensionalen Graphen von f, denn f
es gilt rang(d¥(x)) = rang(Id(m),df(z))T = ‘

!
0’00‘0.‘0"0"':
\.0", ol
,,:. \\00 "I,

t’.:“ A\
i

il

3. Sei ¥ € C*(U,R™) eine m-dimensionale Flichenparametrisierung.
Dann ist fiir jedes € U die Abbildung tan,(§) = ¥(x)+d¥(z, &) . ) .
eine m-dimensionale C*°(R"™, R™)-Parametrisierung der Tangen- Egﬁnfer? ;ﬂfﬁ‘;ﬁhe;f’e‘ glatten Funition
tialebene an ¥(x). O

Definition 3.14.

Fiir zwei Parameterdarstellungen von m-Flichen ¥ € C*(U,R") und T e Ck(U R™) schreiben wir
¥ ~ ¥, wenn ein C*-Diffeomorphismus ® : U — U existiert mit det(d®(z )) > 0 fiir alle z € U und
¥ = Uod. ® heikt dann ein C*-Parameterwechsel und die zu ¥ gehérige Aquivalenzklasse [¥] eine
C*-Fliche der Dimension m.

Beispiel 3.15. (Stereographische Projektion)

Wir betrachten die Parametrisierung ¥ € C*°(R? R?) mit
1

14+ u?+0v?

dann ist W(R?) die Kugeloberfliche ohne Siidpol. (0,0,1)™ = ¥(0,0) repriisentiert den Nordpol, fiir den

Stidpol gilt (0,0,—1) = lim ¥(n,n). Dass ¥ tatséchlich eine zweidimensionale Fldche parametrisiert, folgt
aus

U(u,v) = (2u,2v,1 — u? —v*)",

— 2 2 _
Y(u,v) € R? : rang(d¥(u,v)) = _ : —u2u—1i)_ ’ 1+ u22uE v? | =2
T W

U (R?) lisst sich als Vereinigung von Graphen darstellen: Definiere etwa

U(u,v) = (u,v, V1 —u? —v2)7T
fir ||(u,v)|| < 1, dann ldsst sich ¥ mit der Parametertransformation ®(u,v) = ﬁ(u,v) schreiben
als Verkettung W (u,v) = ¥ o ®(u, v). O
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3.3 Parametrisierung von Flédchen 3 Kurven und Flédchen

Satz 3.16. (Jede Fliche ist lokal ein Graph)
Seien U C R™ offen, ¥ € C!(U,R") eine Parameterdarstellung einer m-Fliche und zo € U mit

01Vi(zo) -+ OmVi(zo)
rang dV¥ ;)(zg) = rang : : =m.
allllm($0) T 8771\1/771(-’1;0)

Dann existieren eine Umgebung W C U von o, eine offene Menge V' C R™ und eine Parametrisierung
U e CH(V,R"), so dass ¥|y ~ ¥ und ¥;(z) = z; fiir allei = 1,...,m.

Beweis.

Definiere ¥ € CY(U,R™) durch ¥(x) = (¥ (z),..., U, (x))T, dann gilt det(d¥(zq)) # 0. Nach dem Satz
{iber lokale Umkehrbarkeit existiert dann eine offene Umgebung W C U von o, so dass V = ¥ (W) offen
ist, ¥|y injektiv ist und \i'|;V1 stetig differenzierbar. Somit ist ® = \i/|;V1 € CH(V, W) ein Diffeomorphismus,
d.h. fiir U = ¥ o ® gelten ¥ ~ W)y sowie U, (z) = z; fiir alle i = 1,...,m. O

Beispiel 3.17. (Parametrisierung des Torus)
Ein Torus entsteht, indem man um jeden Punkt eines Kreises vom Radius R einen Vektor der Léange r

rotieren lasst.

S
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Fig. 9: Die durch f parametrisierte Oberfliche eines Torus (links) und drei den Torus umlaufende Kurven (rechts).

1. Der dufsere Kreisring lésst sich in Polarkoordinaten parametrisieren durch
u +— R(cos(u),sin(u),0),

wobei u € [0, 27] den Umlaufwinkel bezeichnet. Der zu u gehorige innere Kreis liegt dann in der durch
die Vektoren w; = (cos(u),sin(u), 0) und w2(0,0,1) aufgespannten Ebene und wird dargestellt durch

v+ rcos(v)wy + rsin(v)ws,

d.h. eine Parametrisierung f : [0,27]? — R3 des Torus ist gegeben durch

(R + rcos(v)) cos(u)
f(u,v) = R(cos(u), sin(u),0) 4+ r cos(v)wy + rsin(v)ws = [ (R+r co's(zz))) sin(u)

2. Zu beliebigem ¢ € R?\{0} und (ug,vo) € [0,27]? definiert t — f(ug + t&1,v0 + t&) eine Kurve auf
der Oberflache des Torus. ||£|| bestimmt, wie schnell sich die Kurve um den Torus wickelt; je grofier
die Norm, desto schneller wird der Torus umlaufen. Ist & > &, dann verlduft die Kurve quer, d.h.
parallel zu den Breitengraden; im Fall £; < & dagegen ldngs, parallel zu den Ldingengraden.
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3 Kurven und Fléchen 3.4 Wegintegrale und 1-Formen

. Sei (ug,vg) € [0,27)2. Eine Darstellung der Tangentialebene am Punkt f(ug,vo) € R? erhalten wir,

indem wir den Gradienten von f in (ug,vo) bestimmen,

(R+rcos(v))(—sin(u)) —2sin(v) cos(u)
Viwv)=| (R+r cos(ov))(cos(u)) —r sin(v)(si)n(u) ,

und dann die bekannte Parametrisierungsformel anwenden:

g(u,v) = Vf(uo,vo) - (u;0) + f(uo, vo).

. Der Torus lasst sich auch implizit beschreiben als Nullstellenmenge von

O(z,y,2) = (2 + 9y + 22 + R —rH)? —4R*(2* +¢*) = 0.

Explizites Auflésen nach z ergibt die Darstellung als Graph in kartesischen Koordinaten:

A(e.y) = £y/r2 - (V2 + 7 - R) 0

3.4. Wegintegrale und 1-Formen

Beispiel 3.18.

1.

Gegeben seien ein Kraftvektor ¢ € R"™, ein Punkt 2y € R™ und ein Richtungsvektor ¥ € R™. Dann
definiert f : R™ — R” mit f(z) = ¢ ein Kraftfeld und v : [0, 1] — R™ mit v(¢) = t7~ einen Weg I" im
R™. Wir bestimmen die Energie, die benotigt wird, um einen Massepunkt entlang des Weges durch
das Kraftfeld zu bewegen, geméft der Formel Arbeit = Kraft x Weg:

W= (7,7) = / O(0), 4(1)) dt = / (f(), dz).

r

. Seien allgemein f € C°(R",R") ein stetiges Vektorfeld und v € C'([a,b],R") die Parametrisierung

eines glatten Weges I' = [y] im R™. Dann gilt fiir die Energie W nach dem Mittelwertsatz fiir geeignete
Stiitzstellen 6; € [a, b]:

n—1 b

> s6ie)at~ [(owm).iona = [(r@).do),

=1 a T

W A z PO ) (tisn) — 7 (8:)) =

wobei {t1,...,t, } eine (E dquidistant gewéhlte Zerlegung von [a,b] C R der Schrittweite At darstellt.

. Die benétigte Energie hingt nicht von der Geschwindigkeit ab, mit der das Vektorfeld durchlaufen

wird: Sei ¢ € C!([a,b], [a,b]) ein Parameterwechsel mit ¢ > 0, dann gilt fiir die Wegparametrisierung

Y=oy

b o1 (b) b
W= / /1), 4(0)) dt = / Fr(0)), p()i(t))) dt = / D), 3(0)) dt = W
a ¢ !(a) a

Das Vektorfeld f erzeugt eine Abbildung w : Bild(T') — L(R"™,R) via w(z)¢ = (f(x),&). Wir kénnen
w wie iiblich auch auffassen als eine Abbildung @ : Bild(T') x R™ — R mit &(z, ) = w(x){. Allgemein
nennen wir eine stetige Abbildung w : Bild(T') x R” — R, die linear im zweiten Argument ist, eine
1-Form. O

Definition 3.19.

Seien I' = [y] eine C!-Kurve im R" und w eine 1-Form. Wir definieren das Wegintegral von w lings I':

[ o= [ wiw.do - / Wy (1), () dt.

r r
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3.4 Wegintegrale und 1-Formen 3 Kurven und Flédchen

Bemerkung 3.20.

1. Wie bei der Integration von Vektorfeldern langs von Kurven ist auch das Wegintegral einer 1-Form
unabhéngig von der Wahl der Kurvenparametrisierung.

2. Sei I' = [y] eine Kurve im R™. Wir nennen A(I') = 7(a) den Anfangspunkt und B(T') = +(b) den
Endpunkt von I'. Auch diese beiden Gréfen sind parametrisierungsunabhéingig, denn fiir eine Umpa-
rametrisierung ¢ : [@,b] — [a,b] gelten (v o ¢)(a) = vy(a) und (yo ¢)(b) = v(b). Im Fall A(T') = B(T)
nennen wir die Kurve I' geschlossen.

3. Bild(T") = v([a, ]) ist ebenfalls parametrisierungsunabhéngig

4. Seien I'y,...,I'y durch 71, ...,y parametrisierte C*-Kurven mit B(I';) = A(T;4,) fiir i = 1,..., N — 1.
Dann heifit T' = (71, ...,7n) eine stiickweise C*-Kurve mit Anfangspunkt A(T) = 7 (a;), Endpunkt
B(I') = yn(by) und Bild(T") = Bild(I';) U --- U Bild(I'yy). Im Fall A(T') = B(I') nennen wir eine
stiickweise Kurve I" geschlossen.

5. Schliefflich definieren wir das Wegintegral einer 1-Form iiber eine stiickweise Kurve I' = (I'y,...,T'nx)

/w(:c)da:/w(a:)dx+~~+/w(x)dxi/w(z)dz O
r i=1p,

Fl 1—‘N

Satz 3.21. (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Seien I eine stiickweise C1-Kurve, w € C°(Bild(T"), L(R™,R)) eine 1-Form, U eine offene Teilmenge des

R” mit Bild(T') C U und f € C}(U,R), so dass w = df gilt, d.h. w(z, &) = (f'(z), ) fiir alle z € Bild(T")
und alle ¢ € R™. Dann gilt:

Speziell betrdgt das Wegintegral einer solchen 1-Form iiber einer geschlossenen Kurve stets 0.

Beweis.

Sei I = (I'y, ..., ') parametrisiert durch ([y1], ..., [yn]). Dann gilt mit dem Hauptsatz der Infinitesimal-
rechnung im R:

7

N by
Je@aaw =3 [ar@an =3 [areum). i) a
T =1 T =1

b

a;

K N

M ofd
=3 [ @ = Yo7 o)~ (f on)(a)
N
=" J(B(T:) = f(AT:) = F(B()) = F(AD)) .

o
Il
s

Definition 3.22.

Seien T eine stiickweise C1-Kurve, w € C°(Bild(T"), L(R™,R)) eine 1-Form, U eine offene Teilmenge des
R™ mit Bild(I') € U und f € C'(U,R), so dass w = df gilt. Dann heift w exakt und f nennen wir eine
Stammfunktion von w.

Bemerkung 3.23.

Nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale héingt das Wegintegral nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Weges ab, nicht aber vom Verlauf des Weges.

Wir formulieren im néchsten Kapitel notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dass eine 1-Form
exakt ist. O
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3 Kurven und Flichen 3.5 Exaktheitskriterien fiir 1-Formen

3.5. Exaktheitskriterien fiir 1-Formen

Satz 3.24. (Hinreichende Exaktheitsbedingung)

Seien U C R" offen und zu je zwei Punkten x,y € U existiere eine stiickweise C'-Kurve I'(z,y) mit
Anfangspunkt z und Endpunkt y sowie Bild(I')) C U. Weiter sei w € C°(U, L(R",R)) eine 1-Form,
deren Wegintegral iiber jede geschlossene stiickweise C1-Kurve T’ mit Bild(T") C U verschwindet. Dann
ist w exakt.

Beweis.

Sei xg € U ein beliebiger, fest gewahlter Punkt. Wir definieren eine Funktion f : U — R durch

@) = [wla)d. (%)

I'(zo,z)
L. f ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig vom Verlauf von T'(zg,): Sei f(xo, x) eine weitere Kurve von 1z
nach z in U. Ist ¥ € C!([a,b],R™) eine Parametrisierung von I, dann wird durch 4 € C*([a, b], R™)

mit 4(t) = Y(a + b —t) eine Kurve I'(x, ) definiert, die das gleiche Bild wie T'(zo, ) besitzt, aber in
umgekehrter Richtung durchlaufen wird. Damit gilt

b a

/w(x) dz = /w( y(t)) dt = —/w(x) dz.

I'(z,z0) a I'(zo,z)

2>
—~
~
:./
2>
—~
=
o,
~
Il
@'\
&
—~
RO}
—~
~
:./
N

Weiterhin ist die Kurve I'(zq,2¢) = (D(zq,z),T(z, 29)) geschlossen und wir erhalten

0= /w(m) dz :/w(a:) dz +/w(w) dz :/w(a:) dm~—/w(w r = / ) dx ~—/ w(z) dz.

I'(zo0,z0) I'(zo,) I'(x,z0) I'(zo0,z) I(z,z0) I'(zo0,) T'(zo,z)
2. f ist stetig differenzierbar und eine Stammfunktion von w: Seien z € U, h € R", so dass die Strecke

zwischen x und = + h ganz in U liegt, und r(z,h) = f(z + h) — f(x) — w(x, h). Dann ist r(z,0) =0
und wir miissen nur noch zeigen, dass die Restfunktion r(x,-) in 0 stetig ist. Da w stetig ist, gilt

r(z,h) = /w(a:) dz —/w(x) dz — w(a, )

I'(zo,x+h) I(z0,2)
= /w(z) dz —/w(x) dz —/w(:c) dz —|—/w(x) dz — w(z, h)
I(zo,x+h) I'(z0,) T(zx+h)  T(z,z+h)
1 1
= /w(m) dz + /w(a: +th,h)dt — /w(x,h) d¢
T(20,70) 0 0

=|hll0/1w(w+th ||h||) ( ||Z|>dt
< / o+ tho i) = i )|

1
h |R||—0
<l [ IIw(x+th,-)—w(x,-)HH”thdt 30 0
0
Bemerkung 3.25.

Seien U C R™ wie eben, 2y € U und w eine stetige 1-Form mit verschwindendem Wegintegral iber alle
geschlossenen stiickweise C'-Kurven. Dann definiert (x) eine Stammfunktion f € C'(U,R) von w. O
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3.5 Exaktheitskriterien fiir 1-Formen 3 Kurven und Flichen

Beispiel 3.26.
Sei w € CO°(R*\{0}, £L(R?,R)) gegeben durch

o) = e+ = e (57) ()

Wir parametrisieren den Einheitskreis T' durch v € C*([0,27],R?), v(t) = (cos(t),sin(¢))T. Dann ist T’
eine geschlossene Kurve in R?\{0} mit ||y(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € [0, 27]. Allerdings ist

27 27
/ J J @I
d.h. die 1-Form ist nicht exakt. O

Satz 3.27. (Notwendige Exaktheitsbedingung)
Seien U C R" offen und w € C*(U, L(R"™,R)) eine exakte 1-Form. Dann gilt fiir alle i, j = 1,...,n:

a—xjw(:c,ei) = a—xiw(x,ej).

Beweis.

Sei f eine Stammfunktion von w, dann ist f € C?(U,R) und mit dem Satz von Schwarz gilt

0 0 o 0 o 0 0 0
GTjW(xaei) = 67j<df(37)7€i> = T%%f(x) = %@f(x) = %<df($)>€j> = %W(l’aeg‘) U

Beispiel 3.28.

Dass obiges Exaktheitskriterium im Allgemeinen nicht hinreichend ist, demonstriert das zuletzt disku-
tierte Beispiel: Fiir die 1-Form w € C°(R?\{0}, £(R?,R)) mit w(x, h) = W(—hlxg + hoxy) gilt zwar

0 ( ) 0 —x 1 . 213 1 227 0 x 0 ( )
—uw(z,e1) = — = — = - = — = —w(x,e2),
0> dzz ||z =2 flzl* [zl fz|* Oz [lzl|* Oz
aber die 1-Form ist dennoch nicht exakt. O

Satz 3.29. (Lemma von Poincaré)

Sei U C R™ offen und sternférmig, d.h. es existiere ein ausgezeichneter Punkt xzg € U, so dass zu jedem
x € U die Strecke zwischen z und zo ganz in U liegt, und erfiille die 1-Form w € C1(U, L(R",R)) die
Bedingung d;w(x, ;) = djw(x, e;) fiir alle ¢, j = 1,...,n. Dann ist w exakt.

Beweis.

Zu x € U bezeichne I'(xg, z) die Strecke zwischen x¢ und z. Dann gilt fiir die in (x) definierte potenzielle
Stammfunktion f:

1 T
f(z) :/w(x)dxz/w(xo+t(x—a:0),m—xo /Zw xo +t(z — o), €;)(x; — xg;) dt.
0 o =1

I(20,z)
Wir zeigen, dass fiir alle j = 1,...,n gilt 9; f(z) = w(x, ¢;), dann folgt

(df(z),h) = hid1 f(z) + -+ + hpOn f(x) = hiw(z,e1) + -+ - + hpw(z, e,) = w(z, h),
d.h. w ist exakt mit Stammfunktion f.
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3 Kurven und Flichen 3.5 Exaktheitskriterien fiir 1-Formen

Nach dem Satz {iber parameterabhéngige Integrale gilt

1

] 0 <
ij 7/87 wx0+tx—x0) i) (i — x0;) dt

3

0
a— w(xo +t(z —x0),e)(zi —xo1)dt + [ w(zo+t(x —x0),e;5)dt

o

.
\ |

1
toiw(xo + t(x — o), €5)(x; — xo;)dt + /w(aco +t(x — x0), e;)dt
0

@
Il
—

1

w(zo +t(z — x0),€;) dt + /w(xo +t(x —x0),e;)dt
0

Il
O\H O\H O\H o

IIM:

dt

1

1
/w xo + t(x — x0), e])dt—|—/w(3:0—|—t(x—xo),ej)dt
0 0

=w(x,ej). O

= tw(zg + t(x — x0), €

Satz 3.30. (Parameterabhéngige Integrale)
Seien [a,b] C R, U C R™ und f € C°([a,b] x U,R). Dann gilt auch F € C°(U,R) fiir die Funktion

:jf@@&

Sind U offen und f stetig differenzierbar bzgl. z, dann gilt F' € C'(U, R) mit den partiellen Ableitungen

b
9]

Beweis.

1. Seien x € U und (zp)ney € U mit limz, = z. Wir definieren die Funktionenfolge (o, )nen in
C%([a,b],R) via @,(t) = f(t,z,). Dann konvergiert (¢, (t))neny wegen der Stetigkeit von f gegen
o(t) = f(t,z), d.h. (¢n)nen konvergiert punktweise gegen ¢ € C%([a,b],R). Weiterhin ist die Menge
K = [a,b] x {zn | n € N} U {z}) kompakt in R x R", also ist f gleichméafig stetig auf K. Damit
konvergiert (¢, )nen sogar gleichméfig gegen ¢ und der Satz iiber die Vertauschung von Limes und
Integral liefert

b b
lim F(x,)= lim [ f(t,z,)dt = lim [ @,(¢)dt

n—oo n—oo n—oo
a a

b

= /nli_ggown(t) dt:/bgo(t) dt:/bf(t,x) dz = F(x).

a

2. Sei i € {1,...,n}, dann existiert nach dem Mittelwertsatz eine Zwischenstelle 6; mit

3} 1

&TiF _}LEI%) (/f (t,x + he;)dt — /f (t,x dt) /E(f(t,x—i—hei) — f(t,z))dt
= lim 0 f(t,x+ 0;he;)dt = /b if(t x)dt O
7h~)0 ZT; ’ v N a 81‘, ’ '

a
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4.1 Das Riemann-Integral 4 Mehrdimensionale Integration

Beispiel 3.31.
Sei F' € C1(R3,R3) ein differenzierbares Vektorfeld im R3. Wir definieren die Rotation von F via

5‘2F3 —63F2
rot F =V x F = 83F1—81F3
01 Fy — 0o 1)

Sei F' rotationsfrei, d.h. es gelte VF(x) = 0 fiir alle . Dann gilt fiir die von F induzierte 1-Form
w € CHR3, L(R3,R)) mit w(z, h) = (F(z),h):

0 0 0 0 0
(5. 65) = 5 (F(a).65) = 3Fia) = 5 Fia) = - (Fle) ) = gooole,e)
Also ist w exakt. Sei f € C1(R3,R) eine Stammfunktion von w, dann gilt F = V. O

4. Mehrdimensionale Integration

4.1. Das Riemann-Integral

Bemerkung 4.1.

1. Im Eindimensionalen haben wir das Integral als Maf fiir die Fldche zwischen dem Graph einer Funktion
f :]a,b] = R und der z-Achse eingefiihrt.

Wir haben dafiir eine hinreichend feine Zerlegung xo < --- < x, des
Intervalls [a,b] mit g = @ und x,, = b eingefiihrt, (E eine dquidistante
Zerlegung z; = a + iAzr mit Ax = %(b —a)und ¢ = 0,...,n, und fiir
gewisse Zwischenstellen &; € [x;_1, x;] das Integral approximiert durch

b n
fl@yde = Y f(&) Az .
a/ = e e a SETHT b

Natiirlich macht der Integralwert dabei nur Sinn, wenn der Grenzwert  Fig. 10: Approximation des In-
der Summe fiir Az — 0 existiert und unabhingig von der Wahl der  ‘esrals von J durch die Unter-

. . h . summe der Rechteckflichen un-
Zerlegung {z; | i =0, ...,n} sowie der Wahl der Stiitzstellen &; ist. ter dem Graphen.

2. Ubertragung auf den mehrdimensionalen Fall: Seien [a,b] = [a1,b1] X [az2,b2] € R? und f : [a,b] — R.

Wir zerlegen [ay,b1] via x; = a1 + iAzx fiir Az = %(bl —ay)
und i = 0,...,n und unabhéngig davon [ag, bo] via y; = as + jAY
mit Ay = %(b2 —ay) und j = 1,...,m. Wihlen wir Stiitzstellen
& € [wi—1, 2] X [yj—1,y;], konnen wir das Integral von f iiber
[a, b] definieren als

n m

[ fewdey ~ Y 1) Aoay
[a,b]

55 — T N——— ~Y—™—
14)271 i=1j=1 Hohe Grundfliche
g T ~—x, In héheren Raumdimensionen [a,b] = [a1,b1] X -+ x [an,bn]
! wihlen wir analog Zerlegungen x; ;) = a; + j(i)Axz; der 1D-
) Intervalle [a;,b;], 7 =1,..., N und j(i) = 1, ..., n(¢) sowie Stiitzstel-
Fig. 11: Das Volumen zwischen der z-y- len 51’] () € [xl’J(l)_l’ zZ’J(l)] und Schrittweiten sz n(7) (bl al)'
Ebene und dem Graphen von f. Wir setzen
n(l)  n(N)

/f(l“l’ wory)dey---dey & Z e Z F(€15a), - 8ngvy) Azy -+ - Azy.
[a.b] ’

3. Der Integrand f wird auch als Dichte bezeichnet. Ist f etwa die Wahrscheinlichkeitsdichte einer n-
dimensionalen Zufallsvariablen, dann liefert

/ flay, e xy) d(2, .oy 2p)

[a,b]
die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable ein Ergebnis in [a, b] liefert. O
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4 Mehrdimensionale Integration

4.1 Das Riemann-Integral

Nehmen das Oberintegral F*(f) und das Unterintegral F,(f) von f einen gemeinsamen Wert F'(f) an,
so nennen wir f Riemann-integrierbar und definieren das Riemann-Integral von f als

Definition 4.2.

Seien [a,b] = [a1,b1] X -+ x [an,by] € RN, f: [a,b] — R beschréinkt, Z; = {zi0, ..., % 0y } € Z([as, bi])
(¢ =1,...,N) Zerlegungen der 1D-Intervalle [a;, b;] und Z die durch Zy, ..., Zn erzeugte Zerlegung von
[a,b]. Dann bilden die Teilrechtecke R = [z (1)1, %1,51)] X -+ X [Tnj(v)—1, TN j(n)] eine Menge, die
wir mit T(Z) bezeichnen. R € T'(Z) hat dann das Volumen

N
vol(R) = [ (@i 6y — i jiiy-1)

i=1

Mit Z([a,b]) bezeichnen wir die Menge aller Zerlegungen von [a, b]. Wie in 1D definieren wir zu einer
Zerlegung Z € Z([a,b]) die Obersumme F*(f, z) und die Untersumme F,(f, Z) sowie das Oberintegral
F*(f) und das Unterintegral F,(f) von f via

F*(f,z)= Y sup f(z)vol(R), F.(f.Z)= ) inf f(z)vol(R),

RreT(2) "< ReT(2)”
F*(f)= inf F*(f,Z F(f)= s Ef, 2).
(=, inf  F(£2), (f) Ll (f,2)

/f(x)dx: /f(xl,...,xn)d(xl,...,xn):F(f).
la,b] la,b]

Bemerkung 4.3.

Sei @ = [a,b] € R™ ein Quader. Wie im Eindimensionalen zeigt man die folgenden elementaren Eigen-
schaften des Riemann-Integrals:

1.

Das Riemann-Integral ist linear, d.h. fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen f,g : @ — R und
alle a, 8 € R ist auch af + S¢g Riemann-integrierbar mit

[ar+p9@ds=a [ f@)ar+5 [ ooy
Q Q Q

. Das Riemann-Integral ist monoton, d.h. fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen f, g : @ — R mit

f < g auf Q gilt
/f(x)d:cg/g(x)dx
Q Q

. Speziell ist mit f : @ — R auch |f| Riemann-integrierbar und es gilt die Dreiecksungleichung

\ [r@as| < [17@)as
Q Q

Alle stetigen Funktionen f : @ — R sind Riemann-integrierbar.

. Wir haben Integrierbarkeit bisher nur auf Quadern definiert. Wir wollen Funktionen nun iiber allge-

meineren Mengen integrieren. Seien dazu @ ein Quader, A C @ und f : A — R stetig. Dann setzen
wir f zu einer Abbildung @ — R fort durch die Wahl f(z) = 0 fir alle © € Q\ A. Die Fortsetzung ist
dann allerdings im Allgemeinen nicht stetig. f ist aber fast dberall stetig, genauer iiberall aufier auf
dem Rand 0A von A.

. Seien @ C R” ein Quader und N C @. Dann heiftt N unwesentlich, falls zu jedem € > 0 endlich viele

Quader @1, ..., Q,, existieren mit N C [ J{Q; | i=1,...,m} und Y {vol(Q;) | i =1,...m} <e.

Seien f: @ — R beschrinkt und N = {x € Q | f ist unstetig in z} unwesentlich. Dann nennen wir f
fast tiberall stetig. 0
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4.2 Der Reduktionssatz 4 Mehrdimensionale Integration

Definition 4.4.

Seien Q C R™ ein Quader, f : Q — R fast iiberall stetig und A C @ mit unwesentlichem Rand dA. Wir
nennen x4 : Q@ — R mit x4(z) =1 fiir x € A und xa(x) = 0 sonst die zu A gehdrige charakteristische
Funktion und definieren das Riemann-Integral von f iiber A als

[ t@)de= [xat@s@)de
A Q

Weiter definieren wir das Volumen von A durch

vol(A) = / | dz = / xa(z) da.

A Q

Bemerkung 4.5.
1. Vereinigung, Schnitt und Differenz unwesentlicher Mengen sind unwesentlich.
2. Der Abschluss einer unwesendlichen Menge ist unwesentlich.

3. Teilmengen unwesentlicher Mengen sind unwesentlich. %

4.2. Der Reduktionssatz

Satz 4.6. (Reduktionssatz)

Seien @, € R? und @, € RY Quader, QQ = Q; x @y CR" mit n =p+qund f: Q — R fast iiberall
stetig. Dann ist f, : Q@ — R mit fy(z) = f(z,y) fiir fast alle y € Q, integrierbar. Weiter gilt:

F:Q R mit F(y):/fy(x)dx
Qux

ist fast iiberall stetig und es gilt die Rekursionsformel

/f(x,y)d(x,y)=/F(y)dy=//f(m,y)dxdy-
Q Qy Qs

Qy

Beweis.

Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir eine charakteristische Funktion auf einem Teilquader von ) und
approximieren dann fast liberall stetige Funktionen durch eine Folge solcher charakteristischer Funktio-
nen.

1. B gelten n =2, p=1, q=1. Sei f zunédchst eine charakteristische Funktion auf einem Teilquader
[az, bz] X [ay,b,] € Qz X Q. Dann gilt f, = X[a, ,) fiir alle y € [a,,b,] und f, = 0 sonst. Weiter ist

F0) = [ 50040 = Xiay) ) [ o)) o
Qu by Qa
= Xiey,1(®) / 1da = (bs — as)X(a, 0, (4)

und wir erhalten

by
/F(y) dy = (bz - am)/X[ay,by](x) dy = (bz - aac) / 1dy
Qy Qy ay
= (b~ )0, ~ 0)) = [ fap) (..

Q
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4 Mehrdimensionale Integration 4.2 Der Reduktionssatz

2. Sei f eine Treppenfunktion, d.h. es gibt Zerlegungen Z, = {zo,...,Zn@@)} € Z2(Q.) des Quaders Q,
und Z, = {yo, .-, Yn@) } € Z2(Qy) des Quaders Q, und StufenhShen c;; € R mit

N(z) N(y) N(z) N(y)
Z Z Cig X[mi—1,5) X [y -1,y5] (z,y) Z Z CijX[oi—1,0:] (T) - X[yj_l,yj](y)~
=1 j=1 =1 j=1

Dann gilt mit der Linearitdt des Integrals:

N(z) N(y)

/f vy)d(z,y) = > Y cm/ Xos i x (s -1.) () A, )
=1 j=1
N(I)N(y
= Z chj/ y] 173!7 /X[I7 171'7]( dxdy—//fx y dxdy
=1 j=1 Q. 4, Ou

3. Sei nun f fast liberall stetig auf Q). Dann existiert eine Folge von Treppenfunktionen (fy,)nen, die
gleichméfig gegen f konvergiert, und wir erhalten

/f:cydmy Z/Iim fu(z,y)d(z,y) = lim /fnxy)d(fcy)

—h_>m//fnxydxdy—//hmfnmydxdy—//fxydxdy |

Qy Qz Qy Qa

Beispiel 4.7.

Wir berechnen das Integral der Funktion f : [0, 7] x [0, 7] — R mit f(z,y) = sin(x + y). Die Funktion ist
stetig, also Riemann-integrierbar. Es gilt

s
T

F(y) = / fy(z,y)de = /sin(w +y)de = —cos(z+y) . = cos(y) — cos(y + 7).
[0,7] 0

Damit erhalten wir fiir das gesuchte Integral:
/ sin(z +y) d(z,y) = / F(y)dy = /(COS(y) —cos(y +m))dy =sin(y) —sin(y + 7)) =0. O
fo.x12 0] 0 ’
Beispiel 4.8. (Volumen der 3D-Einheitskugel)
Wir berechnen das Volumen der Kugel A = {z € R3 | ||z|3 < 1}. 0A = {z € R3 | ||z]|3 = 1} ist

unwesentlich, weiter gilt A C Q = [~1,1]% und mit f = xa:
111

vol(A):/ldx:/XA(ac)da::///f x1, T2, x3) dzy doe das.
A Q 1015

1. Wir zerlegen @ in Q1 X Q2,3 mit @1 = [—1,1] und Q23 = [—1,1]?. Dann ist

foa(@1) = xa(@1, 22, 23) = Xjo.1 (27 + 23 + 23) = X0,1-03-a2) (27)

= Xo, 1](332 +$3)X[ V1—23—22,/1-23-23 ](131)
und der Reduktionssatz liefert
wl—a:%—a:g
Fl(xz,xg) = /f273($1) dz, = X[0,1] (.Z‘% + .%‘52))) -/1 dx, = XJ0,1] (l‘% + 33%) -24/1— .’L‘% — .’L‘%
—y/1—z2—a2
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4.3 Der Transformationssatz 4 Mehrdimensionale Integration

Also ist
11
vol(A) = / Fi(x9,x3) d(ze, z3) //XOl] (z3 +23) - 24/1 — 23 — 23 dzp das.
Q2,3 —-1-1
2. Wir zerlegen Q2,3 in Q2 x Q3 mit Q1 = [—1,1] und Q3 = [—-1,1], dann ist
f3(z2) = 2x(0,1] (22 4+ 22)\/1 — a3 — 23 = 2X[*ﬁ,ﬁl (2)y/1 — 23 — 3.

Mit der Substitution z; = \/1 — @3 sin(p) ergibt sich dzy = /1 — 23 cos(¢) dy fiir p € [-F, 5], also

113

5 (z3) /f3 T dngQ/\/lfxzf%dng?/\/1fs1n ()(1 — 22) cos(ip) de
i

-
2

H 2
= (1 —a3)m

T
2

=201 - 23)

1
s%(p) dp = (1= a)p + 5 sin(2¢)

\w\:l
(@)
o

[ME]

und wir erhalten

1
1
vol(A) = /Fg(xg) dzs = /Tr(l —23)dxz = 7T<£E3 — gxg

-1

1
1 1\ 4
=r(l-z4+1-2)=-m
—1) ﬂ-( 3+ 3) 37T <>

4.3. Der Transformationssatz

Bemerkung 4.9.

1. Seien f € C%([a,b],R) und ¢ : [a,b] — R ein C!-Diffeomorphismus, dann liefert die Substitutionsregel
der eindimensionalen Integration:

w(b) b
/ﬂmmzﬂﬁwwwaw
v(a) a

Wir wollen diese Technik im Folgenden auf héhere Raumdimensionen verallgemeinern.

2. Seien dazu A C R™ mit unwesentlichem Rand 0A, g : A — R fast iiberall stetig und F|4. ein
C!'-Diffeomorphismus. Wir zeigen:

/ g(z)dz = /(g o F)(z)|det dF(z)|dz.
F(A) A

Speziell iibertrigt sich die formale Rechenregel dz = ¢’(z)dz fiir eindimensionale Differenziale in
dz = |det dF(z) dz|.

T < @l(UA Rn) A beschrankt

Flao: A— (F(A)°

JA unwesentlich

¢l-Diffeomorphismus

fast iiberall stetig
Fig. 12: Durch eine Koordinatentransformation mittels eines differenzierbaren Parameterwechsels lassen sich Integralberechnungen

vereinfachen, indem etwa ein krummrandiges Gebiet auf einen Quader transformiert wird, vgl. etwa die Parametrisierungen der
Kugel oder des Torus in geeigneten Winkelkoordinaten statt den {ibluchen kartesischen.
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4 Mehrdimensionale Integration

4.3 Der Transformationssatz

Bezeichne G € C'(F(A°),R") die Umkehrabbildung
F~! von F, Z eine Zerlegung von F(A) und T(2)
die Menge der Teilquader der Zerlegung Z. Seien wei-
ter R € T(Z) und {r € R ein beliebiger Punkt im
Quader R C F(A). Dann gilt:

vol(G(R)) ~ vol(dG(£x) R) = vol(R)| det dG(¢x)) -

G:=F!

I (R)

Fig. 13: Die Deformation eines Quaders in F(A)
durch die Transformation G = F~1,

u+ kes

G(’LL + k‘eg)
)+ G’ (u)kes

~ G(u

&R

u+ hey breiten h,k >

G(’LL hel)

RZ Fehlerterm
~ G(u) + G'(u)hey

der Ableitung

Wir betrachten (E den Fall n = 2. Hier lésst sich das
Rechteck R schreiben als

R={u+se;+tea |0<s<h&0<t<k}

fiir einen gewissen Fufspunkt v € F(A) und Seiten-

0. Nach Taylorentwicklung gilt fiir

einen Punkt © = u + se; + tey € R:

G(z) = G(u) + hdG(u)er + kdG(u)es

= G(u) + (dG(u), (h, k)).

Fig. 14: Die Approximation von G(R) durch das von den

Tangentialvektoren 9, G(u), 92G(u) am Basispunkt G(u) auf-

gespannten Parallelogramms.

Da das Volumen invariant ist beziiglich Verschiebungen, gilt wegen
der Stetigkeit von G fiir £ nahe bei u und klein gewéhlten h, k:

vol(G(R)) = vol(dG(u)R) ~ vol(dG(,g)R).

Da dG(&r)R als linear verformtes Rechteck ein Parallelogramm P
mit Kantenvektoren

a=hdG(Er)er und b=kdG({r)e2

ist, bleibt zu zeigen, dass sich das Volumen als Determinante der
Spannvektoren berechnen ldsst.

Die Kanten des Parallelogramms sind (nach Verschiebung zum
Nullpunkt) (0,0), (a1, as2), (b1,b2) und (ay + b1, as + ba), also ent-
halten im Quader Q = [0,a; + b1] x [0, ag + bs]. Damit gilt:

a1+by az+b2

xp(z,y)d(z,y)

vol(P) = / 1ds = / xp(z)dz
Q

a+b
Q 0
by b X
as P o
0
0 by ap

Fig. 15: Allgemein entspricht die Deter-
minante einer Matrix A dem Volumen
des von den Spalten von A aufgespann-
ten Parallelepipeds. Da diese gerade die
Bilder der Einheitsvektoren sind, ist die
Determinante somit ein Maf fiir die De-
formation des Einheitswiirfels unter einer
linearen Abbildung.

P 0 0
by as+bs ay a2+bs a1+by az+ba
[ [ welewdwn+ [ [ xeode + v (@, y) d(z,y)
0 0 by O a
b1 Z—?m ay b2+3—f(m7b1) a1+b1 bQJF%(xibl)
[ [ aww+ da,y) + [ dew
0 %1 by Z—fg, ay a2+:—f(zfa1)
by b aj a1+by b b
:/ 2 %2 $d$+/b2+%b1d$+ bg—a2+—2a1—@b1+ 92 _%20) da
b ai ai b1 ai ai b1
0 by ai
_ . _ aq bl
= a1b2 a2b1 = det ( ay bg ) .

Damit erhalten wir fiir das Volumen des deformierten Flachenstiicks:

01G1(Er)h  G1(&R)K
NGa(Er)h  02G2(ER)k

45

vol(dG(¢R)R) =

det (

Martin Gubisch

> ’ = hk|det Ja(&R)|

= vol(R)|det dG(£R)|. O
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4.3 Der Transformationssatz 4 Mehrdimensionale Integration

Satz 4.10. (Transformationssatz)

Seien A C R", A unwesentlich, F|4o ein C!-Diffeomorhpsimus zwischen A° und F(A°) und die
Funktion g : F(A) — R fast {iberall stetig. Dann ist 0F(A) unwesentlich, g o F' ist fast iiberall stetig
auf A und es gilt

/ g(z)dz = /(gOF)(z) |det dF ()| dz.

F(A) A

Beweis.

Fiir die relative Volumenédnderung unter der Deformation F' erhalten wir
vol(R) 1 B 1
vol(F~H(R)) ~ |detdG(&r)|  |det(dF(F~1(&r))) |

Damit ergibt sich fiir eine hinreichend feine Zerlegung Z von F(A) mit zugehoriger Quadermenge T'(Z)
und Stiitzstellen {r € R fiir R € T(2):

= [det dF(F~"(g))]-

(R
[ dwraes 3 glenivol(r) = 3 (g0 FIE €)oo g volE T R)
FlA) RET(Z) RET(Z)
= Z ((go F)-|detdF|)(¢g) vol(R) ~ /(g o F)(2)|det dF(z)|dz,
ReF-1(T(Z)) A
wobei F~Y(T(Z)) = {F~*(R) | R € T(Z)} die Quadermenge der durch Z induzierten Zerlegung von A
ist mit zugehdrigen Stiitzstellen {5 = F~1(¢g) € R fiir R=F~Y(R) € F~Y(T(Z)). O

Beispiel 4.11.

1. Wir integrieren die Funktion f(z,y) = 2%y? iiber den 2D-Einheitskreis. Mittels Polarkoordinaten
F(r,¢) = r(cos ¢, sin @) lasst sich das Integrationsgebiet B = F'(A) auf das Rechteck A = [0, 1] x [0, 27]
transformieren und mit det dF'(r, ¢) = r erhalten wir

1 27 1 2
1
/f:cy (z,7) //r sin?(y) cos? dnpdr_1/r5dr/sin2(2<p)d<p:%.
0 0

2. Wir fassen einen Zylinder vom Radius R und der Hohe H als Rotation einer Kreisscheibe um die
z-Achse auf und erhalten so eine Transformationsabbildung zwischen kartesischen Koordinaten und
Zylinderkoordinaten F : [0, R] x [0, 27] x [0, H] — R3, F(r, o, h) = (rcos ¢, rsinp, h).

Mit Hilfe des Transformationssatzes bestimmen wir damit das Volumen des Kegels K mit Hohe H
und Grundradius R, K = F(A) mit A = {(r,p,h) € R® | r € [0,28], o € [0,27],h € H}. Es gilt
det dF(r, ¢, h) = r, also

hR

27

H H
1
vol(K) = / 1d(z,y, 2) /|detdF(7‘ ©,h)|d(r, o, h) z///rdrd@dh:§ﬂR2H
00 0

F(A)
3. Wir verifizieren mit Hilfe des Transformationssatzes die Normiertheit der Standardnormalverteilung;:

1
—— [ e 2 dzx=1.
\/27r/
R

Es gilt
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4 Mehrdimensionale Integration 4.4 Oberflichenintegrale

4.4. Oberflichenintegrale

Bemerkung 4.12.

Seien A C RY beschrinkt und offen mit unwesentlichem Rand und ¥ € C'(A4,R") eine Flichenparametri-
sierung, d.h. rang(d¥(z)) = d fiir alle z € A°. Weiter sei g : ¥(A) — R fast iiberall stetig. Wir definieren
das Integral von g iiber die durch ¥ parametrisierte Flache via

A=[a,b] x[e.d] I=(4)

[ swaam~ 3 glep)arealt . 9.
~ KA
w(A) Rew(T(2)) €r] y: )
Lo OQ'JIv‘F
area(¥ (R R 0'0%: llﬂ/ﬂ
= Y (g0 w)(en) 2D )
RET(2) vol(R) f:’:’,':"»'e@ “‘\“\
7 ,g‘t’n ‘\‘\\
~ [(g0w) )area(d\P(fg)R) d —
VOI(R) ' Fig. 16: Die Parametrisierung ¥ liefert zur Quadermenge
A T(Z) einer Zerlegung des Parameterbereichs A eine kanoni-

sche Partitionierung {U(R) | R € T(Z)} der Fliche ¥U(A).

Seien (E n = 3 und d = 2. Um den Inhalt area(P) des zum Teilrechteck
R = {u+ she; +tkes | 0 < s,t <1} CR?
gehorenden, zweidimensionalen Fldchenelements
P =dVU(&R)R = {T(u) +spy +tpa | 0< 5,6 <1} CR3, p1 = ho1V(ER), p2 = kO2¥(ER)

zu bestimmen, transformieren wir P in die 21-7o-Ebene R? x {0} via einer geeigneten orthogonalen Matrix
M € R¥3 (d.h. M ist reguliir mit M~! = MT) und definieren mit Hilfe der erhaltenen Bildvektoren
Mp1 = (q11,q12,0)" und Mpy = (q21,¢22,0)T den Flicheninhalt von P als area(P) = | det(q1, g2)|, d.h.
als das Volumen vol(Q) des von ¢1, g2 aufgespannten Parallelogramms P= {sq1+tqg2 | 0 < 5,6t <1} CR2

area(P) hingt nur von den Spannvektoren py, po des Parallelogramms P ab, nicht jedoch von der gewéhl-
ten Drehmatrix M:

watr) == oo (3222 )] - (18] (23]
- o (B B ) = o (B G

Wir bezeichnen gram(ps,...,pq) = det(((pl,pj))KKd) fiir Vektoren p1,...,pq € R™ als die Gramsche
Determinante.

Fir das Flachenmafl von P erhalten wir somit:

area(P) = %et( ROE(n) uE(Er))  RE(OL V(). 00

(€r)) )
(019(ER), 2P (ER))  K*(D2¥(ER), 02U (ER))

_ (O (ER), BV (ER))  (OnY(ER), Do (ER))
= VK det( (01 U(En), W () <62W<§§>762\11(£§>>>

= vol(R)+/gram (91 ¥(£r), 02U (ER)). 0

Definition 4.13.

Seien U C RY offen, ¥ € C'(U,R"), A C U beschrinkt mit A C U und A unwesentlich. Weiter
seien N C A unwesentlich, |\ y injektiv und d¥|\ x habe den Rang d in jedem Punkte aus A\N.
Zu einer Abbildung g : ¥(A) — R, fiir welche g o ¥ fast iiberall stetig auf A ist, definieren wir das
Oberflachenintegral tiber W(A) als

/ g(z)dA(x) = /(g o U)(z)\/gram(d, ¥ (), ..., 04%(z)) dz.

W(A) A

Speziell im Fall g = 1 entspricht dieser Wert dem Flicheninhalt area(¥(A)) von U(A).
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4.5 Integration iiber Mannigfaltigkeiten 4 Mehrdimensionale Integration

Beispiel 4.14.

1. Spezialfall d = 1: Seien A = [a,b] C R und ¥ € C!([a, b], R™) eine Kurvenparametrisierung. Dann gilt

b
arca(U(A)) = / 1dA(z) = / Veram(9,9) (1) dt = / (), B (1) dt = 2().
A a

w(A)

2. Spezialfall d = 2 und n = 3: Hier stimmt die Gramsche Determinante gram(a,b) zweier Vektoren
a,b € R? mit der quadrierten euklidischen Norm des Kreuzproduktes ||a x b||3 dieser Vektoren iiberein,
d.h.

/ g(x) dA(z) =/g(‘1’(u,v))\\51‘1’(u,v) X 029 (u, v) |2 d(u, v).

W(A) A

3. Seien U C R™ offen, f € C}(U,R) und ¥ € CY(U,R"*!), gegeben durch ¥(z) = (z, f(x))T € R™ die
Standardparametrisierung des Graphen von f. Dann ist [¥] eine n-dimensionale Fliche im R"*! und

area(¥(U)) = / 1dA(z) :/\/gram(al\ll(x),...,8n\Il(x))dx:/\/14—HV\IJ(:E)|§dx. O
U U

v (U)

4.5. Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Definition 4.15.

Eine Menge S C R™ heifit eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit (K > 1), wenn es zu jedem p € S
eine Umgebung V,, C R™, eine offene Menge U, C R" und eine Abbildung ¥, € C*(U,,V,, N S) gibt, so
dass ¥, : U, — V,, N S ein Homeomorphismus ist und d¥,(z) : RY — R™ fiir jedes x € U, injektiv ist.

VU, heifit ein lokales Koodinatensystem in einer Umgebung von p und V,,N.S eine Koordinatenumgebung.

Bemerkung 4.16.

1. Jede Flichenparametrisierung ¥ € C*(U, R™) definiert trivialerweise eine Mannigfaltigkeit mit globa-
lem Koordinatensystem W.

2. T,(S) = d¥(¥~1(p))R? heift der Tangentialraum an S in p. Es gilt stets dim7T,(S) = d, denn
d¥(g)er,...,d¥(q)eq sind linear unabhéngige Elemente von Ty (4)(S) und bilden damit eine Basis des
Tangentialraums.

3. Np(S) =T, (S) = {z e R | Vy € T,,(S) : (x,y) = 0} heikt der Normalraum an S in p. Dieser hat die
Dimension dim N,(S) =n — dimT,(S) =n —d. O

Definition 4.17.

Sei die beschrinkte Menge G C R"™ ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhéngend. Dann heifft OG ein
glatter Rand, falls zu jedem x € 9G eine offene Umgebung V,, C R™ und eine Abbildung v, € C*(V,,R)
existieren mit Vi), (y) # 0 fiir alle y € V, und GNV, = {y € V; | ¥.(y) < 0}.

Bemerkung 4.18.

In diesem Fall gilt 9 NV, = {y € V; | ¥.(y) = 0}, d.h. der Rand kann lokal als Nullstellenmenge einer
differenzierbaren Abbildung geschrieben werden. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es dann
(eventuell nach Koordinatenumnummerierung) eine offene Menge U, C R"!  ein kompaktes Intervall
I, C R und eine Auflésung ¢, € C*(U,,R) mit GN (Up x I,) = {y € Uy X I, | yn < ©2(¥1, -, Yn_1)}
sowie OGN (Uy x I) ={y € Uy X I | Y = @Y1, ey Yn—-1) }

Ist dieses @, a priori bekannt, so kann man ¥, (y) = yn — ©(y1, ..., Yn—1) wihlen und OG lasst sich lokal
als (n — 1)-dimensionale Fliche parametrisieren via ¥, € C*(U,, R™) mit ¥, (y) = (y, ¢(y))T. O
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4 Mehrdimensionale Integration 4.6 Die Integralsdtze von Gaufs und Stokes

Definition 4.19.

Sei G C R”™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand OG. Dann heifst zu © € G der eindeutig
bestimmte Vektor #(z) € R™ aus dem eindimensionalen Normalraum N,(0G) mit ||F(z)]] = 1 und
x +ev(z) ¢ G fiir alle hinreichend kleine € > 0 der dukere Normalenvektor an z und 7 : 90G — R™ das
Normalenfeld an 0G.

Bemerkung 4.20.

Wird G lokal bei  durch {1,.(y) = 0} dargestellt mit ¢, (y) = yn — @z (Y1, ..., Yn—1), dann ist das dufsere
Normalenfeld ¥ von dG gegeben durch
Vb (x) (=Veo(z1, .y Tp_1),1)T

U =+ =4 .
) = @~ S o e 0

Bemerkung 4.21.

Seien S eine Mannigfaltigkeit f € C°(S,R™). Der Triiger supp(f) = {x € S| f(x) # 0} sei kompakt. Dann
wird supp(f) durch endlich viele Koordinatenumgebungen V3 NS, ..., V,,, N S iiberdeckt mit zugehorigen
lokalen Koordinatensystemen U9 : U; — V; N S, i = 1,...,m, und es gibt glatte Funktionen ¢; : R» — R
mit supp(p) C V; und p1(z) + - + @m(x) = 1 fiir alle € supp(f). Wir bezeichnen die Familie
{pi | i=1,...,m} als eine Zerlegung der Eins auf supp(f). %

Definition 4.22.

Sei S eine Mannigfaltigkeit und f € C°(S,R") habe einen kompakten Triiger mit zugehdriger Zerlegung
der Eins {¢; | i = 1,...,m}. Wir definieren das Integral von f iiber S als

m

/ @) dA@) =Y / i) f(x) dA(z).
S

ileiﬂS

4.6. Die Integralsitze von Gaufi und Stokes

Bemerkung 4.23.

Wir verallgemeinern im Folgenden den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
[ f@ =)~ 1@
[a,b]

auf hohere Raumdimensionen. O

Satz 4.24. (Satz von Gaub)

Seien U C R" offen, F € C1(U,R"), 2 C R" ein beschriinktes Gebiet mit 2 C U und stetigem duReren
Normalenfeld v : 9Q — R™ an der (n — 1)-dimensionalen C*-Fliche 9Q. Dann gilt:

/(div F)(z)dx = /(F(x),ﬁ(m))dA(x)

Q o0

Beweis.

Wir betrachten zunéchst zwei Félle, bei denen 2 ein Quader im R™ ist bezie-
hungsweise ein deformierter Quader, der eine gekriimmte Seite besitzt.

Anschliefsend partitionieren wir 2 mittels der Zerlegung der Eins und erhalten
so klassische Quader im Inneren von 2 und deformierte Quader am Rand von
Q. Auf diese beiden Fille konnen wir dann die zuvor gezeigten Teilresultate
anwenden.

Fig. 17: Zerlegung von 2.
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4.6 Die Integralsdtze von Gaufs und Stokes

4 Mehrdimensionale Integration

1. Sei Q ein Quader; (E sei n = 2, d.h. Q@ = [a1,b1] X

via einer stiickweisen Kurve ¥ = ([y1], [v2], [v3], [74]) :

v : 00 — R"™ durch

2. Sei Q ein in einer Raumrichtung deformierter Quader. Zu x € R™ setzen wir & = (1, ...,

)=(
)=(
)=(
)=(

a1 + t(bl — al) a2)
b1, a2 + (t — 1)(b2 — ag)),

b+ (t = 2)(b1 — a1),b2),
al,bg + (3 — t)(bg — ag)),

-
/

al

[t

'([0,4])

(F(ay +t(by — a1),a2), (0,

[\

[az, b2]. Wir parametrisieren den Rand von §2
[0,4] — R? und das zugehérige Normalenfeld

ﬁl (l‘) = (0’ _1)?
Va(z) = (+1,0),
v3(z) = (0,+1),
Za(x) = (=1,0),

—1)>(b1 — al) dt

/<F(bl,a2 + (t - ].)(bg - GQ)), (+1, 0)>(02 - bg) dt

1
+

az

/(F(b1 +(2—1)(b1 —a1),b2), (0, +1))(ar — by)dt

2
+

t as dt+/F1(b1,t)dt+\/FQ(?f,bQ)dlfﬁ*/*Fl(al,t)dt

1 bo
/i
0z

3

0
(21, 22) + =

6562

<F’(CL17 bs + (3 - t)(bz — ag)), (—1, 0)>(b2 — ag) dt

ba

a2

by

ba

a2

$1,JL‘2 dl’gdl‘l-i-\//iFQ 1‘1,:1?2 dIdel

dann konnen wir € darstellen als

mit f € C'([a,

Dabei ist a,, willkiirlich so gewihlt, dass supp(F') C

O([a,b]) = {z €R" | & € [,

Beachte, dass F
auf allen Seiten des Quaders [a, b] bis auf [a, b]

Nach der Kettenregel gilt

div(F o ®)(

SS 2006

O(x) =

n

Z

ay az

x {0}.

ZdF

50

= 0 auf ®([a,b])\Q erfiillt ist. Weiterhin gilt F o ® =0

, 00)
b,

Py, ) (w1, 22) = / (div F)(z) dz

Q

Q={zeR"|&c(ab & an <z, < f(&)}

erfiillt
") via

8
356]

n n

j=11i=1

l‘n_l) € Rn_l,

b],R), so dass W : & — (&, f(#)) den Deckel ¥([a,b]) des Quaders parametrisiert.
(a,b)x (an

ist. Wir definieren die Koordinatentransformation ® € C!([a,
(&, zn + f(2)),
wobei a,, = @, — max{f(z) | & € [@,b]} <0 und b, = 0. Dann gilt:

b, an + f(2) < xn < f(2)}
=QU{z eR" | &€ [ab], an+ f(&) <z, < dn}.

Fig. 18: Der deformierte Quader
mit als Graph parametrisiertem
Deckel.
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4 Mehrdimensionale Integration 4.6 Die Integralsdtze von Gaufs und Stokes

und wir erhalten 9
div(F 0 ®)(z) = (div F)(®(@)) +df () 5~ (F o )(@).

Ein nach auften gerichteter Vektor des Normalraums an = € 8Q lbt gegeben durch

0x1 O0Tp_1

- o , . 0 . - - -
v(x) = (— 5 f(@), = f(#), 1)7 17(2)ll2 = V/gram(01 (), ..., 0n—1¥ ().
Schlieflich ist d®(x) eine Dreiecksmatrix mit Diagonale (1,...,1)T, d.h. det d®(x) = 1. Damit gilt:

/(div F)(z)dx = / (div F)(z) dx = / (div F)(®(x)) - | det d®(z)|dx

Q ®([a,b]) [a,b]

= /div(FoH)(x)dx— / df(z )333 (F o ®)(z)da
la,b] [a,b] "
/F (,0)) dx—/dffc / 9z x) dx, dZ
la, b] la, b] [an,0]
— [ Fu(w@) - as@)F(u(a) di - / (P(W(2), F(¥(#))) di
[a,b] [@,b]

— [ (@), @) Eran @@, 01 0@ di
[a,b]

= [ 0l F@) e = [0, Fe) )
([a,b]) o0

3. Sei nun  ein allgemeines Gebiet, das den Voraussetzungen des Gaufischen Integralsatzes geniigt. Zu
jedem = € ) existiert dann eine Umgebung vom Typ Q, = (a.,b,) € U mit Q, C Q fiir z € , so
dass Q. NN fir alle x € 9N eine Koordinatenumgebung ist, welche sich parametrisieren lisst durch
U, mi(Qr) = R™ mit mi(y) = 9 = (Y1, o0y Yie1, Yit1, - Yn) € R™. U, ldsst sich explizit wihlen als
\I}r(y) = (ylv e Yi—1, f(g)vyz, “‘aynfl)' Dabei ist SpeZieH 71—1(\:[](37)) = g

Da Q kompakt ist, lisst sich Q mit Quadern iiberdecken, Q C (a™,b((V) U --- U (al™,b(™)). Wir
konstruieren nun eine Zerlegung der Eins {¢1,...,om} C CH(R™,R), d.h. es gelten supp(p;) C Q; und
o1(z) + -+ pm(x) =1 fiir alle z € Q. Wir erhalten:

Q/(divF)(x)dm:/(dW(éWF)) _y /dw (pi - F))(z)d

=1 Q
= div(¢p; - x)dx + div(p; - F)(z) dx
i QIZCQ Q/z Z.Qiﬁzﬁﬁ#@ Qz[Q
- Y @ Faweni@s Y [ ) Fe)p@)dae
:Q;CQ 00, 1:Q;NONAD QiNON
= Y [ ) Fewe)dae) =3 [ e Fe)v@)diw)
1:Q;NONFAD Q;NON i:IQiﬂ(r)Q
_ / (F(2), v(z)) dA(z). O
o0
Bemerkung 4.25.
Gilt speziell supp(F) C Q, d.h. F =0 auf 09, dann ist
/(divF)(z) dz = 0. O

Q
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4.6 Die Integralsdtze von Gaufs und Stokes 4 Mehrdimensionale Integration

Korollar 4.26. (Greensche Formeln)

Seien f,g € C?(Q2,R). Dann gelten die beiden Integrationsformeln

/f(ff) -Ag(r)de = —/<Vf(x),V9(w)>dw+ /f(ff) (Vy(z),v(z)) dA(z),
Q Q o

/f(a?) “Ag(z) —g(x) - Af(z)de = — / f(@) - (Vg(z),v(2)) — g(x) - (Vf(2),v(2)) dA(z).
o0

Q

Beweis.

1. Definiere das Vektorfeld F(z) = f(x) - Vg(x), dann gelten (divF)(z) = f(z)Ag(x) + (Vf(x), Vg(z))
und (F(z),v(z)) = f(x)(Vg(x),v(z)). Die behauptete Gleichheit folgt dann aus dem Satz von Gauf.

2. Die zweite Formel folgt offenbar unmittelbar aus der ersten. (Il

Satz 4.27. (Satz von Stokes)

Seien [¥] C R? eine C%-Fliche mit zusammenhéingendem, stiickweise glattem Rand [y] und stetigem
Normalenfeld v, V C R eine offene Umgebung von [¥] und f € C}(V,R3) ein glattes Vektorfeld. Dann
gilt:

JU < @) @) dA@) = [ (7). da).

[¥] (]

Beweis.

Seien 2 C R? ein Parametergebiet, ¥ € C?(Q2,R?) eine Parametrisierung der Fliche und g : [0,.%] — R?
mit g(t) = (u(t),v(t)) eine Bogenldngenparametrisierung des Randes von 2. Dann lédsst sich der Rand
von [¥] parametrisieren durch « : t — ¥(g(¢)) und der Satz von Stokes in parametrisierter Form liest
sich als

/ (V% F)(W(,0)), (90 X 0,0 (u, v)) d(u, v) = / (1)), 4(0) .

Q [0,Z]

Der positiv orientierte Tangenteneinheitsvektor an + ist 7,(t) = (@(¢), 9(t)) und der zugehorige dubere
Normalenvektor damit v, (¢) = (9(t), —u(t)). Mit dem Satz von Gauf§ erhalten wir so

/ (f(v(£)), (1)) dt = / Fe(v@0) 32 (8) + £y (v () (8) + £ (v (8)) 7= (F) dt
[0,Z] [0,.Z]

Wy 0 0)(1) + 1-0(1)) (W= 0 ) (1)

= [{(tom (5% )+ tom (G ) rom (5% ) (1) (efen)) ) atwo)

o0
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Ubungsaufgaben

= / div((fx o) (65;1/\12) +(fy00) (%fﬁJ +(fo ) (85;1/\172) ) (0,0) d(u, )
Q

+0u((f0910,9.) = 0,((£. 0 W0 .) ) () duo)

/ (au(fz o \I])av\Px - a’u(f:r o \Ij)auqll + 6u(fy © \Ij)av‘l’y - av(fy © \IJ)aU\IIy
L 0u(f. 0 W)W, — By (S, o q/)au\pz> (Z) d(u, v)

_ / (8u(fx 0 V)T + (fo 0 W)y T — Dyl fo 0 W)Wy — (o 0 W)Dyduls
+ 0u(f,y 0 W)y Ty + (f, 0 U)9udyTy — Dul(fy 0 W)y — (£, 0 U)d T
+0u(f. 0 W)D W, + (f2 0 W), — By (fo 0 VYDV — (2 0 q:)avau\ps (g) d(u, v)

Q/ (0.trz0

(
_(az f
(
(
(
(

o oW)0, ¥y + 0,(fz 0 V)0, ¥,)0, ¥,
WU, )0, U

+

Oz(fy 0 )8 W, +0y(fyo
—(d D)

( y (fa
( (
z(yo 0V, + 9y (fy o
(f2 (
( (

)au\py +a (fy )81 ) vy
U)0u Wy + 0-(fy 0 V)0, V)0, ¥y
)0u Wy + 02 (f2 0 V)0, V)0,V
)8, Wy, + 8.(f. qf)avqu)au%) Cj) d(u,v)
(3y(fz o \Ij)(aulpyavqj'p - 81)\ijaqur) + az(f'p o \P)(aquzav\llr - 31;\I’zaqur)

Q4 0,(fy 0 W) Vs0, Ty — 8, W,0,0,) + O:(f, 0 V)(9, V.0,V — 8,V.0,7,)
+0p(f. 0 U)(0,0,0,0, — 8,0,0,0.) + 8, (f. 0 ¥)(9,¥,0,¥. — 6U\1/yau\112)> Cj) d(u,v)

Oo(f- 0 V), U, + 0,
— (s fzoqf)a U, +0,

_|_

/ ( fz 0 W) — 0.(f, 0 V)0, 0,0 — 0,0,0,V.)
o 0.(fo 0 0) — y(f2 0 U)) (0 V.0, , — 0, 0,8, ,)
( 0x(fy 0 W) = 0y(fu 0 ¥))(0uV,0,¥, — avqlzaulpyo (5) d(u,v)

((V x )(T(u,v)), (0,F x 0,¥)(u,v))d(u,v) |

D\

Bemerkung 4.28.

Physikalische Interpretation: Die Zirkulation eines Feldes F' ldangs eines geschlossenen Weges entspricht
dem Fluss des Rotationsfeldes rot(F) = V x F durch die vom Weg eingeschlossenen Fliche. O

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. (p-Normen auf R™)
1. Seien n € Nund 1 < p < co. Beweisen Sie fiir die p-Norm || - ||, auf R™ die folgende Ungleichungskette:

2lloe < llzllp < llzll < Vallzll2 < 2fl2]w.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle z € R” gilt ||z]|oc = lim ||z||p.
p—00

Aufgabe 2. (Frobenius-Norm fiir Matrizen)

Die Frobenius-Norm || - || ist definiert fiir Matrizen A € R"*"™ durch [[Aflr = /3" >° aF;. Zeigen Sie:
i=1;j=1
1. || - ||p erfiillt die Axiome einer Norm auf R™*™.

2. || - || ist submultiplikativ, d.h. [|AB|r < ||Allr||B]lr.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 3. (vertrégliche Matrixnormen)

1. Sei || - || eine Norm auf R™. Zeigen Sie, dass | A|| = sup { A=) | z € R\{O}} eine Norm auf R™*™ ist.

[E]

2. Zeigen Sie, dass fiir diese Matrixnorm gelten || Az|| < ||A]| ||z|| fir alle x € R™ sowie || AB|| < || 4]l || B]|-

n n
3. Zeigen Sie, dass ||All1 = max Y |ag| und [|Allec = max > |apl.
i:l,..‘,n k=1 ]C:LH.,TL i=1
n

4. Zeigen Sie, dass ||A]|3 < > 37 |au/|? erfiillt ist, dass aber im Allgemeinen keine Gleichhheit gilt.
i=1 k=1

Aufgabe 4. (Spektralnorm)

Zeigen Sie, dass fiir die zu || - |2 : R" — R gehorige Matrixnorm || - || : R"*™ — R gilt: || A2 ist gleich
der Wurzel des maximalen Eigenwerts der symmetrischen Matrix AT A.

Aufgabe 5. (Konvergenz in metrischen Ridumen)
Auf dem Raum X aller reellen Zahlenfolgen definieren wir eine Abbildung d : X x X — R via
d(z,y) :i%q e =yl
1 + @k — yil
1. Zeigen Sie, dass d wohldefiniert ist, d.h. dass die Reihe stets konvergiert.
2. Zeigen Sie, dass d die Axiome einer Metrik erfiillt und (X, d) somit ein metrischer Raum ist.

3. Seien & = (Tpk)nen € X und € = (Tn)nen € X. Zeigen Sie, dass die Folge (£k)reny € X genau dann
fiir & — oo bzgl. d gegen £ € X konvergiert, wenn alle Komponentenfolgen (z,x)nen C R fiir n — oo
bzgl. | - | gegen Z,, € R konvergieren.

Aufgabe 6. (Stetigkeit in metrischen Rdumen)

Seien (X, d) ein metrischer Raum und x¢ € X. Uberpriifen Sie die Abbildung f : X — R, gegeben als
f(x) = d(zg, z), auf Stetigkeit, gleichmifige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit.

Aufgabe 7. (Metrische und topologische Ridume)

1. Seien (X, d) ein metrischer Raum und ¢ : X x X — R definiert durch é(x,y) = min(d(z,y), 1). Zeigen
Sie, dass (X, J) ein metrischer Raum ist und dass eine Menge in (X, ) genau dann offen ist, wenn sie
in (X,d) offen ist.

2. Zeigen Sie, dass eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X genau dann offen ist, wenn sie Umgebung
all ihrer Punkte ist.

3. Wir setzen N = {0, N} U{U C N | N\U ist endlich}. Zeigen Sie, dass A eine Topologie auf N definiert,
in der das Hausdorffsche Trennungsaxiom nicht gilt.

Aufgabe 8. (Inneres und Abschluss)
Seien R™ mit der Normtopologie versehen und A, B C R™. Zeigen oder widerlegen Sie:
A=A, A% = A0, A°NB°=(AnNB)°,
A°UB°=(AUB)°, ANB=ANB, AUB=AUB.

Aufgabe 9. (Rand)
Seien R™ mit der Normtopologie versehen und A. Zeigen Sie:
1. A ist genau dann offen, wenn A keinen seiner Randpunkte enthalt.

2. A ist genau dann abgeschlossen, wenn A jeden seiner Randpunkte enthélt.
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Aufgabe 10. (Topologisches)
Bestimmen Sie den Abschluss, das Innere und den Rand der Menge M = {(z,sin1) | z € (0,1]} C R%

Aufgabe 11. (Folgenrdume)

Betrachten Sie die Folgenrdume

<

s = {(@a)nen CR | supza] < oo} ,
neN

S

n— oo

<

2= {(In)nEN CR| lim z, existiert} ,
3= {(xn)neN CR| nh_)rrgo T, = ()} ;
Xy ={(@n)nen CR|INeN:VR >N : 2, =0}.

1. Zeigen Sie, dass X2 und X3 abgeschlossene Unterraume von X; bzgl. der Norm || - || sind.

2. Bestimmen Sie den Abschluss von X, in X7 bzgl. || - ||co-

Aufgabe 12. (Vertriglichkeit von Matrix-Vektor-Folgen)

Seien X,Y Banachrdume, £(X,Y") der zugehorige Raum der linearen Operatoren, versehen mit der zu
II'llx, |- [[v gehorigen Operatornorm, (A, )nen € Ly (X,Y") eine konvergente Operatorfolge mit Grenzwert
A€ Lp(X,Y) und (2,)neny C X konvergent mit Grenzwert 2 € X. Zeigen Sie, dass dann (4,2 )neny C Y
gegen Ay € Y konvergiert.

Aufgabe 13. (Stetigkeit von Umkehrfunktionen)
Seien D C R™ kompakt und f : D — R™ stetig und injektiv. Dann ist auch f=!: f(D) — D stetig.

Aufgabe 14. (Delta-Distribution)

Bezeichne B(R",R) = {f : R" — R | sup{|f(z)| | z € R"} < 0o} den Raum der punktweise beschrinkten,
reellwertigen Funktionen auf R™ und § € L (B(R™,R),R) die Funktion 6(f) = f(0). Bestimmen Sie die
Operatornorm |[|§|| von 4.

Aufgabe 15. (Normredundanz auf R)

Sei || - || eine Norm auf R. Zeigen Sie, dass dann ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle z € R gilt ||z| = c|z|.

Aufgabe 16. (Stetigkeit fortgesetzter Funktionen)
1. Uberpriifen Sie, in welchen Punkten (z,y) € R? die folgende Funktion f : R? — R stetig ist:

sin(zy)/(zy?), z#0&y#0

_ 1/y r=0&y+#0
0 r=0&y=0

2. Untersuchen Sie die Funktion ¢ : R” — R™ mit ¢(z) = lzllee . o auf Lipschitz-Stetigkeit.

el

Aufgabe 17. (Durchschnitt kompakter Mengen)

Seien X ein normierter Vektorraum, (K,),eny € X eine Folge kompakter Mengen in X und es gelte
K, 11 C K, fir alle n € N. Zeigen Sie, dass dann auch der Durchschnitt (J{K,, | n € N} kompakt ist.
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Aufgabe 18. (Ableitungsbegriffe)
Seien o € R\{0}, D = R*\{0} und f : D — R definiert durch f(z) = ||z||5.

1. Bestimmen Sie das erste und zweite totale Differenzial, die partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung, die Richtungsableitungen, die Jacobi-Matrix, den Gradienten und die Hesse-Matrix von f
in einem beliebigen Punkt z € D.

2. Fir welche Punkte x € D gilt Af(z) =07

Aufgabe 19. (Totales Differenzial und Jacobi-Matrix)
Seien (z,y) € R? und ¥ = (v, v2) € S*. Berechnen Sie zur Abbildung
f:R* >R, f(z,y) := xsin(zy)

das totale Differenzial f’ = d f, die Jacobi-Matrix J¢(z,y) in (x,y) sowie die Richtungsableitung D f (z, y)
in Richtung v.

Aufgabe 20. (Totales Differenzial)

Sei A € R™*™ eine Matrix, f : R” — R mit f(z) = T Az die zugehdrige quadratische Form und xy € R™.
Ermitteln Sie anhand der Definition des totalen Differenzials die Ableitung df(z¢) von f im Punkt x.

Aufgabe 21. (partielles Ableiten)
Untersuchen Sie die Funktion f : R? — R, gegeben durch
flz,y) = yv2u? + 92,

auf partielle Differenzierbarkeit und berechnen Sie wo moglich die partiellen Ableitungen.

Aufgabe 22. (partielle und totale Differenzierbarkeit)

Wir setzen die Funktionen f, g,k : R2 — R, gegeben durch

3 3

(z—y)

Ty _(z-y)

f(xay):\/TTyQ; 9(557?/)—1,274_3/2;

h(z,y) =

im Nullpunkt durch 0 fort.

Berechnen Sie wo méoglich im Punkt (0,0) die Ableitungen in Richtung @ € S! und iiberpriifen Sie die
Funktionen auf totale Differenzierbarkeit.

Aufgabe 23. (Richtungsableitungen)
Seien M = {(z,y) € R? | =y und = # 0} und f : R? — R gegeben durch

e? -1 (z,y)eM
f(xay){ 0 (x,g)%M

Zeigen Sie:

1. fist in (z,y) € R? partiall differenzierbar < (z,y) ¢ M.

2. Fiir jedes v € R? mit ||v|| = 1 existiert die Richtungsableitung D, f(0).

3. Es gibt ein v € R? mit ||v|| = 1 und D, f(0) # (v, Vf(0)). Insbesondere ist f in 0 nicht differenzierbar.

Aufgabe 24. (Richtungsableitungen und Differenzierbarkeit)
Betrachten Sie die Funktion f : R? — R, gegeben durch

f(z,y) = Vl]zyl.

Fiir welche Richtungen h = (hq, h2) € R? existiert die Richtungsableitung (h o V)f(0,0) im Punkt (0, 0)
und fiir welche nicht? Ist f in (0,0) partiell differenzierbar? Ist f in (0,0) differenzierbar?
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Aufgabe 25. (Stetigkeit und Differenzierbarkeit)
Zeigen Sie, dass die im Nullpunkt durch 0 fortgesetzte Funktion f : R2 — R mit

fwy) =y s () €RV0,0))

im Ursprung unstetig, aber in alle Richtungen differenzierbar ist.

Aufgabe 26. (Eulersche Homogenitétsrelation)

Sei f : R™ — R differenzierbar in R\{0}. Zeigen Sie, dass genau dann ein o € R mit f(tx) = t*f(z) fir
alle t > 0 und x € R™\{0} existiert, wenn (Vf(z),z) = af(z) fir alle z € R™\{0} erfiillt ist. f heifit in
dem Fall positiv homogen vom Grad a.

Aufgabe 27. (lokale Auf- und Abstiegsreichtungen)

Ein Wanderer steht im Punkt (0,0,0) auf der durch z = f(z,y) = sin(xy) definierten Fliche. Er mochte
auf direktem Wege, d.h. iiber die Gerade y = z, den Punkt (1, 1,sm(1)) erreichen, kann aber maximal
Steigungen von 45° bewéltigen. Wird er sein Zlel erreichen?

Aufgabe 28. (Gradient und Hoéhenlinien)
Seien U C R™ offen, f : U — R stetig differenzierbar, z € U und ¢ := f(z). Zeigen Sie, dass
Vf(@)LN(e) :={z €U f(z) =},
d.h. dass fiir jedes stetig differenzierbare ¢ : (—¢, €) = R™ (¢ > 0) mit ¢(0) = z und Bild(y) C Ny(c) gilt:
(¢'(0), Vf(x)) =0

Aufgabe 29. (Vektoranalysis)

Die Divergenz eines differnenzierbaren Vektorfeldes v : U C R™ — R"™ ist

dive = Z g;l

und die Rotation im Fall n = 3 ist definiert als

oty = (8 Ove O Ovs Ova On
- Bxg 8%3’ 8x3 8x1 ’ 8x1 8x2 '

Der Laplace-Operator A bildet eine zweimal differenzierbare Funktion h : U C R™ — R ab auf
82h

Ah =divgrad h = Z

1. Seien U C R3 offen und F : U — R? ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld. Zeigen Sie:
divrot F = 0.

2. Seien U C R™ offen und f, g : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Zeigen Sie:
A(f-g9)=f-Ag+2Vf,Vg)+g-Af.

Aufgabe 30. (Zustandsgleichungen der Gasdynamik)

1. Fiir ein ideales Gas mit Druck P, Volumen V und absoluter Temperatur T gilt die Zustandsgleichung
PV = (T fiir eine gewisse Gaskonstante c. Zeigen Sie:

ov oT opP

aT dP OV

2. Fiir ein reales Gas mit Druck P, Molvolumen V und absoluter Temperatur 7" gilt die Van der Waalsche
Gleichung (P + % )(V — b) = RT fiir gewisse Materialkonstanten a, b, R. Zeigen Sie, dass dieses Gas
ebenfalls der obigen Differenzialgleichung geniigt.
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Aufgabe 31. (Diffusionsgleichung)
Zeigen Sie, dass die Funktion h : R>g x R? — R, gegeben durch

1 x2 +y2
h(t,z,y) := sy <— p” ) (v>0)

eine Losung der Diffusionsgleichung ist:
dwult,z,y) = v(0? + 3§)u(t,:c,y)

Hintergrund: u ist die Temperaturverteilung einer Platte mit Wéarmeleitfdhigkeit v in Abwesenheit von Warmequellen.

Aufgabe 32. (Satz von Schwarz)

Zeigen Sie: Die Funktion f : R2 — R, gegeben durch
22 — 12

f(z,y) = zy (z,y) € R\(0,0)

x2_|_y2’

mit £(0,0) = 0 ist auf ganz R? stetig differenzierbar, aber nicht zweimal stetig differenzierbar.

Aufgabe 33. (Satz von Taylor)

Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung von f: Rsg x Ryg — R, gegeben durch

-y
x? - )
f(z,y) P

im Punkt P = (1,1) bis einschlieflich den Gliedern zweiter Ordnung.

Aufgabe 34. (Taylorpolynome)

Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades

am Entwicklungspunkt p € R? fiir die beiden Funktionen f(z,y,z) = x23%2* mit p = (1,1,1) und
g(z,y,2z) = exp(2z + 3z) cos(y) an p = (0,0,0).

Aufgabe 35. (Taylorentwicklung)
1. Bestimmen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades 77 der Funktion f : R — R,
f(z1, 2, x3) = sinxq cos xo exp T3
am Entwicklungspunkt (0, 0, 0).
2. Zeigen Sie, dass fiir alle € R® mit |z;| <1072, 4 = 1,2,3, gilt |f(z) — T7(z)] < 107°.

Aufgabe 36. (Eindeutigkeit der Taylorapproximation)
Begriinden Sie, dass zu der durch
f(z,y) =sin(exp(zy) = 1),  (z,y) €R?
gegebenen Funktion genau ein Polynom der Form
p(z,y) = ap + a1® + azy + azx”® + aswy + asy’

existiert, mit dem fiir die Groke op = sup |f(z,y) — p(z,y)| gilt:
224y2=R?2

li -2 =
Rlinm(R or) =0,

und geben Sie dieses Polynom an.
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Aufgabe 37. (Konvexitét)
Sei D C R™ offen. Eine Funktion f D — R heifit konvex, wenn
Ve,y e D:V0 € [0,1]: f(1L =0z +0y) < (1—0)f(x)+0f(y).
1. Zeigen Sie: f € C*(D,R ist genau dann konvex, wenn H ¢ () fiir alle z € D positiv semidefinit ist.
2. Sei D = R2. Sind die Funktionen fi(z,y) = 2* + 4> —x — y, fa(x,y) = sin(zy) konvex?

Aufgabe 38. (Rotationsinvarianz des Laplaceoperators)

Seien u € C*(R",R) und A € R™*" orthogonal, d.h. es gelte ATA = Id. Zeigen Sie: (Au)o A = A(uo A).

Aufgabe 39. (Beweisaufgabe zur Differenzierbarkeit)

1. Seien U C R" eine offene Umgebung der Null, f,g : U — R stetig und f in 0 differenzierbar mit
f(0) = 0. Zeigen Sie, dass ¥ : U — R mit ¢(z) = f(z)g(z) in 0 differenzierbar ist und bestimmen Sie
Vi (0).

2. Seien g : R — R beliebig und f : R? — R definiert durch f(z,y) = yg(x). Zeigen Sie, dass f genau
dann in (0,0) differenzierbar ist, wenn ¢ in 0 stetig ist.

Aufgabe 40. (Polarkoordinatentransformation)

Betrachten Sie die Argumentfunktion ¢ : R — (0,27) mit (x,y) — ¢(z,y) der Transformation auf
zweidimensionale Polarkoordinaten (x,y) = ®(r,¢) = (rcos¢,rsin¢) auf dem geschlitzten Kreisring
R={(z,y) € RARY x {0} | 1 < 22 + 4? < 4)}.

Zeigen Sie, dass ¢ auf R differenzierbar ist und dass V¢ auf R beschréinkt ist, dass ® aber nicht global
Lipschitz-stetig auf R ist.

Aufgabe 41. (Laplaceoperator in Polarkoordinaten)

Bezeichne wieder @ : (0,00) x R — R? mit ®(r, p) = (r cos ¢, rsin ¢) die Polarkoordinatentransformation.
Zeigen Sie, dass fiir jedes f € C?(R",R) gilt

1 02

9?2 10
(Af)ocl):w(fo(l))—y;g(foq))—&-ﬁa—@z(fo@).

Aufgabe 42. (Koordinatentransformation)

Eine Abbildung T : R? — R? sei definiert durch

_{ cosh(6) cos(y)
T,) = ( sinh(0) sin(p) /)~
1. Formulieren Sie eine hinreichende Bedingung dafiir, dass 7" lokal umkehrbar ist, und ermitteln Sie alle
Punkte (p,0) € R?, in denen diese Bedingung nicht erfiillt ist.
2. Zeichen Sie einige p-Koordinatenlinien fiir 8 > 0.

3. Berechnen Sie den Schnittwinkel der Koordinatenlinien von ¢ und 6.

Aufgabe 43. (Lokale Umkehrbarkeit)

Es sei ¢ : R? — R? definiert durch ¢(z,y) = (2* — 2y?, 2%y — ¢®). Man finde die Menge aller Punkte
p € R?, fiir die es offene Mengen U,V C R? gibt, so dass p € U, ¢(p) € V und ¢ € Diff* (U, V), der Menge
aller stetig differenzierbarer Abbildungen von U nach V', die eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung
besitzen.
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Aufgabe 44. (Satz iiber inverse Funktionen)
Betrachten Sie die Abbildung

F:Q=fQ, Q={(z,y)eR’|z>0,y>0}
gegeben durch

% — 3xy? )
T,y) = x,y) € Q).
fan=(55"% ) (e
1. Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (z,y) € @ lokal umkehrbar ist.

2. Tatséchlich hat f eine globale Umkehrabbildung g : f(Q) — Q. Wie oft ist g differenzierbar?

3. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J;(—2,2) der Umkehrabbildung im Punkt (—2,2).

Aufgabe 45. (C!-Diffeomorphismen)

Seien X C R™ offen, f € C1(X,R™) und Y = f(X). Ferner gebe es ein a > 0, so dass fiir alle z,y € X
gilt | f(z) = f(y)| = alz —yl.

1. Zeigen Sie: Y C R™ ist offen und es gilt f € Diff'(X,Y).

2. Im Fall X =R™ ist auch Y =R™.

Aufgabe 46. (Storungsstabilitit von C-Diffeomorphismen)

Seien f € Diff' (R™) und g € C*(R™). Weiter sei eine der folgenden Voraussetzungen erfiillt:
1. £~ und g sind global Lipschitz-stetig.

2. Der Tréger supp(g) = {z € R™ | g(x) # 0} ist beschrénkt.

Zeigen Sie, dass dann ein € > 0 existiert, so dass f + eg € Diff' (R™) fiir alle € € (—¢g,&g) erfiillt ist.

Aufgabe 47. (Banachscher Fixpunktsatz)

Seien E = [0,1]> C R? und ®(z,y) = (3 cosz + ty, £ (zy® + sinz)) auf E definiert.

1. Zeigen Sie, dass ® eine Selbstabbildung auf F ist.

2. Zeigen Sie, dass ein g € (0,1) existiert, so dass fiir die Jacobi-Matrix von ® gilt ||d®(z, y)|« < ¢
3. Zeigen Sie, dass das folgende nichtlineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt:

6x = cosz + 2y, 8y = xy® + sin .

Aufgabe 48. (Nichtlineare Variableneliminierung)
Sei F: R? — R gegeben durch
F(z,y,2) = 2> + 22y — 4oz + 2y — 1.

1. Zeigen Sie, dass durch F(z,y,z) = 0 in einer Umgebung U von (z,y) = (1,1) implizit eine Funktion
z = z(x,y) mit 2(1,1) = 1 definiert ist.

2. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von z nach z und y im Punkt (1,1).

Aufgabe 49. (Lokale Auflgsungsfunktionen)
1. In welchen Punkten (z,y,2) € R3 ist das Gleichungssystem
w2 —y? =0, P —22=0
lokal auflésbar?
2. Zeigen Sie, dass das System bei (1,1,1) lokal nach (y, z) aufgelost werden kann.

3. Bestimmen Sie die Ableitung der Auflésungsfunktion x +— (y(x), z(x)) durch implizites Differenzieren.
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Aufgabe 50. (Auflosbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme)
Fiir welche der Punkte (—4,1), (=2, —2), (6,1) in R? lisst sich die Gleichung
2?2 — 2xy + 4y =28

in einem Intervall um z eindeutig und stetig differenzierbar nach y auflésen?

Aufgabe 51. (Satz iiber implizite Funktionen)
1. Zeigen Sie, dass das nichtlineare Gleichungssystem
r+y—z=-1
vyt +z=1

lokal um die spezielle Losung (zo, yo, 20) = (0,0, 1) nach z,y aufgeldst werden kann, d.h. dass es eine
Umgebung U, C R um 1 gibt, so dass fiir alle z € U, Punkte z,y € R derart existieren, dass (x,y, 2)
eine Losung des Systems ist.

2. Berechnen Sie durch implizites Differenzieren die Ableitungen der beiden Auflésungsfunktionen in zj.
3. Geben Sie den maximalen Bereich U, an.

4. Zeigen Sie, dass das System global nach x, z aufgelost werden kann.

Aufgabe 52. (Implizites Ableiten)

r—tu

Gegeben sei O(t,z,u) =e —u (t,z,u € R). Zu zeigen sind:

1. ®(t,x,u) = 0 ist in einer Umgebung von (0, x, e*) nach u auflésbar.
2. Die partiellen Ableitungen der Auflésung U (¢, x) aus der impliziten Gleichung ®(¢,z, U (¢, z)) = 0 16sen
die Differenzialgleichung
0

01
&U(t, x) + %§U(t, r)? =0. (Burgers-Gleichung)

Aufgabe 53. (Optimierungsaufgabe)

Welcher der Quader aus R? mit Kantenlingensumme gleich @ > 0 hat das gréfite Volumen?

Aufgabe 54. (Parameterabhingige Optimierung)

Gegeben sei fiir jedes ¢ € R die Funktion f, : R? — R mit f(z,y) = (2® + y* — 1)2 — cx. An welchen
Punkten ist V f. = 07 Wo hat f. sein globales Minimum?

Aufgabe 55. (Lineare Regression)
Seien A € R™*™ mit rang(A) = n (speziell m > n) und b € R™.
1. Bestimmen Sie die Menge aller kritischen Punkte von f: R™ — R, f(x) = ||Az — b||3.

2. An welchen dieser Punkte liegt ein lokales (striktes) Minimum vor?

Aufgabe 56. (Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung)

Finden Sie Funktionen f : R> — R und Punkte (z,y) € R? folgenden Eigenschaften:
1. f besitzt in (z,y) ein lokales, isoliertes Minimum und H(x,y) ist positiv definit.
2. f besitzt in (z,y) einen Sattelpunkt und H ;(x,y) ist indefinit.

3. f besitzt in (z,y) ein lokales, nicht isoliertes Minimum und Hs(x,y) ist positiv semidefinit.
4. f besitzt in (z,y) einen Sattelpunkt und Hs(z,y) ist positiv semidefinit.

5 (z,y)

. [ besitzt in (z,y) ein lokales, isoliertes Minimum und H(x,y) ist positiv semidefinit.
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Aufgabe 57. (Kriterien fiir kritische Punkte)

Seien D C R"™ offen, f € C?>(D,R) und x € D. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche nicht?
Bei welchen der Implikationen gilt die Umkehrung?

1. OIst f/(x) # 0, dann hat f in x kein lokales Extremum. O

2. O Ist Hy(z) negativ definit, dann besitzt f in « ein lokales Maximum. a

Gelte ab jetzt f'(x) = 0.

3. O Ist Hy(z) positiv definit, dann hat f in z ein lokales Extremum. O

4. O Hat f in x ein isoliertes, lokales Extremum, dann ist Hy(x) positiv oder negativ definit. O

5. O Ist Hy () echt semidefinit, so kann f in « ein isoliertes, lokales Extremum haben.

6. O Hat f in « ein isoliertes, lokales Extremum, dann kann #¢(z) echt semidefinit sein.

7. O Ist Hy(z) indefinit, so kann f in z ein nicht isoliertes, lokales Minimum haben.

8. 0 Hat f in x ein lokales, isoliertes Minimum, dann kann 7 ;(x) positiv semidefinit sein.

9. 0 Hat f in x einen Sattelpunkt, dann ist H¢(z) indefinit. O
10. O Hat f in z ein lokales Minimum, so ist H(x) negativ semidefinit. O

Aufgabe 58. (Optimierungsaufgabe)

Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen der Funktion f : R? — R mit

flz,y) = (42® + y°) exp(—az® — 49°).

Aufgabe 59. (Extrempunkte lings von Geraden und Kurven)
Zeigen Sie, dass die Funktion f : R? — R, definiert durch

fla,y) = 22" = 3ay® +

auf allen Geraden durch (0,0) dort ein Minimum hat, aber f kein lokales Minimum in (0, 0) hat.

Aufgabe 60. (Optimalitiatskriterien)

Seien X C R™ offen, f € C}(X,R™) und g : X — R mit g(x) = ||f(z)||2. Weiter bezeichne Iso(R™) die
Menge aller Vektorraumisomorphismen auf R™. Zeigen Sie:

1. Gilt df(x) € Iso(R™) fiir alle x € X, so besitzt g in X kein Maximum.
2. Gilt dartiber hinaus f(x) # 0 fiir alle x € X, so besitzt g auch kein Minimum.

Aufgabe 61. (Lagrange-Verfahren)
Bestimmen Sie Maxima und Minima der Funktion f(z,y) = z(y — 1) auf {(z,y) € R? | 2% + ¢ < 1}.

Aufgabe 62. (Volumenoptimierung unter Nebenbedingungen)
Bestimmen Sie das groftmogliche Volumen eines achsenparallelen Quaders, der dem Ellipsoid

.,1,/,2 2 22
+y+2=%
C

E= {(x,y,z) €R3 =t

einbeschrieben ist.

Hinweis: Jeder achsenparallele, in E einbeschriebene Quader besitzt genau eine Ecke (z,y, z) € E, die im nichtnegativen
Oktanten {x >0 & y > 0 & z > 0} C R3 liegt, also geniigt es, die Volumenfunktion (z,y, z) ++ zyz dort zu untersuchen.
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Aufgabe 63. (Restringierte Optimierung)

Die minimale Distanz zwischen dem Punkt (0,c) € R? (¢ € R) und der Parabel {(z,z?) | z € R} soll
berechnet werden.

1. Formulieren Sie die Fragestellung als Minimierungsproblem mit Nebenbedingung.
2. Zeichnen Sie den Graphen sowie die Niveaulinien der zu minimierenden Funktion.
3. Losen Sie das Problem.
4

. Zeigen Sie, dass die Verbindungslinie zwischen dem Punkt (0,¢) und dem néichsten Punkt auf der
Parabel die Kurve senkrecht durchschneidet.

Aufgabe 64. (Geometrische Optimierung)

Seien a, b, ¢, d Vektoren des R™ mit b,d # 0. Wir definieren zwei Geraden z(s) = a + sb, y(t) = ¢ + td,
wobei s,t Parameter aus R. Gesucht sind die globalen Extremstellen der Abstandsfunktion ® : R — R
mit ©(s,t) = ||z (s) — y(1)]3.

Aufgabe 65. (Abstandsminimierung unter Nebenbedingungen)
Bezeichne I' die Schnittkurve der affinen Ebene F mit dem Kegel K,

E={(z,y,2) € R® | 2y + 4z = 6}, K = {(z,y,2) € R®| 2% = 222 + ¢*}.
Welcher Punkt auf I' hat den kleinsten und welcher den gréfsten zum Nullpunkt?

Aufgabe 66. (Optimalititskriterien zweiter Ordnung unter Nebenbedingungen)

Untersuchen Sie die Funktion f : R® — R mit f(x,y,2) = (z +y + 2)? auf der Oberfliiche des Ellipsoids
E = {(x,y,2) € R? | 22 4+ 2y + 322 = 1} auf lokale und globale Maxima und Minima.

Hinweis: Seien U C R" offen, f € C2(U,R), g € C*(U,R™), m < n und rang(dg(z)) = m fiir alle z € U. Existiert dann
ein Lagrangemultiplikator A\g € R™, so dass der Punkt (zg,\o) € U x R™ eine kritische Stelle der Lagrange-Funktion
F(z,\) = f(z) + (\, g(x)) ist, und ist die Hesse-Matrix V2 F(x0, \o) negativ bzw. positiv definit auf dem Tangentialraum
Ty(xo) = {x € R™ | (dgi(z0),z) =0, i = 1,...,m}, so ist zg ein stirktes lokales Maximum bzw. Minimum von f unter der
Nebenbedingung g = 0.

Aufgabe 67. (Kurvenlingen)

1. Betrachten Sie die Kurvenparametrisierungen « : [0,27] — R2, 8 : [-1,1] — R?, v : [0,1] — R3 und
§:[0,27] — R? mit

a(t)z(lsmt>, ,3(t)=< ¢ ) (1) = ?Zi’ff , 5(7:):(0053’5).

_ ;3
1—cost cosht £33 sin” ¢

Berechnen Sie die Léngen der zugehdrigen Kurven.

Bestimmen Sie mittels der Substitution ¢ = sinh(u) die Lénge der durch y(t) = (¢, 3¢?), ¢ € [0,sinh(1)],
parametrisierten Kurve.

Aufgabe 68. (Bogenlingen und Kurvenintegrale)
1. a) Berechnen Sie die Lange der Zykloide (Radkurve) y(t) = r(t—sin(t), 1—cos(t)) fir r > 0, ¢ € [0, 27].

b) Berechnen Sie die Lénge Kardioide (Herzkurve), welche in Polarkoordinaten parametrisiert wird
durch r(¢) = a(l + cos(p)) mit ¢ € [—m, 7).

Hinweis: Die kartesische Darstellung einer Kurve in Polarkoordinaten ist y(¢) = (r(p) cos(¢), () sin(p)).

2. Berechnen Sie lings der Kurven I' = {(z,y) € (0,00)? | z—z + ‘Z—j =1} und 7 : t — (¢, 3V8t3, 5t7)

(t € [0,1]) die Kurvenintegrale
/xy ds, /:cyz ds.

r bl

Hinweis: Parametrisieren Sie zunéchst den in algebraischer Form gegebenen Ellipsenbogen I'.
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Aufgabe 69. (Evolute des Kreises)

Der Endpunkt eines straff gespannten, vom Einheitskreis abgewickelten Fadens der Lange m beschreibt
eine ebene Kurve, die Evolute des Kreises. Die Anfangslage des Fadenendes sei der Punkt (1,0); es wird
gegen den Uhrzeigersinn abgewickelt.

Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung ~(¢) des Evolutenbogens, die Koordinaten des Fadenendes,
nachdem der Faden vollstédndig abgewickelt ist, sowie die Lénge der Evolute.

Aufgabe 70. (Rektifizierbarkeit)
Zeigen Sie, dass die durch v : [0,1] — R? mit

s

~(t) = (t,t2 cos t2) und ~(0) = (0,0)

parametrisierte Kurve differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist und auch keine endliche Lénge
besitzt.

Aufgabe 71. (Zykloide)

Ein Rad mit Radius R > 0 rollt mit konstanter Geschwindigkeit v > 0 iiber die xz-Achse. Auf dem Rad
ist ein Punkt P = (p1,p2) markiert (wobei der Abstand von P zur Radachse auch mehr als R betragen
darf).

1. Habe die Radachse zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Koordinaten M (0) = (0, R) und habe P(0) die Koordi-
naten p;(0) = 0 und p2(0) = R + r. Bestimmen Sie die Position z = p;(¢) und y = p2(t) des Punktes
zur Zeit t.

Hinweis: Addieren Sie zum Positionsvektor M (t) der Radachse den um den Winkel a(t) rotierenden Verbindungsvektor
zwischen M (t) und P(t).

2. Bestimmen Sie die Zeiten ¢, zu denen die Momentangeschwindigkeit || P(t)|| maximal bzw. minimal
wird. Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

3. Zeichnen Sie die Positionskurven von P, fir R = 1, t € [0,67] und r € {1,1,2} in ein gemeinsames
Schaubild.

Aufgabe 72. (Parametrisierung von Kurven und Fléchen)

Skizzieren Sie (wenn’s geht ohne vorherige Zuhilfenahme von Graphikprogrammen) die folgenden Objekte:

ucos(v)
71 (R) fiir 1 (¢) = <t cos(t)) C R? I'1([0,27] x [0,1]) fiir Ty (u,v) = | usin(v) | C R3

tsin(t) ”
t sin(u) cos(v)
2 (R) fiir y2(t) = tcos((t)) CR3  Ty([0,27] x [0, 7]) fiir o (u,v) = | sin(u) (SlI)l(U) C R3.
tsin(t cos(u

Aufgabe 73. (Geometrie des Torus)

1. Finden Sie eine Parametrisierung f : [0,27] x [0,27] — R? des
Torus (“Doughnuts”’) mit “Durchmesser” R und “Dicke” r.
Hinweis: Definieren Sie zunéachst einen Kreis in der zy-Ebene vom Radius R
und lassen Sie anschliefend um diesen einen Kreis mit Radius r rotieren.

2. Sei P = f(u,v) ein Punkt auf dem Torus. Parametrisieren Sie die
Tangentialebene an den Torus in P.

3. Seien z € [0,27]2 und ¢ € R2 Beschreiben Sie den Verlauf der
Kurve y(t) = f(z + t£). Wie wirken sich grofe bzw. kleine Kom-
ponenten von & aus?

Fig. 19: Ein dreidimensionaler Torus.
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Aufgabe 74. (Kugelkoordimnten)

Betrachten Sie die Transformationsabbildung ® : R? — R3,

: [ P
rsind cos ¢ I
(x,y,2) = ®(r,d,¢) = | rsindsinp P ﬁr ————
’d | ~.,
r cos ¥ | o
1 Jo y
1. Leiten Sie anhand der Skizze den Ubergang von sphérischen zu kar- \ P
tesischen Koordinaten her. ‘\\
x \

Hinweis: Fiihren Sie geeignete rechtwinklige Dreiecke ein und driicken Sie
mittels trigonometrischer Funktionen Kanten iiber Winkel aus.
Fig. 20: Sphirische Koordinaten im R3.

2. Zeigen Sie:
a) @ ist in jedem Punkt (x,y, z) mit (z,y) # (0,0) lokal umkehrbar.
b) & ist in keinem Punkt auf der z-Achse lokal umkehrbar.
c) ® ist bijektiv als Abbildung

@ : (0,00) x (0,7) x (—m,7] = R*\{(z,y,2) |z =0& y =0}

Leiten Sie dazu die Darstellung der Umkehrfunktion durch Auflésen nach r, 4, ¢ her.
3. Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion.

Aufgabe 75. (Toruskoordinatentransformation)

Ein Torus mit Radien 0 < r < R lésst sich durch die folgende Nullstellenmenge darstellen:

B,y 2) = (02 + 9% + 22 + R —12)2 — AR (a2 + y2) = 0.

—

. Zeigen Sie: Die Gleichung ist in jedem Punkt auf dem Torus lokal nach einer der Variablen auflosbar.
2. Bestimmen Sie mittels impliziten Differenzierens die Ableitungen der Auflésungsfunktion z = z(y, 2).

3. Geben Sie fiir jeden Punkt (z,y, z) auf dem Torus mit z,y,2 # 0 und 2% + y* # R? die Auflésungs-
funktionen nach x, y und z explizit an.

4. Leiten Sie die x-Auflésung nach 3, z ab und {iberpriifen Sie, ob Ihr Resultat mit den zuvor bestimmten
impliziten Ableitungen {ibereinstimmt.

Aufgabe 76. (Transformation von Integralgrenzen)

Vertauschen Sie bei den folgenden beiden Integralen die Integrationsreihenfolge.

1 22 1 3z
//f(fv,y)dydx, //g(x,y)dydx-
0 23 0 2z

Hinweis: Das Ziel der Aufgabe besteht in der korrekten Transformation der Integrationsgrenzen.

Aufgabe 77. (Iterative Integration)

Bezeichne O den Quader [1,2] x [2,4] x [0,2], A das Dreieck mit den Ecken (0,0), (2,0), (2,—1), A die
Flédche zwischen der Geraden y = x und der Parabel y = %mz und ) der Einheitskreis um 0. Berechnen
Sie die folgenden Integrale:

/%d@,y,z), /m+2y2d(x,y), /W@d(x,y), /lx\+3\yld(xvy)-
O

T+y
A A O
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Aufgabe 78. (Satz von Fubini)
1. Berechnen Sie {iber dem Dreieck A mit Ecken (0,0), (1,0), (1,1) das Integral

sinx
[ = dw)

A

Y
(22 + y2)2

//f(ﬂmy) dy dw, //f(wyy) dz dy, /f(w7y)d(m7y)-
RR RR R2

3. Zeigen Sie, dass fiir die Funktion f : [0,1]> — R mit

2. Berechnen Sie — falls moglich — fiir die Funktion f(z,y) = mit (z,y) # (0,0) die Integrale

1 1
f(a:,y):y—z(0<a:<y§1), f(amy):—? O<y<ax<l), 0 sonst

die Integrationsreihenfolge nicht vertauscht:
11

0/ 0/ f(a,y) dyde £ 0/1 0/1 f(z, y) da dy.

Aufgabe 79. (Transformationssatz)

Berechnen Sie

Bl

min{y~ 7}

1
/ / 25 cos(z°y) da dy.
0 1

Aufgabe 80. (Volumen von Schnittkorpern)

Berechnen Sie die Volumina der folgenden Kérper im A C R3:
1. A ist der Schnittkdrper des unendlichen Quaders [0,3] x [0,1] x R mit den beiden Halbrdumen
{(z,y,2) €ER3 | 2 > —x — 2y} und {(z,y,2) € R® | 2 < 22 + y}.

2. A ist derjenige Korper, der vom Dreieck mit Eckpunkten (0,0,0), (2,0,0), (0,1,0), von der Fliche
{(z,y,2) € R® | z =2y} und von der Ebene {(z,y,2) € R® | 1z 4+ y = 1} begrenzt wird.

3. A wird durch die beiden Paraboloide {z = 2% + y*} und {z = 8 — 22 — y?} berandet.

Aufgabe 81. (Volumen und Oberflache von Rotationskérpern)

1. Berechnen Sie das Volumen des in sghérischen Koordinaten gegebenen Kegels
3 hR
Ky =<(r,p,h) €R’ | re O’f ,p €10,27],h € [0,H] ».

2. Berechnen Sie die Oberflidche des in kartesischen Koordinaten gegebenen Kegels

/22 1 02
ng{(:c,y,z)eR3|O§z§h<1—w)}.

R

Aufgabe 82. (Schwerpunkt des Kugeloktanten)
Berechnen Sie den Schwerpunkt des Korpers

C={(z,y,2) €R* | [[(2,9,2)II” <1, ,y,2 > 0}.

Hinweis: Der Schwerpunkt einer beschrankten Menge A C R™ ist definiert durch

1 1
S=—— dx = dux, ... n d. .
vol(A)/x v J1ldz (/xl “ ,/m I)
A A

A A
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Aufgabe 83. (Integration mit Zylinderkoordinaten)
1. Zeigen Sie, dass fiir die Abbildung ® : R? — R? mit

D(r, ¢, z) = (rcosd,rsin g, z)

gelten: ® ist auf (0,00) x (0,27) x R injektiv und das Bild von R x [0, 27] x R unter ® ist ganz R3.
2. Berechnen Sie die Jacobi-Determinante det(d®).

3. Berechnen Sie die Volumina des Halbzylinders
Zi={(z,y,2) ER® | y>0& 0<2<h & 0<a? +y? < R?}
und des Hohlzylinders

Zy ={(z,y,2) eR* | 0< 2 <h & R} <2 +y° < R3}.

4. Bestimmen Sie das Integral

/ -z d(z,y, 2).
/22 1 42 1 22
Z2

Aufgabe 84. (Integration mit Tetraederkoordinaten)

Seien a,b,c > 0. Betrachten Sie die Punkte (a,0,0); (0,b,0) und (0,0, c), welche im R3 eine Ebene E
definieren.

1. Definieren Sie die Menge aller Punkte V' C R3, welche zwischen E und den Koordinatenebenen liegen.
2. Berechnen Sie das Volumen von V.

3. Berechnen Sie

/xzy d(z,y, 2).

|4

4. Fiihren Sie (2) und (3) unter Verwendung der Substitutionsregel durch, d.h. definieren Sie eine Ko-
ordniatentransformation ® : R3? — R?, die den Einheitswiirfel des R? stetig differenzierbar auf das
Tetraeder V abbildet, und benutzen Sie dann die Transformationsformel.

Aufgabe 85. (Stochastische Integrale)

1. Berechnen Sie das uneigentliche Integral

oo
_ 2
/ewdx.
— 00

Hinweis: Machen Sie den Ansatz ([ exp(—22)dz)? = ([ exp(—2?) dz)([ exp(—y?) dy), wenden Sie den Reduktionssatz
an und rechnen Sie anschliefend in Polarkoordinaten.

2. Seien A € R™ " eine symmetrische, positiv definite Matrix und Q(z) = T Az die zugehérige qua-
dratische Form. Bererchnen Sie in Abhé#ngigkeit der Eigenwerte Aq,..., A, von A das uneigentliche

Integral
/ e 9@ qg.

R™

Aufgabe 86. (Oberflichenintegral)

Seien h > 0 und n € N. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Wendelfliche mit Ganghthe h und Umdre-
hungszahl n:
D(t,0) = (tcosy, tsinp, hp) 0<t<R, 0<p<2mn.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 87. (Guldinsche Formeln & Transformationssatz)

Rotiert der Graph einer stetigen Funktion f € C%([a,b],[0,00)) um die z-Achse, so entsteht ein dreidi-
mensionaler Korper, dessen Volumen und Oberfliche gegeben sind durch die Formeln

b b
V:ﬂ'/f(x)de, O=27r/f(x)\/1—|—f’(x)2dx.

1. Berechnen Sie das Volumen und die Oberfliche einer Kugel vom Radius R durch Rotation eines
Kreisbogens um die z-Achse.

2. Berechnen Sie Volumen und Oberflache eines Torus mit Radien r, R durch Rotation eines Kreises mit
Radius r und Mittelpunkt (0, R) um die z-Achse.

3. Berechnen Sie nun mittels Transformationssatz das Volumen und die Oberfliche der Kugel und des
Torus.

Aufgabe 88. (Vivianisches Fenster)

Das Vivianische Fenster entsteht durch den Schnitt eines
Zylinders Z mit einer Kugel K,

(-3)+<(3)}

x? 4 y? + 22 <R2}.

Z = {(x,y,z) eR3

K= {(x,y,z) e R3

1. Berechnen Sie die Zylinderoberflache innerhalb der Ku- Fie. 215 V - s Seh
. . . . ig. : Vivianisches Fenster als Schnitt eines
gel und die Kugeloberfliche innerhalb des Zylinders. Zylinders mit einer Kugel.

2. Bestimmen Sie das Volumen des Schnittkérpers.

Aufgabe 89. (Integralsatz von Gauf)

1. Verifizieren Sie den Satz von Gauf im R? fiir einen Zylinder Z des Radius R und der Héhe H und das
Vektorfeld v : R® — R3,

T+vy
Z={(z,y,2) eR® | 2? +y* < R* & 0 < 2 < H}, 2(zy,2) = y+z |,
z+x

d.h. zeigen Sie, dass das Volumenintegral der Quelldichte gleich dem Fluss iiber die Oberflache ist:

/divvdxz /(v,u) ds.
z

oz
2. Zeigen Sie, dass die Gaufische Integralformel nicht fiir die Integration des Vektorfeldes v : R? — R?
iiber den Viertelkreis K gilt:

1 T
K= R2|z>0,y>0& a2 +¢y?°<1 =— )
{(z,y) eR* [ >0, y>0& 2" +y° <1},  v(z,y) poan

Aufgabe 90. (Integralsatz von Stokes)
Verifizieren Sie den Satz von Stokes im R? fiir die Fliche © und die Vektorfunktion v : R3 — R3 mit

)
QZ{(x,y,z)ER?’|z=x2—y2&x2+y2§1}, ’U(xvyvz): z )
x

d.h. zeigen Sie, dass das Flidchenintegral der Wirbeldichte gleich der Zirkulation léings des Randes ist:

/(rotv,l/> ds = /(v,7> ds.
o0

Q
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