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1 ANORDNUNGEN 1.1 GEORDNETE MENGEN

1. Anordnungen

1.1. Geordnete Mengen

Definition 1.1.

Seien X eine Menge und p eine zweistellige Relation auf X, d.h. p C X x X = {(z,y) =,y € X}.
Wir schreiben oft x p y statt (z,y) € p.

p heifit eine Ordnung auf X und (X, p) heilt eine geordnete Menge, wenn gelten:

1. z p x fir alle z € X, (Reflexivitat)
2. (xpyundy pz) = x p 2 fir alle z,y,z € X, (Transitivitét)
3. (xpyund y p x) = x =y fir alle z,y € X. (Antisymmetrie)

Eine Ordnung p heifit vollstéindig oder linear, wenn zusétzlich gilt:

4.z py oder y p x fir alle z,y € X. (Linearitét)

Andernfalls heiflt p partiell.

Beispiel 1.2.

1. Fiir eine Menge M bezeichne P(M) = {N | N C M} die Potenzmenge. Dann definiert die Inklusions-
beziehung
p={(N1,N2) € P(M) x P(M) | N1 C Na}

eine Ordnung auf P(M). Diese ist im Allgemeinen nicht vollstdndig: Sei etwa M = {mj, ma} mit
my # ma, dann gilt fiir Ny = {m;} und Ny = {mo} weder N1 p N3 noch Ny p Nj.

2. Entsprechend ist auch D eine im Allgemeinen unvollstindige Ordnung auf P(M).

3. Die natiirlichen Zahlen N zusammen mit der Teilbarkeitsrelation
p={(n1,n2) € Nx N | ny teilt na}
eine unvollstdndige Ordnung auf N, die wir mit | bezeichnen.
4. < und > definieren vollstdndige Ordnungen auf N, Z, Q, R. O
Bemerkung 1.3.
Sei (X, p) eine geordnete Menge. Dann ist (Y, p|y) fiir jedes Y C X eine geordnete Menge, wobei
ply ={(z,y) €Y xY |z py} =pN(Y xY).

ply heift die Einschrinkung von p auf Y. O

Definition 1.4.
Y heifit eine Kette in (X, p), wenn (Y, p|y) eine vollstandig geordnete Menge ist.

Beispiel 1.5.

1. Ist p vollstdndig, dann ist jedes Y C X eine Kette.

2. {2 | n € N} ist eine Kette in (N, |).

3. {0,{1},{1,2},{1,2,3},...} = {{1,...,n} | n € N} bildet eine Kette endlicher Mengen in (P(N),C). ¢

Bemerkung 1.6.

Wir schreiben meist < statt p und setzen x < y fiir x < y und = # y. O
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1.2 SCHRANKEN UND EXTREMPUNKTE 1 ANORDNUNGEN

1.2. Schranken und Extrempunkte

Definition 1.7.

Seien (X, %) eine geordnete Menge und A C X. Wir nennen a € X ...

1. maximales Element von A in (X, %), falls a € A und es kein b € A gibt mit a < b.
2. minimales Element von A in (X, <), falls a € A und es kein b € A gibt mit a > b.
obere Schranke von A, falls b < a fiir alle b € A.

untere Schranke von A, falls b 3= a fiir alle b € A.

grofstes Element oder Maximum von A, falls a € A und b < a fiir alle b € A.
kleinstes Element oder Minimum von A, falls a € A und b 3= a fiir alle b € A.

Supremum von A, falls a kleinstes Element in der Menge der oberen Schranken von A ist.

® N> o w

Infimum von A, falls a grofstes Element in der Menge der unteren Schranken von A ist.

Bemerkung 1.8.

1. Kleinste und grofste Elemente und damit auch Suprema und Infima sind — sofern wenn vorhanden —
eindeutig bestimmt.

2. Wir bezeichnen das Maximum bzw. Minimum einer Menge A mit max A bzw. min A. Fiir Supremum
bzw. Infimum schreiben wir sup A bzw. inf A.

3. Es besteht ein Unterschied zwischen maximalem Element und Maximum bzw. minimalem Element
und Minimum:

a Maximum von A = a€ Aund Vb € A :a = b, dagegen
a maximales Element von A — ac€AundVbe A:a £b.
In vollstédndig geordneten Mengen gibt es diesen Unterschied nicht. %

Beispiel 1.9.

1. Sei M eine Menge. In der partiell geordneten Potenzmenge (P(M), C) gilt fiir alle Systeme A C P(M):
supA=UA=U{M | M e A} undinfA=NA={M | M € A}

2. Wegen | JA={z |fireinyc Agilt z €y} und NA={x|firalley € Agilt x € y} ist [JO =0 und
(0= M, dh. inf) = M und sup® = 0.

3. Sei U die Menge aller Untervektorrdume eines Vektorraums V. Wir versehen U mit der partiellen
Ordnung U < V :& U ist ein Untervektorraum von V. Dann gelten sup{U,V} = U + V und
mf{U,V}=UnNnV.

4. sup{6,10} = 30 und inf{6,10} =2 in (N, | }.

5. In (N, |) ist die Menge der Primzahlen zugleich Menge der maximalen und der minimalen Elemente
von sich selbst.

6. Fir X = (N>g, |) gilt: X besitzt keine maximalen Elemente. Die Menge der minimalen Elemente von
X ist die Menge der Primzahlen. O

Lemma 1.10.

Seien X nichtleer und endlich und (X, <) eine geordnete Menge. Dann hat X ein maximales Element.

Beweis. (per Induktion iiber n = X))

Sei X = {z}, dann ist x maximales Element von X. Sei X = {1, ..., 2, }, dann besitzt {z1,...,2,_1} ein
maximales Element, (E z;. Dann gilt 1 < x,, d.h. z,, ist maximal, oder x; ist auch maximal in X. O
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1 ANORDNUNGEN 1.3 DAS LEMMA VON ZORN

1.3. Das Lemma von Zorn

Satz 1.11. (Lemma von Zorn)
Sei (X, %) eine geordnete Menge und jede Kette Y C X besitze eine obere Schranke in (X, <).

Dann besitzt X ein maximales Element.

Bemerkung 1.12.
1. Der Beweis kann per transfiniter Induktion gefiihrt werden. Benotigt wird hierfiir das Auswahlaxiom.

2. Dass die leere Kette () eine obere Schranke besitzt, heifit nichts anderes, als dass X nichtleer ist. ¢

Korollar 1.13.
Seien X C P(M) nichtleer und |J A € X fiir alle nichtleeren Ketten A in (X, X).

Dann besitzt X ein maximales Element in (X, ).

Beweis.

Folgt unmittelbar aus dem Zornschen Lemma: Die leere Kette hat eine obere Schranke, da X # (), und
fiir jede nichtleere Kette A ist [J A € X eine obere Schranke in (X, <). Damit sind alle Voraussetzungen
erfiillt. O
Bemerkung 1.14.

Zum Zornschen Lemma sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Zu jeder Menge X gibt es eine Auswahlfunktion F' : P(X) — X, so dass fiir jedes nichtleere U € P(X)

gilt F(U) e U. (Auswahlaxiom)
2. Das Produkt einer Familie nichtleerer Mengen ist nicht leer. (Zermelo)
3. In jeder geordneten Menge existiert eine maximale Kette. (Hausdorfl)

4. Auf jeder Menge X gibt es eine Ordnung <, so dass jede nichtleere Teilmenge von X bzgl. < ein
kleinstes Element hat. (Wohlordnungssatz)

5. Jede Aquivalenzrelation auf einer Menge besitzt ein Reprisentantensystem. O

Definition 1.15.
Seien V ein K-Vektorraum und S C V.
S heifst linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge von S linear unabhéngig ist.

S heift ein Erzeugendensystem von V' (span E = V'), wenn jedes v € V als endliche Linearkombination
von Elementen aus S geschrieben werden kann.

S heifst eine Basis von V, wenn S ein minimales FErzeugendensystem von V ist, d.h. ein minimales
Element von {E C V | span E = V} in der geordneten Menge (P(V), Q).

Bemerkung 1.16.

1. Fir endlichdimensionale Vektorrdume gelten: U = (v1, ..., v, ) ist eine Basis von V < 0 =n & U ist
eine Basis von V, und U ist linear unabhéngig < 20 = n & U ist linear unabhéngig.

2. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir S C V sind dquivalent:

S ist eine Basis von V' <= S ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V'

<= S ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. %
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2.1 GRUPPEN 2 GRUPPENTHEORIE

Satz 1.17.

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis.

Setze X = {S C V | S ist linear unabhéngig } € P(V). Es ist nur zu priifen, ob (X, C) die Vorausset-
zungen des Korollars zu Zorns Lemma erfiillt.

Es gilt: X # (), da § € X. Ist A nun eine nichtleere Kette in (X, C), so ist T = |JA € X, denn seien
v1,...,0, € T paarweise verschieden. Dann gibt es Si,...,S, € A mit v; € S;. Es ist {5,...,5,} C A
eine Kette in (X, C), so dass nach allfdlliger Umnummerierung etwa S; C Sy C -+ C S, gilt. Also sind
V1., Uy € Sy € A C X, dh. (vy,...,v,) ist linear unabhéngig. O

2. Gruppentheorie
2.1. Gruppen

Definition 2.1.

Seien M eine nicht-leere Menge und o eine Verkniipfung auf M, d.h. eine Abbildung o : M x M — M.
Wir schreiben (z,y) — z o y.

M, o) heifst ein Monoid, falls fiir alle z,y,z € M gilt: (roy)oz=x0(yoz Assoziativitét).
Y g Y Y

Bemerkung 2.2.

Es macht also Sinn, x7 o £ 0 x3 0 - - - 0 &, ohne Klammerung zu schreiben. O

Beispiel 2.3.

1. Ng ={0,1,2,3,...} mit der Addition + oder Multiplikation - als Verkniipfung.
2. Analoges gilt fiir Z,Q, R und C.

3. xoy:=z¥ ist in N keine assoziative Verkniipfung: 28" # (234

4

. Seien A, B,C € Mg (n). Es gilt (AB)C = A(BC), d.h. die quadratischen Matrizen {iber einem Korper
K zusammen mit der Matrixmultiplikation bilden einen Monoid.

5. Die Selbstabbildungen auf einer beliebigen Menge X mit der Verkettung
fog:ar flg(x))
als Verkniipfung (Abb(X, X), o) bilden einen Monoid. O

Definition 2.4.

e € M heifit neutrales Element von (M, o), falls fiir alle z € M gilt: xroe=eox = z.

Bemerkung 2.5.
Besitzt ein Monoid (M, o) ein neutrales Element, so ist dieses stets eindeutig bestimmt:

Seien e € M neutral und f € M. Gelte fox =20 f =z fiir allez € M. Dannist e =eo f = f. %

Definition 2.6.

Seien z,y € M. y heifft invers zu x, falls gilt: zoy =yox =e.

Wir schreiben ! fiir das Inverse zu .

SS 2006 6 Martin Gubisch



2 GRUPPENTHEORIE 2.1 GRUPPEN

Bemerkung 2.7.
Jedes Element x eines Monoids (M, o) hat hochstens ein Inverses:

Seien y,z € M invers zu x, dann y =yoe=yo(roz)=(yox)oz)=coz = 2. O

Beispiel 2.8.
1. In (N, ) hat nur das neutrale Element 1 ein Inverses, ndmlich sich selbst.

2. In (Z,+) hat jedes Element z ein Inverses, ndmlich —zx. O

Definition 2.9.

Eine Gruppe ist ein Monoid mit neutralem Element, in dem jedes Element ein Inverses hat.

Beispiel 2.10.
1. (Z,4), (Q,+), und (Q\{0}, ) sind Gruppen; (N, +) und (N\{0},-) sind keine Gruppen.

2. Mg (n),+) und (Jx(n),-), die invertierbaren n x n-Matrizen, sind Gruppen. O

Lemma 2.11.

Ein Monoid (G, o) ist genau dann eine Gruppe, wenn fiir beliebige Elemente a,b € G die Gleichungen
aox =bund x oa = b losbar sind.

Beweis.
1. Sei zuniichst (G, o) eine Gruppe. Dann werden die Gleichungen gelost durch = a~!ob bzw. x = boa™!.

2. Existenz des Neutralen: Sei a € G. Dann gibt es ein e € G mit eoa = a. Wir zeigen, dass dann bereits
xoe=ecox =z fir alle x € G gilt. Sei also x € G beliebig. Dann gibt es ein y € G mit a oy = x und
esist eox =eo(aoy)=(eoa)oy =aoy = x. Analog gibt es ein f € G mit x o f = z fiir alle z.
Wegen e = e o f = f folgt schlieRlich: e ist neutral.

3. Existenz der Inversen: Zu x € G gibt es y € G mit yoxr = e und z mit x o z = e. Dann ist
y=yoe=yo(zxoz)=(yox)oz=eoz=zalsoyox=e=zoy. g

Definition 2.12.
Ein Monoid (M, o) heifst Kommutativitit, falls z oy = y o z fiir alle z,y € M.

Fine kommutative Gruppe nennen wir auch eine Abelsche Gruppe.

Bemerkung 2.13.

Fiir kommutative Verkniipfungen schreiben wir meiste +, fiir nicht kommutative Verkniipfungen -. %

Lemma 2.14.
Sei (M, o) ein Monoid mit neutralem Element e.

Dann bildet die Menge J der inversen Elemente von M eine Gruppe.

Beweis.

Seien z,y € J. Dann ist auch 2y € J, denn (zy)(y '2z7!) = x(yy Yz~ = 27! = e; analog ist
(y~tx~1)(zy) = e. Auberdem gilt e € J : ee = e, d.h. J ist unter o abgeschlossen. Wegen z € 3 = 2~ € J

und (z71)~! = x folgt schlieRlich die Behauptung. O

1
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2.2 UNTERGRUPPEN 2 GRUPPENTHEORIE

2.2. Untergruppen

Definition 2.15.

Sei (G, 0) eine Gruppe mit neutralem Element e. (H, o) heiflt Untergruppe von G, falls H C G und

1. Ve,ye H:xoye H,dh.o: Hx H— H, (Abgeschlossenheit)
2. ec H, (Existenz des Neutralen)
3. reH=ua21eH. (Existenz der Inversen)

Beispiel 2.16.
1. U = (2Z,+) ist Untergruppe von G = (Z,+), wobel 2Z ={2z | 2 € Z} ={z € Z | 32 € Z: z = 22'}.
2. U = (R",") ist eine Untergruppe von G = (R*,-), wobei R* =R\{0} und R* = {z e R | z > 0}. ¢

Bemerkung 2.17.

Fiir H # () geniigt es zu zeigen: z,y € H = zy~! € H, denn:
l.o,yeH=ay teH=ay=a(y )" ' €H,

2. xeH=ax '=ecc H,

.eeyc H=yl=ey ' cH. O

Satz 2.18.
Der Durchschnitt von beliebig vielen Untergruppen einer Gruppe G ist selbst eine Untergruppe.

Beweis.

Der Durchschnitt ist nicht leer, da e in allen Untergruppen und damit auch im Durschnitt liegt. Seien
nun z,y im Durchschnitt, dann liegen x,y in allen Untergruppen von G, d.h. auch xy~! liegt in allen
Untergruppen und damit auch im Durchschnitt. Mit obiger Bemerkung folgt also die Behauptung. [

Satz 2.19.
Sei A eine Teilmenge der Gruppe (G, o). Dann gilt:

r]H:{alo---OOLn|n€N7 aiEAoderai_lerderai:e}.

ACH
H Untergruppe

Diese Menge bildet eine Gruppe, die mit (A) bezeichnet und die von A erzeugte Untergruppe von G
genannt wird.

Beweis.

Es gilt AC H = (A) C H= (A) C () H. Noch zu zeigen: (| H C (A). Es reicht dazu aus, nachzuweisen,
dass (A) eine Untergruppe von G ist.

Seiena=a;o0---oa, € (A) und b="by0---0b,, € (4). Wegen
ab™t = (ay0---0ay)(byo---0by) P =ajo---0a,obto---obt € (A)

folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.20.
1. Sei A ={aq,...,an}. Dann schreiben wir auch (A) = (ay, ..., an).

2. Ist (G, +) abelsch, dann ist (A) = Zay + - - - + Zay,. O
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2 GRUPPENTHEORIE 2.3 GRUPPENORDNUNGEN

2.3. Gruppenordnungen

Definition 2.21.
Seien (G, o) eine Gruppe und a € G.
Sei r € NU {co} minimal mit a” = e. Dann heift r die Ordnung von a in G.

Sei a € G mit (a) = G. Dann heikt G eine zyklische Gruppe.

Bemerkung 2.22.

Sei a € (G,0). Dann ist (a) = {....,a"2,a7 1, e,a,a?,...} = {a" | n € Z} = a”. Dabei ist a° = e und
a™" = (a~hH)". Es gilt: a”a™ = @™ = o™ = a™a". Es konnen hier zwei Fiille auftreten:

1. Fir alle n # m gilt: a™ # ™, d.h. die Abbildung ¢ : Z — (a), n — a™ ist ein bijektiv und
e(n+m) = p(n) - p(m).

2. Es gibt n # m mit ¢ = a™, (E n > m. Dann ist ¢~ = e bzw. es gibt r € N mit a” = e. Sei dieses r
minimal gewihlt, d.h. die (endliche) Ordnung von a. Dann hat (a) = {a°,a?, ...,a" "1} r verschiedene
Elemente: Sei n =rq+ s mit 0 < s <7 — 1. Dann a™ = a""* = a* - (a")? = a®. Falls es nun k,[ gibt
mit 0 <k <l <r—1und a® =d!, dh. e = a'~*. Dies widerspricht aber der Minimalitéit von 7. O

Bemerkung 2.23.

Seien M eine Menge und a,b, ¢ € M. ~ ist eine Aquivalenzrelation, wenn gelten:

1. ~ ist reflexiv, d.h. a ~ a fir alle a € M;

2. ~ ist symmetrisch, d.h. a ~ b = b ~ a fir alle a,b € M;

3. ~ ist transitiv, d.h. a ~bund b ~ ¢ = a ~ c fir alle a,b,c € M.

[a] = {b€ M | a ~ b} heikt eine Aquivalenzklasse.

Aquivalenzklassen sind disjunkt, d.h. es gilt [a] N [b] # ) = [a] = [b], denn ist ¢ € [a] N [b], dann a ~ ¢ und
b~ ¢, d.h. a~bund damit [a] = [b]. O

Definition 2.24.
Seien G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und z € G.

Uz = {uz | v € U} heit eine Rechtsnebenklasse in G. Entsprechend heifst 2U = {zu | v € U}
Linksnebenklasse. Ist G Abelsch, dann heifst xU = Uz einfach Nebenklasse.

Beispiel 2.25.
R* lisst sich zerlegen in (1-R>%) U ((—1) - R>?). Z lisst sich aufteilen in Z = (0 +2Z) U (1+2Z). ¢

Satz 2.26.

Sei U eine Untergruppe einer Gruppe G. Dann gilt: faU = §U.

Beweis.

Wir zeigen: ¢ : U — a2U, u — zu ist bijektiv. Wegen ¢(u) = uz fiir alle u € U ist ¢ surjektiv und wegen
TU] = Tug = U] = U9 ist @ injektiv. O

Satz 2.27.

Seien G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und a,b € G. Dann definiert a ~ b :< ab™' € U eine
Aquivalenzrelation.
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2.3 GRUPPENORDNUNGEN 2 GRUPPENTHEORIE

Beweis.

1. Esista~a,dennaa ' =ec U.

2. Gelte a ~ b, d.h. ab=! € U, dann ba=! = (ab=1)"! € U, also b ~ a.

3. Gelten a ~bund b~ ¢, dh. ab™! € U und be™! € U. Dann ac™t = (ab™1)(be™!) € U, alsoa ~c. O

Bemerkung 2.28.

Es gelten a ~ b < ab™' € U < a € Ub. Die Aquivalenzklassen bzgl. ~ haben die Gestalt [b] = Ub;
insbesondere gilt Ub = Uc genau dann, wenn b ~ c.

Analog definiert auch a ~ b :< a~'b € U eine Aquivalenzrelation mit a ~ b < b € aU. O

Satz 2.29. (Kleiner Satz von Fermat)

Seien G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann gilt: §U teilt $G.

Beweis.

G lasst sich disjunkt zerlegen in G = Uby U --- U Ub,, fiir gewisse Elemente b1, ..., b,, aus G, also gilt
1G = mgU. O

Definition 2.30.

Sei G eine endliche Gruppe. §G heiftt die Ordnung von G.

Bemerkung 2.31.
1. Die Ordnung eines Gruppenelements teilt also stets die Gruppenordnung: Ord(a) = f{a) teilt §G.
2. Speziell: Ist G zyklisch von Ordnung r, d.h. G = (a) fiir ein a € G, dann gilt r = §G. %

Korollar 2.32.

Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

Beweis.

Sei a € G, a # e. Dann gilt: Ord(a) = f{a) teilt G = p. Da p prim ist, folgt Ord(a) = p, also (a) = G.O

Bemerkung 2.33.

Insbesondere ldsst sich jede Gruppe von Primzahlordnung von jedem aufser dem neutralem Element
erzeugen. O

Definition 2.34.

Eine Untergruppe U einer Gruppe G heifst ein Normalteiler von G (in Zeichen: U <1 G), falls fiir alle
a € G gilt: aU =Ua, d.h. aUa~ !t =U.

Bemerkung 2.35.

1. aUa™' C U ist hinreichend fiir U <1 G, denn sei ¢ € U, dann folgt aus aUa™' C U, dass auch
U=aYaUaYa Ca Ua,dh. U=aUa"" .

2. aUa=! = U heifit: Vu € U : aua™! € U, nicht zwingend aua™! = u.

3. In Abelschen Gruppen ist jede Untergruppe ein Normalteiler. %
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2 GRUPPENTHEORIE 2.4 GRUPPENHOMOMORPHISMEN

2.4. Gruppenhomomorphismen

Definition 2.36.
Seien (G,o) und (H,+) zwei Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heift Gruppenhomomorphismus,
falls gilt:

Va,y € G: f(zoy) = f(z)+ f(y).

Einen injektiven Gruppenhomomorphismus nennen wir Gruppenmonomorphismus, einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus Epimorphismus.

Ist ein Gruppenhomomorphismus sowohl injektiv als auch surjektiv, so nennen wir ihn Isomorphismus
und die beiden Gruppen isomorph, in Zeichen: G = H.

Gilt zusétzlich G = H, d.h. ist der Homomorphismus eine Selbstabbildung, so nennen wir einen Auto-
morphismus.

Sei f ein Gruppenhomomorphismus. f(G) = {f(a) | a € G} ={b€ H | b= f(a) fiir ein a € G} heifst
das Bild von f in H. f~1({e}) = {a € G | f(a) = e} heifit der Kern von f.

Bemerkung 2.37.

1. Es gelten f(eq) = e, d.h. Gruppenhomorphismen bilden neutrale Elemente stets aufeinander ab, und
f(z=1) = f(x)~! fiir alle x, d.h. das Bild des Inversen ist immer das Inverse des Bildes eines Elements.

2. Ist f : G — H ein Isomorphismus, dann ist auch f~!: H — G ein Isomorphismus.
3. Bild([f) ist eine Untergruppe von H und Kern(f) ist eine Untergruppe von Gj es gilt sogar H <t{Kern(f).
4. Genau dann ist f injektiv, wenn Kern(f) = {0} erfiillt ist. O

Beispiel 2.38.

1. Die Determinantenabbildung det : (Jx(n),-) — (K\{0}, ) auf der allgemeinen linearen Gruppe Jx (n)
ist ein Gruppenhomomorphismus. det definiert auch einen Gruppenhomomorphismus zwischen der
speziellen linearen Gruppe {4 € Jx(n) | |det(4)| =1} und ({£1},-).

2. Selen G = (Z,+) und (H,-) eine Gruppe. Sei a € H beliebig. Dann ist f : Z — H, f(n) = a” ein

Homomorphismus.

3. Jeder Vektorraumhomomorphismus induziert einen Gruppenhomomorphismus zwischen den zugeho-
rigen additiven Gruppen.

4. exp : (R, +) — (R>9.) liefert einen Gruppenisomorphismus mit inverser Abbildung In. O

Satz 2.39.

Seien G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann definiert (aN)(bN) := (ab)N eine Grup-
penoperation auf H := {aN | a € G} und f : G — H mit f(a) = aN ist ein Gruppenhomomorphismus
mit Kern N.

Beweis.

1. Wohldefiniertheit: Seien a,b € G. Wir miissen zeigen, dass aus aN = a'N und bN = ' N schon
folgt (ab)N = (a'V')N. Wegen o' = d’e € /N = aN und analog ¥ = be € VYN = bN ist
a'b’N C (aN)(bN)N C abNNN (da N Normalteiler); abNNN C abN. Entsprechend ist abN C a'b' N,
insgesamt also abN = o/’ N.

2. H={aN | a € G} ist eine Gruppe, denn aN(bNeN) = a(be)N = abeN = (ab)eN = (aNbN)cN, d.h.
H ist abgeschlossen; weiter ist eV ist neutrales Element: aNeN = aeN = aN (wobei eN = N), und
aus aNa 'N = eN folgt (aN)~! = a !N, d.h. jedes Element in H besitzt ein Inverses.

3. f ist ein Gruppenhomomorphismus, denn f(ab) = abN = aNbN = f(a)f(b).
4. Kern(f) ={a | f(a)=eN}={a|aN=eN}={a|ae N} =N. O
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2.5 FAKTORGRUPPEN 2 GRUPPENTHEORIE

2.5. Faktorgruppen

Definition 2.40.

Seien G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G, dann heifstt G/N := {aN | a € G} Faktorgruppe
von G nach N.

¢:G— G/N, a+— aN heiflt der kanonische Homomorphismus.

Bemerkung 2.41.

Der folgende Satz besagt: Jeder Gruppenhomomorphismus f : G — H lésst sich “einschrinken” auf einen
Gruppenisomorphismus f : G/N — f(G) mit N = Kern(f). Das Diagramm

G H
f
L7
G/N —L- (@)
kommutiert, d.h. es gilt f = f o ¢. o

Satz 2.42. (Homomorphiesatz)
Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt: f(G) = G/N mit N = Kern(f).

Beweis.

1. f: G/N — f(G), aN + f(a) ist wohldefiniert, d.h. fiir aN = a'N gilt f(aN) =
f(a) = f(a'): Sei u € Kern(f) mit o’ = au. Dann gilt f(a') = f(a)f(v) = f(a)e = f(a).

2. f ist ein Homomorphismus: f((aN)(bN)) = f(abN) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aN)f(bN).

3. f ist injektiv: Sei aN € Kern(f), d.h. f(aN) = f(a) = e, dann ist a € Kern(f), d.h. aN = eN ist das
neutrale Element von G/N. O

f(a’N) bzw.

Beispiel 2.43.

Seiena € G, A#eund H = {(a) =a? ={..., a=2, a7, a°, a', a?, ...}. Dann'ist f : Z — H, f(n) = a®
ein surjektiver Homomorphismus. Also ist nach dem Homomorphiesatz H = Z/N mit N = Kern(f). Es
konnen zwei Félle auftreten:

1. N ={e}, dann ist f injektiv, d.h. fiir m # n gilt a™ # o™, und damit H = Z/{0} = Z.

2. Es gibt n1,ns € N mit a™ = a™2, d.h. a besitzt eine endliche Ordnung Ord(a) = n (es gilt n minimal
mit ™ = e. Dann ist N = Kern(f) =nZ = {nr | r € Z}, dennseim =ng+r mit 0 <r <n—1,
dann gilt m € Kern(f) < e = f(m) =a™ = (a™)%" =a" & r = 0.

Damit lassen sich die Elemente von Z/N darstellen als {0 + nZ,...,(n — 1) + nZ} und Z lésst sich
zerlegen in die Partition Z = (04+nZ)U---U ((n — 1) + nZ). O
Bemerkung 2.44.
Sei n € N gewahlt. Wir schreiben m := m + nZ. Es gelten:

1. M1 + Mz = my + ma, denn (my + nZ) + (ma + nZ) = (m1 + me)nZ per Definition der Addtition auf
Z/nZ.

2. My =MMg & mp—mge =0& m; —ma € nZ < n teilt my — mo. Wir schreiben m; = mso oder auch
m1 = meo mod n. my und ms heiflen kongruent.

Wir schreiben Z/nZ = {m | m € Z}. O

SS 2006 12 Martin Gubisch



2 GRUPPENTHEORIE 2.6 SYMMETRISCHE GRUPPEN

Beispiel 2.45.

1. Sei G = p prim. Sei a # e, dann gilt: Ord(a) teilt p = Ord(a) = p, d.h. G = (a) = Z/pZ. Insbesondere
gibt es zu jeder Primzahl bis auf Isomorphie nur eine Gruppe dieser Ordnung.

2. G = 4. Dann konnen eintreten:
a) Es gibt a # e mit Ord(a) =4, d.h. G = (a) = Z/4Z ist zyklisch.

b) Alle a # e haben die Ordnung 2. Dann gilt a®> = ¢ = a~! = q fiir alle a € G, d.h. jedes Element
ist invers zu sich selbst. Sei b € G verschieden von a, e. Dann ist ab # a,b, e, d.h. G = {e,a, b, ab}
und es gilt ab = (ab)™* = b~ta~! = ba, d.h. G ist Abelsch. G heift die Kleinsche Vierergruppe.

Insbesondere gibt es bis auf Isomorphie nur zwei Gruppen der Ordnung vier. %

Bemerkung 2.46. (Dimensionsformel)

Seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann ist (U, +) insbesondere eine Unter-
gruppe von (V,+), d.h. (v1 +U) + (v2 + U) definiert eine Gruppenoperation auf V/U = {v+U | v € V'}
und ¢ : V' — V/U mit ¢(v)*v+U ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Wir zeigen: V/U wird via
a(v+U) = (aw)+U zu einem Vektorraum und ¢ definiert einen Vektorraumhomomorphismus zwischen
V und V/U.

1. Unabhéngigkeit des Vertreters: gelte v+U =o'+ U, dann ist v—v' € U, also a(v—v') = av—av’ € U
und damit av + U = av’ + U.

2. ¢ ist K-linear, denn ¢p(aw) = av +U = a(v+U) = ap(v).

Aufierdem gelten Kern(¢) = U und Bild(¢) = V/U. Damit erhalten wir eine Dimensionsformel fiir
Quotientenvektorrdume:

dim V = dimKern¢g + dim Bild¢ = dim U + dim V/U = dimV/U =dimV —dimU. ¢

Bemerkung 2.47.
Eine Gruppe G nennen wir einfach, falls G nur die trivialen Normalteiler {e} und G selbst hat.

Beispielsweise ist Z/nZ genau dann einfach, wenn n eine Primzahl ist: Z/nZ ist stets Abelsch, d.h.
jede Untergruppe von Z/nZ ist ein Normalteiler von Z/nZ. Nun hat Z/nZ genau dann nichttriviale
Untergruppen, wenn n nicht prim ist. %

2.6. Symmetrische Gruppen

Definition 2.48.

Sei X eine Menge. Dann heifft Sx = Aut(X) = {f : X — X | f bijektiv} die symmetrische Gruppe
bzw. Permutationsgruppe der Menge X.

Beispiel 2.49.

Es bezeichne S,, die symmetrische Gruppe der Menge X = {1,...,n}. Wir schreiben
T = fla) =bi, s flan) = ba.
by - by

1. Wegen S5 = #{id, (3

7)
1
2. S5={id, 313, (153

1 2 3 123\ (1 2 3 ” 12 3\ (1 2 3 1 2 3

2 1 3 1 3 2 L 2 31 31 2 /) 1 3 2 2 1 3
Insbesondere ist zwar #S3 = 3! = 6, aber S5 # Z/6Z. Damit kann es auch kein a € S3 geben mit
Ord(a) = 6, sonst G = (a) = Z/6Z. O

} = 2 prim ist Sy = Z /27, insbesondere kommutativ.
)

, ...} ist nicht kommutativ:
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2.7 FEHLSTANDE UND SIGNATUREN 2 GRUPPENTHEORIE

Definition 2.50.
In S,, heifst 0 = (b1, ..., by,) ein Zyklus der Lange m, falls o(by) = ba, o(ba) = b3, ..., 0(bm) = b1.
Ein Zyklus der Lange 2 heifst eine Transposition.

Beispiel 2.51.
Die Zyklen (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) in S5 sind per Definition identisch; ebenso (1, 3,2),(2,1,3),(3,2,1).
Untergruppen von S3 sind damit:

{e}; {e,(1,2)}, {e, (1,3)}, {e,(2,3)} {e, (1,2,3)}, {e,(1,3,2)}.

{e, (1,2)} ist kein Normalteiler von S3, denn

(173) {67 (1’2)} (1’3)71 = (1’3) {67 (172)} (173) = {6, (273)}

Analog sind auch {e, (1, 3)} und {e, (2, 3)} keine Normalteiler von Ss. Aber U := {e, (1,2,3),(1,3,2)} ist
Normalteiler von S3: aUa™" ist Untergruppe der Ordnung 3, da x +— aza~' ein Automorphismus von S3
ist. Also aUa~! =U. O

Lemma 2.52.

Jedes o € S, ist ein Produkt von Transpositionen, d.h. ¢ = 7 o - -+ o 7, mit Transpositionen 7; € .S,,.

Beweis.

Fiir ¢ = id gilt: id = 7 o 7 fiir ein beliebiges 7 € S,,. Sei nun ¢ # id und sei 4; minimal mit o (i) # 41
(= o(i1) > 1i1). Setze 71 = (i1,0(i1)) und o4 = 71 0 0. Sei i3 minimal mit oq(i1) # is (= i1 < i2). Setze
T9 = (i2,01(i2)) und 09 = 79 001 = 75 077 0 0 w.s.w.. Schlieklich ist o = 7,007 00 = id, d.h.
O=T 00T, =T 00T O

Satz 2.53.

Sei 79 = (1,2). Zu jeder Transposition 7 € S,, gibt es dann ein o € S, mit 7 =corpoo 1.

Wir sagen dann, 7 ist konjugiert zu 7p.

Beweis.

Sei 7 = (I, k) mit [ # k. Setze o so, dass ¢(1) = k und 0(2) = [. Dann gelten fiir k,! und alle j # k,[:
(cotoo ) (k) =1, denn ks 1+ 21,
(cotoo () =k, denn I+ 2+ 1k,
(coToo 1)(j) =j, denn j— o' (j) = o1 (j) = J. 0

2.7. Fehlstinde und Signaturen

Definition 2.54.
Ein Paar (i, 7) heifit Fehlstand von o € Sy, falls ¢ < j und o(i) > o(j) gelten.

Die Signatur eines Zyklus in S, ist definiert als

sgn(o) =

+1 falls o eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat
—1 falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstianden hat

Bemerkung 2.55.

Es gilt sgn(ry) = —1. Wir werden zeigen, dass sogar fiir jede Transposition 7 in S, gilt sgn(r) = -1. ¢
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2 GRUPPENTHEORIE 2.7 FEHLSTANDE UND SIGNATUREN

Lemma 2.56.

Die Signaturabbildung sgn besitzt die Représentation

SgH(O') — H U(]) — J(Z)

L j —1
1<) J

Beweis.

Bezeichne m die Anzahl der Fehlsténde von o. Dann gilt:

[[e)—c@)= JI @@ -o@) II loG)-o@] (1)

i<j i<j 1<j
o(i)<a(4) o(i)>o ()
= (0" [[le) o = 0™ -JJG -0,
i<j i<y
also ist sgn(o) = (-1)™ = H M. O
Ll =1
1<g

Satz 2.57.
Es gilt sgn(7 o o) = sgn(7)sgn(o), d.h. sgn : S,, — {1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis.

Nach der Darstellungsformel gilt

sntro0) = [[ LD =T(eE) _ ] 7o) = (o) o) =20 _ pprio(9) = rlod)

Weiter ist

HT(U(J))*f(U(Z)) _ H T(i(@i_;((‘;@)) H 7(o(j)) —
o() <o (j) o())>0())

Vi T
: o(j) —a(i)

i<j irj
o(1)<o(j) <j
o(i)<o(j)
_ o) -rloW) _ -t _ o g
o(i)<a(j) o(j) — o i) i I
Korollar 2.58.
Jede Transposition 7 € S,, besitzt eine negative Signatur: sgn(r) = —1.

Beweis.

Es gilt 7 = 0 0o g 0 0! fiir einen geeigneten Zyklus o € S,,, also

sgn(7) = sgn(o)sgn(7p)sgn(o 1) = sgn(o)sgn(o)sgn(o) = —1. O
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2.7 FEHLSTANDE UND SIGNATUREN 2 GRUPPENTHEORIE

Definition 2.59.
A, = Kern(sgn) = {0 € 5, | sgn(o) = +1} heift die alternierende Gruppe auf {1,...,n}.

Bemerkung 2.60.

1. Es gilt {+1} = S=, d.h. §5, = A, - 15> = 244,

2. A, ist fiir n > 5 einfach; Beweis im néchsten Semester in der Vorlesung Algebra. O

Satz 2.61.

Seien K Korper und e(® € K" der i-te kanonische Basisvektor des K'*™. Dann gilt fiir alle o € S,:

(1)

Beweis. (formal per Induktion)

Sei 0 =T 0--- 07T eine Zerlegung von ¢ in Transpositionen und sei 01 = 79 0 - -+ 0 0. Dann gilt:

eo’(l) 67'100'1(1) 60'1(1)
det = det :(—l)det = ...
e (1) em1001(n) eo1(n)
e
=(=1)*det | --- = (—=1)F = sgn(o). O
o(n)
Satz 2.62. (Regel von Leibnitz)
Fiir eine Matrix A € Mk (n,n) mit den Zeilen A4; = (a;1, ..., ain) gilt:

det A = Z A1(1) """ Ano(n) - S80(0).
oESy

Beweis. (formal per Induktion)

Nach der Multilinearitét der Determinantenabbildung gilt

A eli1) elin)

n n (JZ)

det A = det A2 = Z a1, j, det A2 = Z 1,51 " 0n,j, det ¢ .
A, ji=1 An Jis--in=1 elin)

Wir definieren j : {1,,...,n} — {1,...,n} mit j(¢) = j;. Falls nun j nicht injektiv ist, dann gibt es
i1,i2 € {1,...,n} mit j;1 = jio und damit gilt det(el?); ...; eln)) =0, also auch det A = 0. Andernfalls
ist j ein Zyklus und die verbleibenden Terme summieren sich auf zu

o)

det A = Z a1,5(1) " * On o (n) det e = Z A1,6(1) " o (n) - SEN(T). O
oES, e"(”) ocES,
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3 RINGTHEORIE 3.1 RINGE UND IDEALE

3. Ringtheorie
3.1. Ringe und Ideale

Definition 3.1.

Das Tripel (A4, +, -), bestehend aus einer Menge A und zwei Operationen +, -, ist ein Ring, falls gelten:
1. (A, +) ist eine Abelsche Gruppe. + heift die Addition auf A.

2. (A,-) ist ein Monoid. - heifst die Multiplikation auf A.

3. Fir alle a,b,c € A gelten: a(b+ ¢) = ab+ ac und (a + b)c = ac + be (Distributivgesetze).
(A, +, ) heifst kommutativ, falls - kommutativ ist, d.h. falls fiir alle a,b € A gilt ab = ba.

(A, +,-) heilt ein Schiefkorper, falls (A\{0},) eine Gruppe ist. Ein neutrales Element 1 von - heift
Finselement. Ein kommutativer Schiefkérper ist ein Korper.

Bemerkung 3.2.

1. Esgilt: (a1 +---+ap)(bi +---+bs) =arbs + arba + - +a,bs = > > a;b;.
i=1j=1
2. Firalleae Agilt a-0=0,denn 0+0=0,alsoa-(04+0)=a-0,dh.a-04+a-0=a-0 und damit
0=a-0. Analog ist 0 =0"-a.

3. A = {0} ist nach dieser Definition ein Ring mit Einselement 0. Ab jetzt fordern wir allerdings stets
1#0in A, falls A ein Einselement besitzt. O

Definition 3.3.

Seien A = (A, +, ) ein Ring und B C A. Dann heifst B ein Unterring von A, falls gelten:
1. B ist abgeschlossen unter + und -, d.h. aus =,y € B folgen t +y € Bund x -y € B.
2. B enthilt das neutrale Element der Addition: 0 € B.

3. B ist abgeschlossen unter additiv inversen Elementen, d.h. mit « € B ist stets auch —x € B.

Beispiel 3.4.

1. Sei A ein Ring. Dann ist M 4(n,n), die Menge der (n x n)-Matrizen mit Eintrigen aus A, ein Ring.
M 4(n,n) ist kein kommutativer Ring fiir n > 2. Hat A ein Einselement, so ist die Einheitsmatrix Id,,
das Einselement von M4 (n, n).

2. Die Menge Endg (V) der Endomorphismen auf einem Vektorraum V' mit Addition + und Multiplika-
tion o ist ein nicht kommutativer Ring mit Einselement id fiir dimg (V) > 2.

3. Seien M eine Menge und P(M) = {B | B C M} die Potenzmenge von M. Dann ist (P(M),A,N}
ein kommutativer Ring mit Einselement M, wobei die symmetrische Differenz A definiert ist als
AN B=(AUB)\(ANB) = (A\B) U (B\A). Dabei ist () additiv neutral: A A ) = A; auRerdem ist
jedes Element zu sich selbst additiv invers: A A A = (). O

Definition 3.5.

Sei A ein Ring mit Eins. Die invertierbaren Elemente des Monoids (A, -) heiffen Einheiten von A.

Bemerkung 3.6.

1. Die Menge A* der Einheiten von A bildet eine multiplikative Gruppe, die Einheitengruppe von A.
2. Es gelten beispielsweise Z* = {—1,1} und Q* = Q\{0}.

3. A* = A\{0} gilt genau dann, wenn A ein Schiefkirper ist. O
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3.2 RINGHOMOMORPHISMEN UND QUOTIENTENRINGE 3 RINGTHEORIE

Definition 3.7.
Sei I eine Untergruppe von (4, +). Gilt AI C I, dann heifst I ein Linksideal in A.
Gilt TA C I, dann heifst I ein Rechtsideal in A.

Ist I sowohl Links- als auch Rechtsideal in A, dann heifst I zweiseitiges Ideal oder auch einfach nur
Ideal in A.

Bemerkung 3.8.

1. Ist I ein zweiseitiges Ideal von A, so definiert (a+1)(b+1) := ab+1I eine Multiplikation auf A+I. Wieder
ist die Unabhéangigkeit vom Vertreter nachzuweisen. Seien hierfir a,a’,b,’ € A mit a +1 = a’ + 1
und b+ I =b +I. Dann liegen a —a’ und b—b" in I, d.h. (ab—a't') = (a—a')b+d'(b—-V') € I, dal
zweiseitiges Ideal ist. Also ist ab+ I = a'b/ + I.

2. A+ I mit dieser Multiplikation und der tiblichen Addition (@ + I) 4+ (b+ I) := (a + b) + I definiert
einen Ring. Eigenschaften wie Existenz von Eins und Einheiten oder Kommutativitit vererben sich
von A auf A+ 1.

3. Ideale in Z sind von der Gestalt nZ = {nm | m € Z}, da Ideale auch Untergruppen sind. O

3.2. Ringhomomorphismen und Quotientenringe

Definition 3.9.
Seien A, B Ringe. f : A — B heifit ein Ringhomomorphismus, falls fiir alle a,b € A gilt:

fla+b)=f(a)+ f(b)  und  f(ab) = f(a)f(b).

Sei f ein Ringhomomorphismus. Dann nennen wir f einen Ringmonomorphismus, falls f injektiv ist,
und einen Ringepimorphismus, falls f surjektiv ist. Ist f beides, dann heifft f Ringisomorphismus.

Ist f eine Selbstabbildung, d.h. gilt A = B, dann heifst f ein Ringendomorphismus; ist f zusétzlich
bijektiv, dann heifft f ein Ringautomorphismus.

F71({0}) C A heikt der Kern von f und f(A) C B das Bild von A.

Bemerkung 3.10.
1. Wieder gelten: f(0) = 0 und f(—xz) = —f(z). Ist = eine Einheit, dann ist f(z=!) = f(z)~ .

2. Genau dann ist f injektiv, wenn Kern(f) = {0} ist. Kern(f) ist stets ein beidseitiges Ideal. O

Definition 3.11.
Sei I ein Ideal von A. A/I := A+ I heifit der Restklassenring oder Quotientenring von A nach 1.
¢: I — A/I mit ¢(a) = a+ I heifit der kanonische Homomorphismus oder die Restklassenabbildung.

Bemerkung 3.12.
1. ¢ definiert einen Ringhomomorphismus: ¢(ab) = ab+ 1= (a+ I)(b+I) = ¢(a)p(b).

2. Wegen Kern(¢) = I. Sind die zweiseitigen Ideale von A genau die Kerne von Homomorphismen von
A irgendwohin.

3. Sei f: A — B ein Ringepimorphismus, dann gilt: Ist A kommutativ, so auch B: Seien by,by € B dann
gibt es a1,as € A mit f(a1) = b1, f(az) = by und es folgt

b1by = f(al)f(az) = f(a1a2) = f(a2a1) = f(a2)f(a1) = baby.
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3 RINGTHEORIE 3.3 TEILBARKEIT IN INTEGRITATSBEREICHEN

4. Jeder Ringhomomorphismus f : A — B lisst sich auf einen Ringisomorphismus f : A/I — f(A) mit

I = Kern(f) unf f(a +I) = f(a) einschrinken. Das Diagramm

A B
f
T
7
A/l —— f(4)
kommutiert, d.h. es gilt f = f o ¢: O

Satz 3.13. (Homomorphiesatz)
Ist f: A — B ein Ringhomomorphismus, dann gilt f(A) = A/Kern(f).

Beweis.

Setze I = Kern(f) und f : A/T — f(A), f(a+1) = f(a). Es ist nur noch zu zeigen, dass fiir alle a,b € T

gilt f((a+1)(b+1)) = fla+I)f(b+1):
)=

Flla+D)(b+1)) = f((ab) + 1) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a+I)f(b+1). O

Bemerkung 3.14.

1.
2.

Sei I ein Ideal in A. Dann gilt a+1=b+1<a—-bel<a=bmod [ & a=b.

Gelte a = b mod I und ¢ = d mod I, dann ist ac = bd mod I und a+ ¢ = b+ d mod I, denn nach den
Rechengesetzen im Ring A/ folgen aus @ = b und ¢ = d, dass @ +¢ = b+ d und ac = bd.

. Rechenbeispiel: Wir zeigen, dass die Zahl 232 41 keine Primzahl ist; genauer, dass 641 diese Zahl teilt.

Esist 641 = 27-5+1 = 5% +2%. Also gilt 27-5 = —1 mod 641. Setze I = 641Z. Dann gelten 27-5 = —1
und 5% = —24. Damit ist

QT pF =285 =(—)i=T="22 — 2-"1 — 2211=0.
Also gilt: 641 teilt 232 + 1. O

3.3. Teilbarkeit in Integritétsbereichen

Bemerkung 3.15.

1.

In Schiefkérpern gilt: ab = 0 = a = 0 oder b = 0, d.h. Schiefkérper und insbesondere Kérper sind
nullteilerfrei, denn angenommen, es ist a # 0, dann ist a=!(ab) = a=10 = 0, d.h. b = 0. Ist dagegen
b# 0, dann (ab)b=! =0b~! =0, d.h. a = 0.

. Sei A = Z/nmZ mit n,m > 1. Dann gilt zwar nm = 0 mod nmZ, aber es ist weder n = 0 noch

m = 0 mod nmZ, dh. Z/nmZ ist nicht nullteilerfrei. Andererseits ist Z/pZ fiir jede Primzahl p

nullteilerfrei. O

Definition 3.16.
Ein a € A heift ein Linksnullteiler, falls a # 0 und ba = 0 fiir ein b # 0. b ist dann ein Rechtsnullteiler.
Ein Integritatsbereich ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Eins.

Sei R Integritétsbereich mit a,b € R. a teilt b in R (in Zeichen: a | b), falls es ein ¢ € R gibt mit ac = b.
a heiflt assoziiert zu b (in Zeichen: a ~ b), falls es eine Einheit ¢ € R* gibt mit ac = b.

a heifst ein echter Teiler von b, falls a | b und b t a. a # 0 heift irreduzibel oder unzerlegbar, falls
a ¢ R* und fiir @ = bc immer b € R* oder ¢ € R* erfiillt ist. Andernfalls heifit a reduzibel oder
zerlegbar.

A0y Gy -eey Ay, ..., heiflst eine absteigende Teilerkette, falls fiir alle ¢ gilt: a;41 ist ein echter Teiler von a;.
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Bemerkung 3.17.
1. Z ist ein Integritétsbereich, ebenso alle Kérper K und deren Polynomringe K[X].

2. In einem Integritétsbereich R gelten a | a; (a | b & b|¢) = a|cund (a | b & b|a) & a ~ b
Gelten zunéchst a | b und b | a, dann sind ac = b und bd = a fiir gewisse ¢,d € R, also bdc = b bzw.
b(de — 1) = 0. Wegen der Nullteilerfreiheit ist dann b = 0, d.h. auch a = 0 und damit a ~ b, oder aber
dc—1=0, d.h. d,c € R* sind Einheiten und wiederum a ~ b. Gilt umgekehrt a ~ b, d.h. ac = b fiir
ein ¢ € RX, dann bc™! = a.

3. Weiter gelten: a ~a,a ~b=b~aund (a ~b& b~ c) = a~ c, d.h. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

4. Es sind stets a | 0, a | 1 genau dann, wenn ¢ € R* und 0 | a genau dann, wenn a = 0. O

Satz 3.18.

Hat ein Integritéatsbereich keine unendliche Teilerkette, so ist jedes von Null verschiedene Element eine
Einheit oder ein Produkt irreduzibler Elemente.

Beweis.

Sei a ¢ R*, a # 0. Dann ist a irreduzibel oder besitzt eine Darstellung a = be. b, ¢ selbst sind irreduzibel
besitzen Zerlegungen u.s.w.. Dies muss abbrechen, sonst hétte R eine unendliche Teilerkette. ([l

Definition 3.19.
Sei R Integritétsbereich. Ein p € R\R*, p # 0, heifst Primelement, falls p | ab = p | a oder p | b.

Bemerkung 3.20.
1. Die Primelemente von Z werden auch als Primzahlen bezeichnet.

2. Jedes Primelement p ist irreduzibel: Gelte p = ab. Zu zeigen: a € R* oder b € R*. Aus p | ab folgt (B
p | a, d.h. pc = a, also p = pcb und damit 1 = ¢b, d.h. b € R*.

Definition 3.21.

Sei R ein Integritdtsbereich, in dem alle irreduziblen Elemente prim sind und in dem jede von Null
verschiedene Nichteinheit bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutiges Produkt irreduzibler Elemente
ist. Dann heift R ein faktorieller Ring oder ZPE-Ring (,Zerlegung in Primelemente eindeutig®).

Seien R faktoriell und a,b € R\R*, a,b# 0, a=e; [[ p/" und b = e5 [ p!"*. Wir setzen
i=1 i=1

ggT(a,0) = [[ o™ "), kgV(a,b) = []ptord.
i=1 i=1

ggT heifft der grofte gemeinsame Teiler und kgV das kleinste gemeinsame Vielfaches von a und b.

a und b heifen teilerfremd, falls ggT(a,b) = 1.

3.4. Teilbarkeit in Hauptidealringen

Definition 3.22.
Seien A ein kommutativer Ring und a € A. Fiir a € R heift Ra = {ba | b € R} ein Hauptideal in R.
A heifst ein Hauptidealring, falls zu jedem Ideal I in A ein a € A existiert mit I = Ra.

Sind ay, ...,a, € A, dann heifft Aa; + --- + Aa, das von aq, ..., a, erzeugte Ideal.
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Bemerkung 3.23.
1. Insbesondere sind Hauptideale die von einem Element erzeugten Ideale.
2. Besitzt A ein Einselement 1, dann ist A stets ein Hauptideal, da A von 1 erzeugt wird.

3. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gelten: a | b gdw. b € Ra gdw. Rb C Ra und a ~ b gdw. Rb C Ra
& Ra C Rb gdw. Ra = Rb. O

Definition 3.24.

Seien R ein Integritétsbereich und w : R\{0} — N mit

1. Aus a | b, b # 0 folgt w(a) < w(b),

2. Zu jedem b # 0 gibt es ¢, € R mit a = bqg + r und r = 0 oder w(r) < w(b).

Dann heifst w eine euklidische Wertefunktion.

Bemerkung 3.25.

1. Z und K[X] fiir einen beliebigen Korper K besitzen eine euklidische Wertefunktion: In Z definiere
w(m) = |m|, in K[X] setze w(p(z)) = degp.

2. Z und K[X] sind Hauptidealringe und besitzen keine unendlichen Teilerketten: O

Satz 3.26.

1. Jeder Integritdtsbereich mit euklidischer Wertefunktion ist ein Hauptidealring.

2. Kein Integritédtsbereich, der ein Hauptidealring ist, hat eine unendliche Teilerkette.

Beweis.

1. Sei I C R ein Ideal. Wir suchen ein ¢ € R mit I = Ra. Wihle a € I mit w(a) minimal (also a # 0).
Dann ist zunéchst Ra C I. Seib € I, b# 0, b= ca+r mit w(r) < w(a) oder r = 0. Im Fall r = 0 folgt
b = ca, also b € Ra; sonst 1 = b— ca € I. Dann gilt w(r) < w(a), was im Widerspruch zur Minimalitat
von a € I bzgl. w steht. Damit gilt auch I C Ra.

2. Sei ag, a1, ..., eine unendliche Teilerkette, d.h. a; 1 ist ein echter Teiler von a,;. Damit sind Ra; C Ra;41
und Ra;41 ;(_ Ra;, d.h. Rag € Ra1 € -+ C Ra; € Ra;41 € --- ... ist eine echt aufsteigende Kette von
Idealen. Wir definieren I = (J{Ra; | i € Np}. I ist ein Ideal in R, also abgeschlossen bzgl. + und - mit
Elementen aus R). Nach Voraussetzung ist / = Ra ein Hauptideal. Wegen a € I ist a € Ra,, fiir ein
gewisses n € Ng. Dann a1 € I = Ra C Ray,, d.h. a,, | ap41, ein Widerspruch. U

Lemma 3.27.

Sei I ein Ideal des kommutativen Ringes R mit Eins. Dann gilt:

I C R ist maximal — R/I ist ein Korper.

Beweis.

1. Sei I C R ein maximales Ideal, d.h. R ist das einzige Ideal J mit I C J in R. Sei @ € R/I mit @ # 0,
d.h. a ¢ I. Betrachte das Ideal I + Ra.Aus a € (I + Ra)\I folgt I C I + Ra, also I + Ra = R, d.h.
1 =0+ ca fiir gewisse b € I, ¢ € R. Somit ist 1 = 0+ ¢a, d.h. ¢ ist invers zu @. Also ist jedes von Null
verschiedene Element in R/I eine Einheit und R/I somit ein Korper.

2. Umgekehrt sei J ein Ideal in R mit I C J. Wir zeigen, dass J = R. Wébhle hierfiir a € J\I. Dann gibt
eseinb€ Rmit 1 =ab=ab,dh. 1 —abe I. Dal C J, liegen sowohl ab als auch 1 — ab in J, also
auch 1 € J und damit J = R, d.h. I ist maximal. ([l
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Lemma 3.28.
Sind a,b € Z teilerfremd, so gibt es z,y € Z mit az + by = 1.

Beweis.

Da Z Hauptidealring ist, gilt I = Za + Zb = Zc fiir ein ¢ € Z, also 2’a + y'b = ¢. Za C Zc impliziert ¢ | a
und aus Zb C Zc folgt ¢ | b. Da a, b teilerfremd sind, ist damit ¢ € Z* = {£1}. Also 2’'a +y'b=+1. O

Satz 3.29.

Fiir n > 1 gilt: Z/nZ ist nullteilerfrei < Z/nZ ist ein Korper < n ist eine Primzahl.

Beweis.

Es ist nur noch zu zeigen, dass Z/nZ fiir n prim stets ein Korper ist. Sei a € Z/nZ nicht das Nullelement,
d.h. a ¢ nZ. Dann gibt es nach dem letzten Lemma 2,y € Z mit ax — pn = 1, d.h. axz — 1 € nZ bzw.
ax = 1 mod n und somit ist a eine Einheit in Z/nZ. O

Satz 3.30.
Sei der Integritétsbereich R ein Hauptidealring. Dann gelten:
1. Jedes irreduzible Element in R ist prim.

2. Jede von Null verschiedene Nichteinheit in R ist (bis auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutiges
Produkt von irreduziblen Elementen.

Insbesondere ist jeder Hauptidealring ein faktorieller Ring.

Beweis.

1. Sei a € R irreduzibel, dann ist Ra C Rb C R nicht mdglich, sonst wére b ein echter Teiler von a. Also
ist Ra C I C R fiir kein Ideal I mdglich, da I stets ein Hauptideal ist. Damit ist Ra ein maximales
Ideal. Somit ist R/Ra ein Korper. Schreibe Z fiir # + Ra € R/Ra. Beachte: T = 0 gilt genau dann,
wenn x € Ra bzw. a | x. Gelte nun a | zy, dann 7y = 0, d.h. T =0 oder 7 = 0 bzw. a | z oder a | y.
Damit ist a ein Primelement.

2. Sei a € R nicht die Null und keine Einheit. Besitze a die Zerlegungen a = py---p, = q1 - - ¢y mit
irreduziblen Elementen p;,q;, (E n < m. Aus p; | a folgt p1 | ¢1 - ¢m, da die ¢; prim sind, also etwa
p1 | 1. Da g1 irreduzibel, folgt p1 ~ ¢1, d.h. g1 = e1-p; fiir eine Einheit e1, alsopy -+ - p, = €1-p1:g2 -+ G
und ergo pa - pp =€1°q2-- @ USsW. bisl =ej-es e -qn+1- - qm, dh.n=mund ¢; = ¢; -p;.0

Bemerkung 3.31.

Nicht jeder faktorielle Ring ist ein Hauptidealring: Die Ringe R[X,Y] = R[X][Y] und Z[X] besitzen eine
euklidische Wertefunktion, aber nicht jedes ihrer Ideale lésst sich von einem einzigen Element erzeugen.

4. Modultheorie
4.1. Moduln

Definition 4.1.

Sei (A, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Modul M iiber A ist eine Abelsche Gruppe (M, @)
mit einer Operation ® : A x M — M, so dass fir alle a,b € A und alle z,y € M gelten:

0®(@®Y) = (20)® (a®y) (a-b)@r=ae (o)
(a+d)@zx=(a®z) P (bR ) 1@z ==
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Beispiel 4.2.

1. Jeder kommutative Ring (A, +, -) mit Eins wird via 2@y := 2 xy und a®x := a-z zu einem A-Modul.
2. Jeder Vektorraum (V, @, ®) iiber einem Korper (K, +,-) ist ein K-Modul.

3. Sei (G, ®) eine Abelsche Gruppe. Dann wird G via a ® y :=n -2 =2z + --- + x zu einem Z-Modul.

4

. Seien (V,+,) ein K-Vektorraum und f € Endg (V). Sei K[f] = {p(f) | p(X) € K[X]}. Dann wird V
viaz®y := x4y und a®2x := p(f)(z) zu einem K[f]-Modul. Dabei ist p(f) = apid+a1 f+aj fof+---.

V kann auch als K[X]-Modul aufgefasst werden via p ® x := p(f)(z). Formal wird hierfiir der Ein-
setzungshomomorphismus p : K[X] — K[f] mit p — p(f) bendtigt. In dem Fall ist V' also ein Modul
iiber einem Hauptidealring. Solche Moduln sind fiir uns spéter von besonderem Interesse. O

Bemerkung 4.3.
s K[X] = Endg (V) mit ¢z(p) = p(f) ist ein Ringhomomorphismus:

@r(0)(z) = 0(x).

Zusétzlich gilt hier ¢ (1) =id, d.h. auch die Einselemente der Ringe werden aufeinander abgebildet. ¢

Satz 4.4.
Seien A, B Ringe und ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus mit ¢(14) = 15.

Ist dann M ein B-Modul, so kann M auch als A-Modul aufgefasst werden, d.h. durch (®p, ¢) wird in
kanonischer Weise eine Modulmultiplikation ® 4 auf M induziert.

Beweis.

Definiere ® 4 : A x M — M durch (a,z) — ap(a) ®p x. Dann gelten:

La®a(ray) =yp(a)@p (zoy) = (pla) @) & (p(a) @py) = (a®az) & (a®ay).

2. (a+b)@pr=pla+b)@px = (p(a)+¢Ob) @z = (pla) @px) D (pb) @) = (a®s2)® (b4 x).
3. (ab)®ax = p(ab) @ = (p(a)p(b)) ®px = p(a) @B (p(b) ®p T) = p(a) Vp (b®aT) = a®4 (bR 4 T).
4. 1Qr2=9p(1)@pr=1Q4 ¢ =z. |

Definition 4.5.

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. L C M heifst ein Untermodul, falls gelten:
1. (L,®) ist eine Untergruppe von (M, ®),

2. (L, ®) ist abgeschlossen, d.h. fiir alle a € A und alle x € L gilt a ® x € L.

Bemerkung 4.6.
1. Es gentigt dabei zu zeigen, dass mit a,b € A und z,y € L gilt (a®@2z) ® (b®y) € L.

2. Ab jetzt unterscheiden wir bei der Notation nicht mehr zwischen +, @ bzw. zwischen -, ®. O

Satz 4.7.

Sei V' ein K-Vektorraum, aufgefasst als K[f]-Modul fiir ein f € Endg(V), und sei U ein Untervektor-
raum von V.

U ist genau dann ein K[f]-Untermodul von V, wenn U invariant unter f ist.
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Beweis.
U ist ein K[f]-Modul = U ist abgeschlossen unter A x U — U, (a,u) — au
= U ist abgeschlossen unter K[X]| x U — U, (f,u) — f(u)
— fU)CcU. O

Bemerkung 4.8.

Sei der K[f]-Modul V zerlegt in die direkte Summe Vi &- - -@V,., wobei die V; invariante K[f]-Untermoduln
seien. Wahlt man eine K-Vektorraumbasis 20; fiir V; und setzt A; = Matgj(fm), W = (W, ...,2,), so
gilt:

Matay(f) = diag(A1, ..., A,)
Unser Ziel ist, V' in moglichst einfache K[f]-Untermoduln zu zerlegen und so eine allgemeine Normalform
fiir beliebige Matrizen iiber einem Koérper K zu erhalten. Speziell fiir orthogonale und fiir symmetri-

sche Matrizen haben wir bereits solche Normalformen kennen gelernt: die Diagonalmatrizen bzw. die
Drehmatrizen um Hauptachsen. O

4.2. Modulhomomorphismen

Definition 4.9.

Seien M und L zwei A-Moduln. f : L — M heiftt ein A-Modul-Homomorphismus, falls fiir alle a € A
und alle z,y € M gelten:

fle+y)=fl@)+fly)  wd  flaz) = af(2).
Bild(f) = f(L) € M heiRt das Bild und Kern(f) = f~1({0}) C L der Kern von f.

Bemerkung 4.10.
1. f(L) ist ein Untermodul von M und Kern(f) ist ein Untermodul von L.
2. Es gilt: f ist injektiv gdw. Kern(f) = {0}.

3. Ist L ein Untermodul von M, so wird die Faktorgruppe M/L = {x + L | « € M} (der additiven
Gruppen) zu einem A-Modul durch: a(z + L) = (ax + L).

Unabhéngigkeit des Vertreters: Sei @ + L = 2/ + L, dann ist  — 2’ € L, also auch a(z — ') € L, d.h.
axr — ar’ € L und damit ax + L = az’ + L.

4. Jeder Modulhomomorphismus f : L — M induziert einen Modulisomorphismus f : L/N — f(M) mit
N = Kern(f). Das Diagramm
L—M

ol

L/N —L = f(1)

kommutiert, d.h. es gilt f = f o ¢. O

Satz 4.11. (Homomorphiesatz)
Ist f: L — M ein A-Modulhomomorphismus, so ist L/Kern(f) = f(L) als A-Moduln.

Beweis.

Es bleibt nur zu zeigen, dass f vertriiglich mit der skalaren Multiplikation ist:
fla(e + N)) = f(az + N) = f(az) = af(z) = af( + N). =
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4.3. Quotientenkorper

Bemerkung 4.12.

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass sich jeder Integritiatsbereich durch Hinzunahme der fehlenden
Einheiten in kanonischer Weise zu einem Koérper vervollstandigen l&sst. %

Lemma 4.13.
Seien R ein Integritatsbereich und a,b,c,d € R, b,d # 0. Wir definieren

(a,b) ~ (c,d) = ad = be.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf R x R.

Beweis.
1. Fir alle a,b € R gilt ab = ba, d.h. (a,b) ~ (a,b).
2. Fir alle a,b, ¢,d gilt ad = bc = ¢b = da, also auch (a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,b).

3. Fiir alle a,b,c,d,e, f € R gilt: ad = bc & c¢f = de = adf = bef & bef = bde = adf = bde = af = be,
also auch (a,b) ~ (e, f). O

Definition 4.14.

Wir definieren

%:KQMNZKQ@|M:M$ Qm&@z{%MﬁGR}QRxR

Quot(R), versehen mit den Operationen

a c ad + be

ac

bd

b AT bd

(Slis}
Ul o

wird zu einem Koérper, dem Quotientenkorper von R.

Bemerkung 4.15.

1. Wie iiblich ist die Wohldefiniertheit dieser Operationen nachzurechnen. Gelten hierfiir (a,b) ~ (¢, d)
und (a/,b’) ~ (¢, d'), d.h. ad = be und o’d’ = b'¢’, dann

a d _ ab’ + ba’ _ dab'd + dba'd’ B beb'd’ + dbb' ! B cd +dcd _c c

b + oo dbt'd’ N davt'd’ - dd  d + d

und
gg’ B LQI _dad'd" beb'd ES/
by by abb'd’ ~ dbb'd T dd'’

2. Wir fassen R auf als Teilmenge von Quot(R) via der Abbildung ¢ : r + {. ¢ ist eine Einbettung, d.h.
ein Ringmonomorphismus. Wir schreiben R < Quot(R) via ¢ und identifizieren R mit ¢(R). O

4.4. Erzeugendensysteme und Basen von Moduln

Definition 4.16.
Seien A ein Ring, M ein A-Modul und W C M. Dann gilt
(WYa =spany (W) :={a1z1+ -+ anxyn | €Ny, a; €A, ;, e W} = ﬂL

WCL
und (W) 4 ist selbst ein Untermodul von M, der von W erzeugte Untermodul. L Untermodul

M heift ein endlich erzeugter Modul, falls es x1, ..., z,. gibt mit ({z1,..,2,.})a = M.
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Bemerkung 4.17.
Ist M = ({z1,...,2,}) 4 = M, dann lasst sich M darstellen als M = Azy + - -- + Az, O

Definition 4.18.

Seien M7y, ..., M, Untermoduln des A-Moduls M. M ist die direkte Summe von My, ..., My, in Zeichen:
M=M &---® M,, falls jedes x € M genau eine Darstellung x = z1 + - - - + =, mit x; € M, besitzt.

Bemerkung 4.19.

1. Ist M; ein Untermodul von M, so muss es keinen Untermodul My mit M = M; & My geben. Im
Gegensatz dazu existiert zu jedem Untervektorraum U eines K-Vektorraumes V ein Unterraum U®
mit V=Ua&U®.

2. Genau dann ist M = My @& Ms, wenn M = M; + M und MyNMs = {0}, Beweis wie bei Vektorraumen.
3. Bei K-Vektorrdumen gilt: az = 0 < a = 0 oder x = 0. Dies gilt nicht mehr fiir Moduln:

Fasse die Abelsche Gruppe (Z/mZ,+) auf als Z-Modul mit mz = mz, dann gilt mz = 0 fiir alle
T € Z/mZ. O

Definition 4.20.

(z1,...,x5) heilt eine Modulbasis von M, falls M = Azq + --- + Az, und fir alle ay,...,a, € A gilt:
Ist a121 ® - -- B a,x, = 0, dann sind bereits alle a; = 0.

M heift in diesem Fall frei und {1, ..., 2, } heifit A-linear unabhéngig.

Bemerkung 4.21.

1. Ist {z1,...,x,} eine Basis von M, dann gilt M = Az @& - - - ® Az,. Die Umkehrung ist im Allgemeinen
falsch, denn ist M = Axy + - -- + Ax,, dann folgt aus a1y + - - - + apx, = 0 nur, dass alle a;x; = 0,
nicht jedoch notwendigerweise a; = 0.

2. Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum ist ein endlich erzeugter, freier K-Modul, aber nicht jeder
endlich erzeugte Modul ist frei. O

Satz 4.22.
Seien R ein Integritédtsbereich und M ein R-Modul.

Seien (1, ..., xn) und (y1, ..., Ym) zwei R-Basen von M. Dann gilt n = m.

Beweis.
Wir betten M in einen Vektorraum iiber K = Quot(R) ein via des Modulmonomorphismus
c: M — K", u=a1x1 4+ apey — (a1, ...,a,) :
1. o ist wohldefiniert, da die Darstellung jedes Elements aus M als Linearkombination der x; eindeutig.
2. Seien u = a1z + -+ + apTy, v =byx1 + -+ + by, und a € R, dann gelten
o(u+v) = (a1 +by,...;an +b,) =0o(u) + o(v), o(au) = (auq, ..., auyp) = ac(u).
3. o ist injektiv: Gelte o(ayz1 + -+ + anxy,) = 0, dann ist (aq,...,a,) = 0, d.h. alle a; = 0. Damit ist
Kern(o) = {0}.

Anngenommen, m > n. Dann sind o(y1),...,0(ym) € K" linear unabhéngig iiber K, es gibt also
ai,..,a, € Rund b € R\{0} mit %o(y1) + --- + %20(y,n) = 0, und nicht alle a; = 0. Dann ist
a10(y1) + -+ amo(ym) =0, d.h. o(a1y1 + -+ + amym) =0, also a1y + -+ + amym = 0, da o injektiv.
Da aber nicht alle a; = 0, kann (y1, ...,y ) keine R-Basis sein, ein Widerspruch. |
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4 MODULTHEORIE 4.5 HAUPTSATZ FUR ENDLICH ERZEUGTE MODULN

4.5. Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Bemerkung 4.23.

Seien R ein Hauptidealring und Integritétsbereich und M ein freier R-Modul mit Basis vy, ...,v, € M.
Weiter sei K = Quot(R) der Quotientenkoérper von R. Dann definieren die Projektionen m; : M — R,
mi(avy + -+ 4+ apv,) = a; Modulepimorphismen und die Koordinatenabbildung ¥ : M — R"™ mit
U(ayvy -« -+ apvy) = (aq, ..., a,) einen Modulisomorphismus. Wir identifizieren M mit R™ C K™. O

Definition 4.24.

Seien R ein Integritétsbereich, M ein freier R-Modul und U C M ein R-Untermodul von M. Dann
bezeichnet rang(U) = dimg (U)r den Rang von U im K. Elemente uy, ..., uy,, € M heiffen R-linear
abhéangig, falls uq, ..., 4., K-linear abhingig sind.

Bemerkung 4.25.

1. Sind w1, ..., 4y, R-linear unabhéngig, dann auch K-linear unabhéngig: Gelte 0 = GLuy + -+ + 4wy,
dann auch 0 = ajuy + - -+ + aymum, d.h. alle a; = 0 und damit auch alle % =0.

2. Insbesondere: Ist (uq, ..., u,) eine R-Basis von U, dann auch eine K-Basis von (U)p.

3. Die Umkehrung ist falsch: Nicht jede K-Basis von (U)g ist auch eine R-Basis von U. O

Satz 4.26. (Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)

Seien R ein Hauptidealring und Integrititsbereich, M ein freier R-Modul mit Basis (vq, ..., v,) und M’
ein R-Untermodul von M. Dann gelten:

1. M’ ist frei vom Rang m < n.

2. Ist M’ # {0}, so gibt es eine Basis ey, ..., e, von M und aj, ..., a,y, € R\{0}, so dass (a1e1, ..., mem)
eine Basis von M’ ist und «; | a1 fiir alle 1 <4 <m — 1.

Beweis.

Definiere M = {f(M') | f € Homg(M, R)}. Dann sind alle Elemente von M Ideale von R, also Haupt-
ideale, und wegen m; € M ist M # {0}. Die Relation RS C Ry :< v | /3 definiert eine partielle Ordnung
auf M. M besitzt nach Zorns Lemma ein maximales Element h(M’) = Ra und wegen M # 0 ist a # 0.
Sei ¢/ € M’ mit h(e') = a.

1. Fiir alle f € Hompg(M, R) gilt o | f(€'):

Sei ¢ ein Erzeuger des Hauptideals R0 = Ra + Rf(e’). Dann gibt es 8,7 € R mit Sa + vf(e/) = 4.
Setze g = fh+~f, dann ist g € Homg (M, R) mit g(e’) = §, d.h. R§ C g(M’). Da Ra maximal in M,
folgt aus Ra C Ré C g(M') C Ra, dass Ra = R4, d.h. f(¢’) € Ra und damit « | f(e). O

Speziell gilt a | m;(€) fiir alle Projektionen m;, d.h. e = 2/ = 3 Lam;(e/)v; liegt in M. Es gilt h(e) = 1,
denn ah(e) = h(ae) = h(e') = a.

2. M =Kern(h) ® Re:

Sei v € M beliebig. Dann ist v = h(v)e+ (v — h(v)e) und wegen h(v — h(v)e) = h(v) — h(v)h(e) = 0 ist
v —h(v)e € Kern(h), d.h. v € Kern(h) + Re. Sei nun v € Kern(h) N Re, dann ist v = e fiir ein y € R
und 0 = h(v) = yh(e) = v, d.h. v = 0. Also ist Kern(h) N Re = {0} und damit M = Kern(h) ® Re. O

3. M’ = (M'nKern(h)) @ Re’

Sei v € M', dann ist h(v) = Ba fiir ein 8 € R. Zerlege v = fae+ (v—h(v)e), dann ist fae = Be’ € Re/,
es gilt v — h(v)e € Kern(h) und h(v)e = S’ € M’. Sei nun v € (M’ NKern(h)) N Re’, d.h. v = Be’ und
h(v) =0, dann ist h(Be’) = ph(e’) = fa = 0 und wegen a # 0 somit S =0, d.h. v = 0. O
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Per Induktion iiber m = rang(M’) folgt: M’ ist frei. Sei ndmlich jeder Untermodul von kleinerem Rang als
m frei. Dann ist insbesondere M’ NKern(h) frei nach (3). Sei (v1, ..., vm—1) eine Basis von M’ NKern(h),
dann ist (v1, ..., U;m—1,€’) eine Basis von M’.

4. Es gibt aq,...,a,, € R, so dass (aieq, ..., men,) eine Basis von M’ ist:

Wiederum per Induktion, diesmal iiber n = rang(M). Sei die Behauptung fiir jeden Modul mit kleine-
rem Rang als n erfiillt, dann besitzt nach (2) insbesondere Kern(h) eine Basis (eg, ..., e,) und es gibt
g, ...,y € R\{0}, so dass (ases,...,amen,) eine Basis von M’ N Kern(h) isr mit a; | a;41. Wahle
nun e; = e und a3 = «, dann ist (eq, ..., €,) nach (2) eine Basis von M und (aeq, ..., unen) ist nach
(3) eine Basis von M’, denn aje; = ae =¢’. O

5. (6751 | Q9!

Definiere f € Homp(M, R) durch f(e;) =1
ar = f(oer) = flae) = f(¢), dh. R c
Ra = f(M'). Nun ist ag = asf(es) =

, f(e2) = 1 und f(e;) = 0 fiir ¢ > 3. Dann folgt aber
f(M'"). Wegen der Maximalitit von Ra erhalten wir
S f(M/) = ROq, d.h. oy | Q9. O

4.6. Struktursitze fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Definition 4.27.

Seien M ein Modul iiber dem Hauptidealring und Integritdtsbereich R, v € M und f : R — Ruv,
f(a) = aw. Dann heifst
Ann(v) = Kern(f) = {a € R | av =0}

der Annihilator oder auch der Annulator von v in M.

Beispiel 4.28.

In Z-Moduln gilt Ann(v) = Ord(v)Z. Beispielsweise ist fiir M = Z/pZ mit p prim stets Ann(v) = pZ fiir
v # 0 und Ann(0) = Z (klar). In M = Z/pqZ mit p, q prim dagegen sind beispielsweise Ann(p) = ¢Z und
Ann(q) = pZ. O

Satz 4.29. (Erster Struktursatz fir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber dem Hauptidealring und Integritétsbereich R.

Dann gibt es vy, ...,v, € M und ay, ..., € Rmit oy | -+ | a, so dass gelten M = Ru; & --- @ Ro,
und Ann(v;) = Ro.

Es gilt also speziell Y v;v; = 3 §;v; genau dann, wenn +; = §; mod Ra; fiir alle 1.

Beweis.

Sei M = Rw;+---+Ruw,. Dann definiert ® : R* — M, ®(e®) = w;, d.h. (a1, ..., an) — a1wi+- - -+apwy,
einen R-Modulhomomorphismus. Da R™ frei ist mit kanonischer Basis (e(l), e e(”)), existieren nach dem
Hauptsatz auch eine Basis (e, ...,e,) von R™ und ay,...,a,, € R\{0}, so dass (ajeq,...,amen) eine
Basis von Kern(®) ist (mit m < n) und oy |-+ | ay. Setze vy = ®(ey), ..., v, = P(ey). Seiv € M
beliebig. Da ® surjektiv ist, gibt es v1,..., v, € Rmit f = ®(y1e1 4+ -+ + Ynen) = 7101 + -+ + Yptn, d.h.
M = Rvy + -+ - + Ruv,,. Setze apy1 =0, ..., a, = 0, dann ist

> v =G — 0=> (i —6i)vi = f(Z(%‘ - 5i)€i)
i=1 i=1 i=1 i=1

n

— Z(% —d;)e; € Kern(®)

i=1

— Z( —d;)e; = Zﬁl aje;) fiir gewisse By, ..., 0, € R
i=1 i=1

< vi—éiERai, da Rag; O -+ O Ray,.
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Schliefslich gilt

a € Ann(v;) = 0= av; = ®(ae;)
= ae; € Kern(P)
= o |«
= a € Ra;,
d.h. Ann(v;) = Roy; fiir alle i = 1, ..., n. O

Satz 4.30. (Zweiter Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Sei R Hauptidealring und Integritdtsbereich und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.

Dann existieren vy, ..., v, € M und pq,...,py € R prim und vq,...,vp, € Ng mit M = Rvy & --- @ Ruy,
und Ann(v;) = Rp;* oder {0}.

Beweis.

Nach dem letzten Satz ist M = Rw; @ -+ & Rw, mit Ann(w;) 2 --- 2O Ann(w,). Als Hauptideal
besitzt jedes Ann(wy) eine Darstellung Ann(wy) = Rp{* - - p¥* mit vy, ..., vs # 0. Nach dem Chinesischen
Restsatz existieren dazu 1, ...,zs € R mit ; = 1 mod Rp;'j, 1+#j#s,und z; =0 mod Rp;" fiir i # j.

Wir setzen v; = x;wy, dann gilt av; = 0 < az; € Ann(wy) < p;»’j | o, also ist Ann(v;) = Rp;-'j. Es gilt
> xz; =1 mod Rp;” =1 mod Rp}*---p¥ fiir alle ¢. Da sich wy = (D> zjw) = ) v, als Linearkombina-
tion der v; darstellen lésst, ist Rw = Rvy + - - - + Ru,. Falls nun ) B;v; = 0, so ist ) (5;x;)wi = 0, also
> Bjz; € Ann(wy) und damit p;/j | Bj, d.h. B; € Ann(v;). Insbesondere ist Rw, = Rvy & - - - @ Rv, und

aus Rwy 2 -+ 2O Rw,, folgt M = Rvy @ --- ® Ruy,. O

Satz 4.31. (Struktursatz fiir endlich erzeugte, Abelsche Gruppen)

Sei G eine endlich erzeugte, Abelsche Gruppe. Dann ist G direkte Summe von endlichen zyklischen
Gruppen von Primzahlpotenzordnung oder Z.

Beweis.

G kann aufgefasst werden als endlich erzeugter Z-Modul G = Zvi @ --- @& Zv,,. Nach dem Zweiten
Struktursatz ist dann Zv; = Z/p;*Z, falls Ann(v;) = Zp;* endlich ist, oder Zv; = Z/{0} = Z im Falle
Ann(v;) = {0}. O

5. Normalformen von Matrizen
5.1. Allgemeine Normalform iiber K
Bemerkung 5.1.

Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € End(V'). Wir suchen eine K-Basis
U von V, so dass die Darstellungsmatrix Matg( f) von moglichst einfacher Form ist.

1. Ist V=Kuv &...8 Kv, mit U = (vy, ..., v,) Basis aus Eigenvektoren von f zu Eigenwerten Ay, ..., A,
dann hat Matgy(f) Diagonalgestalt:

Maty (f) = diag(Ay, ..., An).

Die von den Eigenvektoren aufgespannten Eigenrdume (v;) sind stets f-invariant, d.h. f({v;)) C (v;).

2. Ist V.=R" oder V = C" und ist f selbstadjungiert, d.h. gilt (f(v),w) = (v, f(w)) fiir alle v,w € V,
dann besitzt f immer einen Basis aus Eigenvektoren zu f.

3. Ist V.= C" und ist f unitdr, d.h. (f(v), f(w)) = (v,w) fir alle v,w € V, dann sind sogar alle
Eigenwerte +1, d.h. bzgl. einer geeigneten Basis U ist Mat%(f) = diag(+1, ..., £1).
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Ist V =R"™ und ist f orthogonal, d.h. (f(v), f(w)) = (v,w) fir alle v,w € V, dann existieren Winkel
01, ...,0; und eine Basis U von V, sodass Matg(f) = diag(+£1,...,£1,Rot(6;), ..., Rot(fx)), wobei die
Drehmatrix Rot(f) um den Winkel 6 definiert ist als Rot(6) = (£ g ;;ZZ) Dabei sind auch die von
den zu den Rotationskéstchen gehorigen Basisvektoren aufgespannten, zweidimensionalen Unterrdume

(v1(6;),v2(0;)) f-invariant.

. Sei allgemeiner V =V, & --- &V, mit unter f invarianten Unterrdumen V7, ..., V,, von V. Sei U; eine

beliebige Basis von V; und sei M; = Maty'(f|v;). Dann gilt bzgl. der Basis U = (Uy, ..., U,,) von V:
Mat3(f) = diag(My, .., My). 0

Bemerkung 5.2.

Seien ab jetzt K ein beliebiger Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € End(V).

1.

Via des Einsetzungshomomorphismus p : K[X]| — K[f] C End(V), p(X) ~ p(f) kann V als K[X]-
Modul aufgefasst werden mit Multiplikation K[X] x V — V, p(X)v := u(p)v = p(f)(v).

. Genau dann ist ein Untervektorraum U von V invariant unter f, wenn U ein K[X]|-Modul ist: Ist

f(U) C U, dann auch p(f)(U) C U, d.h. U ist abgeschlossen unter der Modulmultiplikation und
damit ein Untermodul des K[X]-Moduls V. Ist dagegen U ein K[X]-Modul, dann gilt insbesondere
fiir das Polynom p(X) = X, dass p(X)U = f(U) C U, d.h. U ist f-invariant.

Sei (w1, ..., wy, ) eine Vektorraumbasis von V', d.h. V = Kw®- - -® Kw,. Dann besitzt V die Darstellung
V = K[X]v1 +-- -+ K[X]v, (nicht unbedingt V = K[X]v1 ®---® K[X]v,), d.h. V ist als K[X]-Modul
eindlich erzeugt. Auferdem ist K[X] ein Integritdtsbereich und Hauptidealring. Nach dem Ersten
Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen gibt es dann vy, ...,v,. € V, so dass
V=Vi@e- &V, mitV, = K[X]v; und Ann(v;) = K[X]qi, ¢; € K[X], ¢1 | -+ [ ¢ O

Satz 5.3. (Struktursatz fiir endlichdimensionale K-Vektorrdume)
Sei w € V beliebig, w # 0, mit Ann(w) = K[X]q, ¢(X) =ap + a1 X + -+ + ag_1 X1 + X9,
Dann ist 20 = (w, f(w), ..., f4~}(w)) eine K-Basis von K[X]w und Matg(ﬂmx]w) hat die Form

Matg( flr[x]w) heit die Allgemeine Normalform von f|ann(w)-

0 0 -+ 0 -

1 0 -+ 0 -
Mat%(f|K[X]w) = 0 1 —Qg

: 0 :

0 - 0 1 —ag-

Beweis.

1.

Der Fall ¢ = 0 kann nicht auftreten, denn andernfalls wire Ann(w) = {0}, d.h. aus p(X)(w) = 0
folgt stets p = 0. Seien dann Sy, ..., 8, beliebig, so dass fow + -+ + B, f"(w) = 0. Wir definieren
p(X) = Bo+ -+ X", dann ist p(X)w = 0, d.h. p = 0 und somit 3y = --- = B, = 0, d.h. die
(n + 1)-elementige Menge {w, ..., f"(w)} ist linear unabhingig. Dies ist unmdoglich, da dimV = n.

. Ebenso kann der Fall ¢ = o ausgeschlossen werden, denn dann wire ¢ € K[X]* eine Einheit und

somit Ann(w) = K[X]¢ = K[X], d.h. p(X)w = 0 fir alle p € K[X]. Insbesondere wire lw = 0, ein
Widerspruch.

. Also ist d = degq > 1. Wir zeigen zuniichst: {w, f(w), ..., f4~(w)} ist linear unabhiingig. Angenom-

men, es gibe Bo, B1..., Ba—1 € K mit Bow + Brf(w) + - + Ba_1f¥ 1 (w) = 0 und nicht alle 3; = 0.
Dann ist degp > 1 fiir p(X) = Bo+ f1 X + -+ 41 X% L und p(X)w = 0, d.h. p € Ann(w) = K[X]q.
Also g | p und damit d = degq < degp = d — 1, ein Widerspruch.

. Esgilt Kw+Kf(w)+- -+ K f¥ ! (w) = K[X]w: Offenbar ist Kw+K f(w)+---+K f¥ 1 (w) C K[X]w.

Umgekehrt hat f(w) wegen ¢(f)(w) = 0 die Darstellung f¢(w) = (—apw —ay f(w) —- - —aq_1f371),
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d.h. f(w) € Kw+ K f(w) + --- + K f¥1(w). Tterativ erhalten wir, dass auch f+(w), f42(w), ...
in Kw+ Kf(w)+ -+ Kfi(w) liegen, dh. K[X]w C Kw+ K f(w)+ -+ Kfi 1 (w).

Also ist 20 = (w, f(w), ..., f¥1(w)) eine K-Basis von K[X]w und Matg(ﬂmx]w) hat die Darstellung

0O 0 -+ 0 -
1 0 -+ 0 -m
MatB(flipew) = | 0 1 - 1 —as
. 0 .
0 0 1 —Qlg—1
Damit ist alles gezeigt. U

Lemma 5.4.

Es existiert genau ein normiertes Polynom py € K[X] mit

Amn(V) = {p € K[X] | p(f)(v) =0 fiir alle v € V} = K[X]py.

ps heiflt das Minimalpolynom von f und teilt das charakteristischen Polynoms Py = det(f — XId).

Beweis.

1. Da Ann(V) ein K[X]-Ideal ist, besitzt es einen (nornmierten) Erzeuger p; € K[X|. Dieser ist eindeutig:
Haben p,q die Eigenschaft eines Minimalpolynoms, dann K[X]p = K[X]q, d.h. p ~ ¢ und damit
unterscheiden sich p, g nur um eine Einheit. Aus der Normiertheit folgt dann sofort p = q.

2. Nach dem Satz von Hamilton-Cayley ist Py(f) = 0, d.h. fiir alle v € V gilt P;(f)(v) = 0 und damit
P; e Ann(V), d.h. py | Py. O

Satz 5.5. (Normalform fiir Darstellungsmatrizen iiber K)

Es existieren Vektoren v, ..., v, und Grade dy, ..., d,, so dass sich V zerlegen lasstin V=V, ®---d V..
mit zugehdrigen Basen Uy, ..., Ty, T; = (vi, f(v3), ..., f4(v;)) und f bzgl. der Basis ¥ = (Uy, ..., T,)
die Darstellung

Maty (f) = diag(Matyg! (f[v4), -, Matey” (f]v,.))

besitzt, wobei alle Matgj (f

v;) Allgemeine Normalform haben.

Bemerkung 5.6.

Sei V = K[X]v; @ --- @ K[X]v, mit Ann(v;) = K[X]g;, dann gilt ¢; | py und damit insbesondere
¢ | Pr. Wegen ps(f)v = 0 fiir alle v € V ist némlich speziell py(f)v = 0 fiir alle v € K[X]v;, d.h.
Py € Ann(v;) = K[X|g; und damit g; | py. O

5.2. Normalform tiiber C

Bemerkung 5.7.

Sei ab jetzt K = C oder allgemeiner K algebraisch abgeschlossen, d.h. das charakteristische Polynom Py
eines Homomorphismus f € Endc (V) zerfalle in Linearfaktoren:

S

Pyo= (1" T = X)),

j=1

wobei A, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von f sind und sich die algebraischen Vielfachheiten p1, ..., s
zu n aufsummieren.
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1. Stimmen die algebraischen Vielfachheiten mit den geometrischen v; = dim Eig(f, ;) tiberein, so ist
besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren zu f und f hat somit eine Darstellungsmatrix in Diagonalform.
Der Raum V lasst sich dann in die Eigenrdume zerlegen: V = Kvi @ - -- ® Kv,,.

2. Andernfalls existieren r < n, v1,...,v, € V und ¢, ...,¢» € K[X] mit V = K[X]v; & -- - ® K[X]v, und
Ann(v;) = ¢;. Wegen ¢; | Py gibt es ein d; < p; und ein A; € {A\}, ..., AL} mit ¢;(X) = (X —X)%. O

Satz 5.8. (Struktursatz fiir endlichdimensionale C-Vektorrdume)
Seien v € {v1, ...,v, } und A € {\}, ..., \,} mit Ann(v) = K[X]g, ¢ = (X — \)%.
Dann ist U = (v, (f = A\)(v), ..., (f = A)?71(v)) eine Basis von K[X]v und Matg(f|K[X]U) hat die Form

A0 0o --- 0
1 A 0o --- 0
Maty (flrxpe) = 0 1 A
S 0]
o --- 0 1 A

Mat%(ﬂK[X]v) heift der Jordanblock zu f|x(x}, und K[X]v der Hauptraum von v.

Beweis.

1. Wir wissen bereits, dass 0’ = (v, f(v), ..., f4~(v)) eine C-Basis von K[X]v bildet. Es geniigt daher
zu zeigen, dass die Darstellungsmatrix der Abbildung ® : K[X]v — K[X]v, ®(fi(v)) = (f — A)'(v),
invertierbar ist, d.h. einen Basiswechsel vermittelt:

o = (f=2)"v)
vy = (f—N'(v)
b3 = (f—A)>2(v)

!
51

—Ab} + )
A20h — 2\vh, + v}

fv) — v
f(v) = 2Xf(v) + A0

b0 = (f-Nw) = o 1)

= 4 DZI
also ist
1 =X A2 *
0 1 =2X *
MatZ,(@)=| 0 0 1 - x| —©Matd (1d)
0 0 0 1

und insbesondere det(Mat§(®)) = 1.

Die Matrizen A = Mat%i(@) und B = Maty, (Id) erhilt man so: Sei A® die i-te Spalte von A und sei
B die i-te Spalte von B, dann gelten

A(Z) = (\Ilm/ odo \If%})(e(l)) = (\I/m/ o @)(U;) = \Ifsn/(t)i) =Wy ((111‘0,1 + -+ adit):i) = (alia ey adi)7
BW = (W oId o Wi )(el) = (Wag 0 Id)(0;) = Vo (0;) = W (@i0] + -+ - + aaidly) = (ans, ., i),

wobei Woy : W — K", w; — eV die Koordinatenabbildung zu einer K-Basis 20 = (w1, ...,10,,) eines
n-dimensionalen K-Vektorraumes W bezeichnet.

Um nun die Darstellungsmatrix von f|x(x), bzgl. U zu erhalten, betrachte
floi) = F(fF =N ) = (F =N = N7 ) + A =27 0)
=(f=N"0) +A(f = A" (v) =041 + Av;
fir i <d—1und f(vg) = Avg, da (f — A\)%(v) = 0. Somit ist die i-te Spalte von f|x[x], gegeben durch
Matg (f|kxge)? = Vo (f (Tg' (€1)) = U (f£(0:) = Uap(0ig1 + Aog) = e 4 2el®,
falls ¢ < d — 1, und Matg (f]r(x70)@ = Xe(®. O
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Satz 5.9. (Normalform fiir Darstellungsmatrizen iiber C)

Es existieren Vektoren vy, ..., v, Eigenwerte A1, ..., A\, zu f und Grade dy, ..., d,., so dass sich V' zerlegen
lisst in V = Vi @ - - @ V,. mit zugehdrigen Basen Uy, ..., 0., B; = (vi, (f — Xi)(03), .o, (f — Xi)% (v:))
und f bzgl. der Basis U = (U, ..., Y,.) die Darstellung

Matgy (f) = diag(Matg! (f|v;), ..., Matg)" (f|v;))

besitzt, wobei alle Matgi (flv;) Jordanblécke sind. Matg (f) heift die Jordansche Normalform von f.

Bemerkung 5.10. (Berechnung einer Jordanbasis)

Wir fassen diejenigen Komponenten von V' = V1 ®- - -@V,. zusammen, die zum gleichen Eigenwert gehoren,

und erhalten so V =V (\]) & --- ® V(X,) mit Basis B = (B(\)), ..., D(N,)). Seien A € {\],...; A} und

W = V()\), 2 = U()\). Dann setzt sich Matgy(f|w) aus mehreren Jordanblécken zum Eigenwert A

zusammen. Bisher wissen wir allerdings noch nicht, wie die vy, ..., v, gewdhlt werden miissen.

1. Sei U; = Kern(f — \)!, dann gibt es ein d € N, 1 < d < p(A\), mit {0} =Uy CU; C --- C Uy =W.
Wir zerlegen Uy = W zunéchst in Uy = Ug_1 & Wy mit Wy = U 5971 ein komplementérer Unterraum
zu Ud—l in Ud - V.

Es gelten (f =AWy C Uyg—y und (f—A\)WyNUy—o = {0}, d.h. Ug_1 ist zerlegbar in Ug_1 = Ug_o®Wy4_1
mit Wd—l = U{?_Q in Ud—1~

Iterativ erhalten wir die Zerlegung

Uqg

1

Ui-w & Wy

4 1

U2 ® Wyg1 & Wy

i i 4

U, &) Wy e W, & --- @ Wy

i) i) i 4

Uy & Wi & Wy & -~ & W1 & Wy

Speziell ist W1 = Uy wegen Uy = {0}.
2. Wir miissen noch geeignete Basen 201, ...,204 von W1, ..., W, finden.

a) Wir withlen zunéchst eine beliebige Basis von Us_1 und ergiinzen diese durch 24 = (wf, ..., w? )
zu einer Basis von W. Dann ist 20, eine Basis von Wj.

b) Eine geeignete Basis von Wy_; ist dann durch W41 = ((f — Nw{, ..., (f = Nw? w1 . w1

Sd’ ) Sd_l
gegeben, wobei wf_l, ceey wgd__ll so gewihlt sind, dass sie (f — Nw{, ..., (f — )\)w;'ld zu einer Basis
von Wy_1 ergdnzen u.s.w.

. _ _ 2, d— —2, d—1
c) bis Wy = ((f = N wd, .., (f =N wd , (F =N 2wi ™ L (=N 2wl el wl)

eine geeignete Basis von Wy = Kern(f — \) aus Eigenvektoren von f zu A bildet.

3. Bezeichne nun Jor(\,i,j) € C/*J den i-ten Jordanblock zu A, wobei j = 1,...d und i = 1,...,s;.
Ordnen wir die Blocke in Matgy(f|w) der Gréfe nach absteigend an, d.h.

Matgy (f|w) = diag(Jor(\, 1,d), ..., Jor(\, sq,d), .., ..., Jor(\, 1,1), ..., Jor(\, 51, 1)),

dann setzt sich eine zugehorige Basis zusammen aus (w¢, (f — ANw{, ..., (f — A\)?~tw{) (fiir den ersten
Jordanblock der Grége d), (wg, (f — Mwg, ..., (f — A wg) (fiir den zweiten Jordanblock der Grofe
d), (w1 (f = Nwd™1 L (f = A 2w (fiir den ersten Jordanblock der GréRe d — 1), u.s.w. bis
wi, ..., (O8N die einelementigen Basen fiir die Jordanblécke der Grofe 1 bilden.

Die Elemente aus W;\{0} heiten Hauptvektoren der Stufe j; insbesondere sind die Hauptvektoren erster
Stufe gerade die Eigenvektoren von f. Die Hauptriaume dieser Eigenvektoren sind gerade die von den
Basen in (3) aufgespannten Unterrdume von W bzw. V. O
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Korollar 5.11. (Anzahl der Jordanblocke zu einem Eigenwert)

Die Anzahl s; der Jordanblocke der Grofe j, j =1, ...,d, zum Eigenwert A betragt

Sj = 2dimUj — dim Uj,1 — dimUj+1 = dim(Uj/Ujfl) — dim(Uj+1/Uj).

Speziell sind sg = dim Kern(Id) = 0 und s; = dim Kern(f — A) = die geometrische Vielfachheit von A.

Beweis. (Per Riickwirts-Induktion)

1. Induktionsanfang: Fiir j = d gilt

Sqd = dim Ud — dim Ud—l
= 2dim Ud —dim Ud,1 —dim Ud+1,

denn dim Uy = dim Uy = dim W.
2. Gelte die Behauptung also fiir j + 1, ..., d. Die gewdhlten Basen von Wy, ..., Wy sind

Wy = (wf, woey wgd)
Qnd—l = ((.f - )‘)wfa a3} (f - /\)wgda wf_la (33} wgld_,ll)
W, = ((f — Nl (f — /\)d_lwgd, (f - )\)d_2wf71, o (f = )\)d_ngd_}l, TR ...,wil).

Somit gilt nach Induktionsannahme:

Sj :ﬁﬂﬁj—sj,l—~-~—sd
= ﬁQUJ - (dlm Uj+1 - dlmUJ)

Gleichzeitig ist

890, = dim Uy — dim U1 — (§20,41 + - - - + £204)
=dimUyg — dimU;_; — (dim Uy — dim U;)
= dlmU] - (Ili].’Ill']j,l7

also
Sj = 2d1mUJ - dimUj_l - dimUj+1.
Die Darstellung iiber Quotientenréume folgt aus der Dimensionsformel, da U; C Uj4;. (]

Beispiel 5.12. (zur Berechnung der Jordanschen Normalform)

Wir transformieren die folgende Matrix auf Jordansche Normalform:
25 —-16 30 —44 -—-12

3 -7 18 -26 -6

A= —-18 12 =21 36 12

-9 6 —-12 21 6
1 -8 15 =22 =3

1. Dazu berechnen wir zunéchst das charakteristische Polynom Ps(X) = (X — 3)°. Somit ist A = 3 der
einzige Eigenwert von A.

2. Die Kerne Uy C U; € --- C Ug—1 € Uy sind
Uo={0},  Ui=((-21200), (20;0;1;0), (2,2:0;0;1)), Uz =C",
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5 NORMALFORMEN VON MATRIZEN 5.2 NORMALFORM UBER C

denn via Gauflelimination erhalten wir

25 -\ 16 30 44 12 10 1 -2 —2
13 —7-Xx 18 26 —6 01 -1 o0 -2

A-x=| -18 12 —21-x 36 12 |=|o0o0 0 0o o |,
-9 6 12 21-A 6 00 0 0 0
11 -8 15 —22 —3-) 00 0 0 0

woraus sich sofort eine Basis von U ablesen lisst, und es ist (A —\)? = 0. Somit ist d = 2 und es sind
dim Kern(Up) = 0, dim Kern(U;) = 3, dim Kern(Us) = 5.

Damit sind sg = 0, s;1 = 1, so = 2, d.h. die Jordansche Normalform von A ist
30
1 3
J = Matg(A) =

= W
w o

beziiglich einer geeigneten Basis 0.

. Wir berechnen eine Basis von U}, etwa 25 = (wi, w}) mit

w1 = wi = (1;0;0;0;0),
3 = w3 = (0;1;0;0;0).

Dies sind die beiden Hauptvektoren erster Stufe.

. Die zugehérigen Hauptvektoren erster Stufe, d.h. Eigenvektoren, sind folglich die ersten beiden Spalten

von A — \:

oy = (A — Nw? = (22;12; —18; -9; 11),
oy = (A — Nw? = (—16; —10; 12;6; —8).

Wir ergénzen {tog,to,} zu einer Basis 20; = (w2, 04, 05) von Uy, etwa durch

s = wi = (2;0;0;1;0).

. Dann ist U = (101,109,103, 104, 105) eine Basis von CP, so dass mit der Basistransformationsmatrix

P = Maty (Id) gilt: A= PJP~" bzw.
A = Matg(A) = Maty (Id)Matg (A)Matg, (Id)

Dabei sind die Spalten von P gegeben also Matg (Id)(?) = ¥ (e;) = t;:

22 1 —-16 0 2
13 0 —-10 1 0
P=Matg(Id)=| -18 0 12 0 0
-9 0 6 0 1
11 0 -8 0 0
Damit ist alles berechnet. O

Bemerkung 5.13.

1.
2.

Die Jordansche Normalform ist bis auf Vertauschen der Jordanblécke eindeutig bestimmt.

Wir haben gesehen, dass A &hnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform ist, wenn y 4 in Line-
arfaktoren zerféllt. Es gilt auch die Umkehrung: Lésst sich eine Matrix jordanisieren, zu faktorisiert
ihr charakteristisches Polynom. Das charakteristische Polynom ist namlich invariant unter Ahnlich-
keitstransformationen, d.h. x4(X) = xs(X) = (A — X)) -+ (As — X)¥=. O
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5.3. Normalform tiiber R

Bemerkung 5.14.

Seien jetzt K = R und f € Endg(V). Dann zerféllt P; tiber C in Linearfaktoren, d.h. es gibt eine
Jordanmatrix J € C"*" mit A = Matg(f) ~ J iiber C, d.h. A = PJP~! fiir eine komplexe Transforma-

tionsmatrix P, wobei U eine beliebige Basis von V ist. Wir konstruieren aus J eine Normalform von f
iber R.

Sei A € C ein Eigenwert von f. Dann ist auch A ein Eigenwert von f:
PJP'=A=A=PJP1=(P)J(P)* = A~ J iiber C.

Im Falle A € R ist auch der zugehorige Jordanblock Jor(, -, j) € R7*/ reell. Andernfalls ist A = ar+i/3 mit
B # 0 und somit gilt (X —\)(X — ) | Py iiber C. Aukerdem ist (X — A)(X —X) = (X —a?) + 8% € R[X]
und #Jor(A, -, 5) = Jor(A, -, 7).

Satz 5.15. (Struktursatz fiir endlichdimensionale R-Vektorraume)

Sei A =a+if mit o, 8 € R, 8 # 0. Dann gilt:

a —p
1 A 8 «
1 0 a -0
1 A ﬁbgC 0 1 ﬁ @
X B ~ . )
1 X .
- 1 0 a —0
DY 1 | 8 a
=diag(Jor(A,1,5),Jor(X,1,5))€C23 X 23 =:Jor((a,B),1,j) ER2I* 2]

d.h. diag(Jor(a + 48,1, 5), Jor(a — iB, 1, 4)) ist die Jordansche Normalform zu Jor((a, 8),1, j).

Insbesondere ist Jor((a, 8), 1, j) genau dann diagonalisierbar, wenn j = 1 gilt.

Beweis.
Setze B = Jor((a,3),1,7). Dann ist det(B) (X —a)? + B%)7 = (X — N)(X — N\)J. Wir definieren

= (
C=B—-Xund D =B — X und setzen v = (i;1;0;--- ;0), w = (1;4;0;0; - - - ;0;0). Auberdem wihlen wir
J = Jor((e, 8),1,7). Dann gelten:

= (i3 1;0;0;0;0; - - - ;0;0), = (134;0;0;0;0; - - ;0;0),

Cv= (0'0;1;1;0'0' ;0), Duw = (0'0;1;1;0'0-.. :0),
i 1@7( 'O'O'O'O;z; 1), D7 = (0; 05 - -0-0-0~0~1; i),
Clv = (0;0;-- - ;0;0;0;0;0;0), Diw = (0;0;--- ;0;0;0;0;0;0).

Folglich sind Ann(v) = K[X](X —))7 und Ann(w) = K[X](X —\)7, auberdem sind U = (v, Cv, ..., CI~1v)
eine C-Basis von K[X]v und 2 = (w, Dw, ..., D’ ~!w) eine C-Basis von K[X]w. Damit ist

J J
C¥ = K[X]ve K[X]w =@ CCv & (P CDIw

Konkret gilt mit der C-Basis U’ = (0,20) des C%, und der Basistransformation zwischen & und ',
Q = Maty (Id) = (by, ..., 05,10y, ...,10;) € C¥*% dass QJQ~' = B. O

Bemerkung 5.16.
Sind A, B € R™*"™ ghnlich tiber C, dann auch {iber R. Damit erhalten wir: O
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Satz 5.17. (Normalform fiir Darstellungsmatrizen iiber R)

Es existieren Aq,..., A, und aq,...,a5,01,...,8s € R, alle §; # 0, so dass alle A\;,a; + 8,5 — ifj
Eigenwerte von f sind; weiter existieren Basen Uy, ..., 0,, W, ...,W; zu f-invarianten Unterrdumen
Vi, Vi, Wi, ..., Wy von V, so dass sich V zerlegen lasst i n V=V @ -V, @W1 ®---® W, und f
bzgl. der Basis U = (U1, ..., V., W1, ...,2Q;) die Darstellung

Matg(f) = diag(Maty! (f|v;), ..., Maty” (flv, ), Matgy (flw,), ..., Maty” (flw, )

besitzt, wobei alle Matgj (flv;) = Jor(A;,-,-) und Matgj (flw,) = Jor((ay, Bj), -, -) Jordanblocke sind.
Maty(f) heift die reelle Normalform von f.

Beispiel 5.18. (zur Berechnung der reellen Normalform)

Wir wollen die Matrix

3 0 0 0 0
2 1 -2 -2 0
A=1] -1 1 1 0 2
-1 1 0 1 -2
0 0 1 3 1

auf reelle Normalform transformieren. Wir gehen dabei in zwei Schritten vor: Zuerst transformieren wir
iiber C auf Jordansche Normalform, dann fassen wir Jordankéstchen zueinander konjugierter Eigenwerte
zu reellen Blocken zusammen.

1. Das charakteristische Polynom von A ist x4 (X) = (X — 3)(X — (1 +2i))%(X — (1 — 2i))2. Somit gibt

es zwei Moglichkeiten fiir die zugehorige Jordansche Normalform iiber C:

3 3

1 A oder A

wobei A = a4+ i = 1 + 42, und somit auch zwei Mdoglichkeiten fiir die reelle Normalform:

3 3

-2 1 -2

1 oder 2 1

0o 1 -2 1 -2
1 2 1 2 1

O = N =

d.h. es gelten r = 1 und entweder s = 1 oder s = 2.

2. Wir berechnen den eindimensionalen Eigenraum Kern(A — 3) zum Eigenwert 3:

1 -1 0 0 O
0 0 1 0 O
A-3—=]10 0 0 1 0 = Kern(A — 3) = (1;1;0;0; 0).
0 0 0 01
0 0 0 0O

Somit sind v; = (1;1;0;0;0) und U; = (vy).
3. Wir berechnen die Kerne zu (A—\)7, j = 1, ..., d, so dass d minimal mit Kern(A—\)?! = Kern(A—\)%:

100 0 O
01 00 O
A=X— 110 0 1 0 ¢ = Kern(A4 — A) = ((0;0; —i;4; 1)).
000 1 —1
00 0 0 O
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Wegen dimKern(A — A) = 1 ist A nicht iiber C diagonalisierbar, d.h. die erste der beiden in (1)
vorgestellten Varianten trifft zu und es gelten s =1, d = 2.

10 0 0 0
01 — 0 1 .
A-22=|oo0 0 1 — Kern(A—A)2:<(Q’Z’l.’o.’.(_))’>.
00 0 0 0 (0; —1;0;4; 1)
00 0 0 O

Wir ergéinzen ((0;0; —i;4; 1)) durch ro; = (0;4;1;0;0) zu einer Basis von Kern(A — \)? und berechnen
e = (A — Ay = (0;0; —4;4;1)..

4. Die entsprechenden Basisvektoren zum konjugierten Problem lauten tog3 = w; = (0; —4;1;0;0) und
oy =1y = (0,0,Z, —1; ].) Speziell ist 201 = (ml,mz, tog, 1'04).
5. Wir withlen die Basis 00 = (U, 20;) mit Transformation P = Matg (Id) = (01,101, 10y, tv3,10,), dann
ist
3

PlAP=J = 1 A

— >
>|

die Jordansche Normalform von A.

6. Zur Bestimmung der Transformationsmatrix auf reelle Normalform sind keine weiteren Berechnungen
notig; es ist

1 0000 3
0 i 0 1 0 1 -2
Q=010 i 0 — QJIQ™ = 2 1
00 4 01 1 0 1 -2
0010 i 0 1 2 1

Somit besitzt Q(P~'AP)Q ™! reelle Normalform; die zugehdrige Basis dieser Darstellung entspricht
den Spalten von QP 1.

6. Unendlichdimensionale Vektorrdume und lineare Operatoren
6.1. Dualraum und Bidualraum
Bemerkung 6.1.

Ab jetzt seien stets K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dieser muss nicht mehr notwendig endlich-
dimensional sein. K bezeichne einen der Kérper R, C. O

Definition 6.2.

V* = Homg (V, K) bezeichne die Menge der Linearformen tiber K, d.h. der K-linearen Abbildungen
von V nach K.

V* ist ein K-Vektorraum und wird als der algebraische Dualraum zu V bezeichnet. V** = (V*)* heifst
der algebraische Bidualraum zu V.

Bemerkung 6.3.
Addition und Multiplikation in V* sind wie {iblich definiert durch

(f+9)v) = fv) + g(v), (af)(v) = af(v)
fir alle fge V*und allea € K, v e V. %
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Satz 6.4.

Ist dimg (V) = n, dann auch dimg (V*) = n.

Beweis.
Sei Y = (v1, ..., vp) eine Basis von V. Wir setzen v} : V — K, v} (v;) = &;5, d.h. vf (@1v1+- -+ a,v,) = .

1. {vf,....,;v5} ist ein Erzeugendensystem von V*: Sei f € V* beliebig, dann
f:f(vl)vf_‘_—i_f(’un)v;; = fe <’UT7~-~7U:;>'
2. {vf,....,v}} ist linear unabhéngig: Seien f1, ..., 8, € K und j € {1,...,n}, dann gilt

OzﬁlUT+"'+ﬁnUZ — OzO(Uj)zﬁjv;f(vj):ﬁj.

Also ist U* = (v}, ..., v};) eine K-Basis von V*. (]

ey Upy

Bemerkung 6.5.

1. Die duale Paarung o : V. xV* — K mit o(v, f) = f(v) ist bilinear, d.h. linear in beiden Komponenten,
denn fiir alle f,g € V* und alle o, 8 € K gelten

o(av + puw, f)= flav+ pw) =af(v) + ff(w)=aoc(v, ) + fo(w, f),
o(v,af +Bg) = (af + Bg)(v) = af(v) + By(v) = aa(v,

=
+
™
q
<
oD

2. Sei nun vy € V fest. Dann ist der Auswertungsoperator og : V* — K, 0o(f) = f(vg) eine K-lineare
Abbildung, also o¢ € V**. Es gilt: o¢(-) = o(vo, -). O

Satz 6.6. (Kanonische Einbettung in den algebraischen Bidual)

V lasst sich in seinen Bidualraum einbetten via ® : V. — V** ®(vg) = oy.

Beweis.

1. & ist K-linear: Seien v,w € V, o, 8 € K. Dann gilt fiir alle f € V'*:

®(av + pw)(f) = flav + fw)

= af(v) + Bf(w)
a®(v)(f) + fL(w)(f)

= (a®(v) + BL(w))(f)-

2. ® ist injektiv: Sei v # 0. Wir zeigen, dass v nicht im Kern von & liegt, d.h. dass ein f € V* existiert
mit ®(v)(f) = f(v) = 0. Ergénze ndmlich (vg) durch U’ C V zu einer Basis U von V und wéhle
feV*mit f(vg) =1 und f(v') =0 fiir alle v’ € Y. O

Bemerkung 6.7.

1. Ist V endlichdimensional, dann folgt aus dimV = dim V* = dim V**, dass ® ein Isomorphismus ist.

2. Umgekehrt ist ® niemals surjektiv, wenn V ein unendlichdimensionaler Vektorraum ist:

Sei U eine Basis von V, dann ist U* keine Basis von V*, da ¢ € V* mit ¢(v) =1 fiir alle v € U nicht
als Linarkombination von Elementen aus 2U* dargestellt werden kann. Wir ergénzen 2U* U () zu einer
Basis U’ von V*. Dann liegt ¢ € V** mit ¢(¢) = 1 und ¢(v*) = 0 fiir alle v* € U\ {p} nicht in &(V).

3. Wir fassen V als Teilmenge von V** auf via der Identifikation von v mit ®(v). O
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6 VEKTORRAUMTHEORIE

6.2. Normierte Vektorrdume

Definition 6.8.

(V4 ]]-1]) heifit ein normierter Vektorraum, falls ||-|| eine Norm auf V' definiert, d.h. falls fiir alle z,y € V
und alle a € K gelten:

1. ||z|| > 0 und ||z|]| =0 =z =0, (positive Definitheit)
2. |[|ax|| = [af [|z]], (Multiplikativitét)
3. |z +yll < ||z + [lyll- (Dreiecksungleichung)

Seien nun (V|| - ||v) und (W, || - ||w) normierte Vektorrdume. f € Hom(V, W) heifit beschrankt, falls
eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass fir alle z € V gilt: || fz||w < c||z]||v.

Bemerkung 6.9.

Sei (V, ]|+ |]) ein normierter K-Vektorraum. Dann gelten:

1.

Die Addition Add : V xV — V| (v,w) — v + w, ist gleichméfig stetig.

Dabei ist der Produktraum V' x V mit der kanonischen Produktnorm [|(z,y)|lvxv = ||z|lv + [|ly|lv
versehen.

Seien néamlich z = (z,y) € V x V und ¢ = (a,b) € V x V. Weiter sei € > 0 gegeben. Wir miissen
ein § > 0 finden, so dass aus ||z — ¢|| < § folgt: ||Add(z) — Add(c)|| < e. Wir wihlen § = ¢, d.h.
2 —al |+ ||y — bl| < €. Dann ist auch [[(z+y) — (a+b)|| = ||(z—a) + (y—b)|| < ||z —al|+ ly—b]] < e
Da ¢ unabhéngig von z, ¢ ist, folgt daraus die gleichméfige Stetigkeit von Add.

. Die Skalarmultiplikation Mul : K x V — V, (a, v) — awv ist stetig.
Dabei ist die Produkttopoligie von K x V' gegeben durch ||(a,v)|| = |a| + ||v]|.

Seien a, 8 € K, z,y € V und € > 0. Wir miissen ein § > 0 finden, so dass fiir | — 3| + ||z —y|| < §
gilt: |laz = By|| < e. Allgemein ist [|ax — By|| = |laz — Bz + Sz — By|| < |o = B][|z] + [B][l> — y[|. Der
Fall 2 = 0 und 8 = 0 ist trivial. Andernfalls wéhle 6 = §min( II;:H’ \13|)

. Sei @ € K*. Dann ist die Skalierung Scl : V' — V mit v — av gleichméfig stetig.
Seien namlich x,y € V, dann ist ||az — az|| < |a]||z — y|| <€, falls ||z —y|| < Tal-
Die Normabbildung || - || : V' — K ist gleichmé&fig stetig:

Seien z,y € V und 6 = €, dann ist |||z|| — [|y||| < ||z — y|| <, falls ||z — y|] < 4. O

Lemma 6.10.

Seien V, W normierte K-Vektorrdume und f € Homg(V, W). Dann sind dquivalent:

1. f ist stetig in 0, d.h. fiir alle v € V', € > 0 gibt es ein § > 0 mit ||v]| < § = || fv]| <e.

2. f ist stetig auf V, d.h. fiir alle v,w € V, € > 0 gibt es ein § > 0 mit ||jv —w|| < d = ||fv— fw|| <e.

3. f ist gleichméfig stetig auf V, d.h. fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle v,w € V gilt
[lv —wl|| <d=||fv— fuw]] <e.

4. f ist beschrinkt, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle v € V gilt: || fv]| < ¢||v]].

Beweis.

1.

2.

Sei f btetig in 0. Wiihle € = 1 und dazu ein passendes §. Setze ¢ = 2 und wihle v € V\{0} beliebig.
Dann ist ;o <0, d.h. c||v|||fv|| ||fm\| < 1, d.h. || fv]] < ¢||v]|- Also ist f beschrénkt.

Sei f beschrénkt mit Schranke ¢ > 0. Zu € > 0 setze 0 = <. Dann gilt fiir alle v, w € V mit ||v—w|| < 4,
dass [[fo — fwl| = ||f(v = w)|| < cljo —w]| <e. O
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6.3. Der Satz von Hahn-Banach

Definition 6.11.
Eine Abbildung p : V' — R heiftt sublinear, falls fiir alle x,y € V und « > 0 gilt:

plax) = ap(z), p(x +y) < p(x) +ply).

Bemerkung 6.12.

Speziell ist auf jedem normierten Vektorraum die Norm selbst ein sublineares Funktional. O

Satz 6.13. (Hahn-Banach)

Sei p ein sublineares Funktional auf einem normierten R-Vektorraum V. Weiter seien U ein Unter-
vektorraum von V und f € U* mit f(z) < p(z) fiir alle z € U. Dann lisst sich f zu einem F € V*
fortsetzen, so dass gelten f(z) < p(x) fiir alle x € V und F(x) = f(z) fiir alle z € U.

Beweis.
Wir definieren die Menge
M={W,g) | U CW CV Unterrdume, g € W*, g|ly = f und g(w) < p(w) fiir alle w € W}.
Auf M definieren wir die partielle Ordnung
W9)s(W'.g) =  WCW udd|w=y.

1. M besitzt ein maximales Element: Sei ((W;,g;))icr eine Kette in M, d.h. fiir alle 4,5 € I gelte
(W;,95) < (Wi, 9:) oder (W;,9;) < (Wj,g;). Wir setzen Wi = JW,; und g7 : W — Rmit g;(x) = gi(x)
fiir ein beliebiges ¢ € I mit x € W;. Dann ist g; wohldefiniert und ein Element aus W}, aulerdem ist
W7 ein Unterraum mit U C W; C V. Insbesondere ist (Wy, gr) € M eine obere Schranke der Kette
(Wi, 9i))ier- Mit Zorns Lemma folgt: Es gibt ein maximales Element (W, g) in M.

2. Es gilt W = V, dann ist F = g eine Fortsetung von f mit den gewiinschten Eigenschaften. An-
genommen, W C V, etwa z € V\W. Setze Wy = W @ Rz D W und definiere g5 € W durch
g(w + pz) = g(w) + p\ mit einem gewissen A = gy (z) € R. Wir weisen nach, dass ein A9 € R existiert
mit gy, (v) < p(v) fiir alle v € Wy. In dem Fall wére ndmlich (Wy, g5,) € M mit (W, g) < (Wo, gx,)s
was der Maximalitéit von (W), g) widerspréche.

Genau dann gilt gx(v) < p(v) fiir alle v € Wy, wenn g(w) + pA < p(w + pz) fiir alle w € W und alle
p € R*, d.h. wenn g(%w) +A< p(%w + z) fiir alle w € W, p > 0 und g(—%w) -A< p(—%w — z) fir
alle w € W, p < 0. Nun gilt fiir alle wy,ws € W, dass

g(w1) + g(wz) = g(wy +wz) < p(wy +wz) = p(wy — 2z +wz + 2) < pwr — 2) + p(ws + 2),

d.h. g(wy) —p(wy —2) < g(wa)+p(we+2z). Also gilt fiir die Mengen W1 = {g(w1) —p(w1 —z) | wy € W}
und Wo = {g(ws) — p(ws — 2) | we € W}, dass Wy < Wy, Wir wihlen A mit W; < A < W5 und setzen
wy = f%w und ws = %w. Dann folgten \ < fg(%w) + (%w + 2) und g(f%w) fp(f%w —2z) < A, was

den erwarteten Widerspruch induziert. O

Korollar 6.14. (Hahn-Banach)

Seien V' ein normierter K-Vektorraum, U ein Untervektorraum von V und f € U* beschréankt. Dann
lasst sich f zu einem stetigen F' € V* fortsetzen.

Beweis.

1. Sei K = R. Sei ¢ > 0 mit f(u) < c||u|| fiir alle w € U. Dann ist p : V. — R, p(v) = ¢||v|| sublinear.
Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es ein F' € V* mit F(z) < p(x) = ¢||z||, d.h. F ist beschrinkt.
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2. Sei K = C. Wahle g,h : U — R mit f(u) = g(u) + ih(u), d.h. g = Re(f) und h = Im(f). Dann sind
g, h linear iiber R, denn fiir alle u,v € V und alle o, 5 € R ist
a(g(u) +ih(u)) + B(g(u) + ih(v)) = af(u) + Bf(v) = fau+ Bv) = g(ou + Bv) + ih(au + Sv),
d.h. g(au + Bv) = ag(u) + Bg(v) und h(au + Bv) = ah(u) + Bh(v). Wegen
lg(u)] < lg(u) +ih(u)] = |f(u)] < cf[ul|

ist g stetig. Also lésst sich g zu G : V — R fortsetzen, das stetig und R-linear ist. Setze F': V — R
mit F(z) = G(z) — iG(iz). Dann gelten:

a) F ist C-linear, denn seien o, 8 € R und ,y € V. Dann gilt:
F(z + (a+1ip)y) = G(z) + aG(y) + BG(iy) — i(G(ix) + aG(ix) — BG(y))
= F(z) +aF(y) +iBF(y) = F(y) + (a +iB)F(y).
b) F ist eine Fortsetzung von f, denn fiir alle u € U gilt:
g(iu) +ih(iu) = f(iv) = if(u) =ig(u) — h(u) = g(iu) = —h(u),

d.h. f(u) = g(u) +ih(u) = g(u) + ig(iu).
c) F ist stetig, denn zu beliebigem = € V wiihle 0 € [0, 7], r > 0 mit x = re’®. Wegen |¢??| = 1 folgt:

[F(z)| =7 =e""F(z) = Fle”"x) = G(e™"2) + 0 < cglle™"z|| = cgle™| ||z]| = cqllz||. O

6.4. Stetige Operatoren

Definition 6.15.

Seien V, W normierte K-Vektorrdume. £ (V,W) = {f € Homg(V,W) | f stetig} bezeichne den K-
Vektorraum der stetigen, K-linearen Abbildungen von V nach W. Die Elemente von .Z(V, W) werden
als stetige Operatoren bezeichnet.

V= 2Z(V,K) = {f € V* | fiststetig} C V* heiflt der topologische Dualraum von V und V" =
(V") = 2(V’',K) der topologische Bidualraum von V.

Bemerkung 6.16.

1. Lineare Operatoren werden von jetzt an mit Grofsbuchstaben bezeichnet. Weiter schreiben wir Az fiir

A(z).

2. Ist A € Z(V,W) stetig, dann setzen wir ||[A|| = {¢ > 0 | Vo € V : ||Az|| < c||z||}. Speziell ist
[|Az|| < ||A]]||z]| fir alle x € V. Es gilt:

Ax
Al = sup ||zl = sup ||da]|= sup AZI
l|z]|<1 l|z|[=1 zev\{oy 7]l

Satz 6.17.
|| - || definiert eine Norm auf .Z(V, W), die als Operatornorm bezeichnet wird.

Beweis.

1. Fir alle A, B € Z(V,W) und beliebiges x € V gilt

I(A+ B)z|lw = ||Az + Bzllw < [[Az[[w + [|Bz|lw
< [[A[l ][y + 1B lz]lv = ([|AIl + [[BID]]]v,

d.h. [|[A+ Bl < [|A]| +||B]|.
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2. Fir alle A € Z(V,W), A € K und beliebiges z € V gilt
IAA)z|lw = [[Az||w = [l [[Az|lw < [A[[[A]]|z]]v,

d.h. []AA]|l < M |A]|l. Fir A = 0 gilt offenbar auch die umgekehrte Abschitzung; fir A # 0 ist
[[$AA]] < [5]1[AA]], d.h. auch [A]]|A]] < |[AA]|. Insgesamt folgt also [[AA|| = |A][|A]|.

3. ||]A|| > 0 ist per Definition erfiillt. Sei nun ||A|| = 0, dann ||A i z|lw = 0 fiir alle 2 # 0, d.h.

[]

||Az||w = 0 fur alle z € V. Da || - || definit ist, erhalten wir daraus Az =0 fir allex € V,d.h. A=0
in Z(V,W). (]

Korollar 6.18. (Hahn-Banach)

Seien V normiert und xy € V. Dann gibt es ein F € V’ mit F(xzg) = ||zo|| und ||F|| < 1.

Beweis.

(E Gelte g # 0, sonst setze F'= 0. Sei U = Kzg C V. Dann ist f € U*, gegeben durch f(A\xg) = A||zol],
stetig, denn | f(Axo)| = ||Azol|, also f € U’ mit ||f|| = 1. Dann existiert eine Fortsetzung F' € V' von f
mit [F'(z)| < ||f|llz]| = ||z|| fir alle x € V, d.h. ||F|| < 1. O

Bemerkung 6.19.
Es wurde dabei benutzt, dass fiir die Fortsetzung F' € V' von f € U’ stets gilt: ||F|| < ||f]]. O

Korollar 6.20. (Normformel)

Seien V ein normierter K-Vektorraum und xg € V. Dann gilt:

l|zo|| = max{|F (zo)| | F € V' mit ||F|| < 1}.

Beweis.

Fir alle F € V' mit || F|| <1 gilt |F(zo)| < ||F]|||zo|| = ||xol]- Speziell fiir dasjenige F € V' mit ||F|| =1
und F(zg) = ||zol||, das nach dem letzten Korollar existiert, gilt Gleichheit. O

Satz 6.21. (Kanonische Einbettung in den topologischen Bidual)

Die Abbildung
.V =V P(v)v =v'v

ist eine isometrische Einbettung, d.h. ® ist ein stetiger, injektiver K-Vektorraumhomomorphismus mit
[|®(v)||ve = ||v|]y fir alle v € V.

Beweis.

1. ® ist wohldefiniert, d.h. ®(v) € V”: Seien v € V und v € V', dann ist |®(v)v'| = [v'v] < ||V'|||[v]]
d.h. ®(v) ist stetig mit ||D(v)]|| < [|v]].

2. ® ist ein Homomorphismus: Seien v,w € V und «, 8 € K, dann ist fiir beliebiges v € V'

O (av + Pw)v” = v (av + fw) = av'v + fv’'w = (a®(v) + SO (w))v'.
Nach Hahn-Banach existiert zu jedem v € V ein v’ € V/ mit [®(v)v'| = [v'v| = |[v||, d.h. [|®(v)]| = ||v]].
Also ist @ beschrankt mit ||®|| = 1 und isometrisch.

Damit ist ® auch injektiv, denn aus ®(v) = 0 folgt ||®(v)|| = 0, d.h. ||v|| = 0 und damit v = 0, also
Kern(®) = {0}. O
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Bemerkung 6.22.
1. Ist V endlichdimensional, dann ist ® wieder ein Isomorphismus.

2. Ist V unendlichdimensional, dann kann & surjektiv sein. Das fiir den algebraischen Dual konstruierte
¢ ist ndmlich nicht stetig und somit kein Gegenbeispiel fiir (V) = V"

3. Zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen V,W sind alle A € Z(V,W) stetig: Seien 0,20
beliebige Basen von V, W, dann definieren

1Al = Matg (A)yl, NIl = mﬁXZ [Mat (A)igl, |4l = max Y [Maty (4)|
1, 7 7

Normen auf Z(V, W), die alle zur Operatornorm &quivalent ist (da alle Normen auf K" &quivalent

sind). O

Definition 6.23.

Ist ® : V — V" surjektiv, d.h. ein isometrischer Isomomrphismus, dann heift V' reflexiv.

6.5. Banachraume

Definition 6.24.

Ein normierter Vektorraum (V|| - ||) heift ein Banachraum, falls V bzgl. || - || vollstandig ist, d.h. falls
jede Cauchyfolge aus V einen Grenzwert in V besitzt.

Beispiel 6.25.
1. Der Raum der stetigen Funktionen C°([a,b]), versehen mit der Supremumsnorm || - |[oo-
C%([a,b]) = {f € Abb([a,b},K) | f ist stetigh, ||/l = sup{f(z) | = € [a, 1]},
ist ein Banachraum. Versehen mit der Integralnorm || - ||z1 ist C°([a, b]) dagegen nicht vollstindig.
2. Ebenso ist der Raum der k-fach differenzierbaren Funktionen C*([a, b]), versehen mit der Norm || -||¢x,
C¥(a,b]) = {f € Abb(la, Bl K) | f, ', f®) ist stetig),  [Ifllex = [lloo + -+ LF¥ |,
ein Banachraum.

3. Die Lebesgueschen Integrationsrdume £P([a, b]), versehen mit der Integralnorm || - || z»,

b 1
(b)) = {[f]~ | f € Abb(la, 8, K) | [|fller < 50}, mm:(/umpwf,

ist fiir alle 1 < p < co ein Banachraum, wobei f ~ g :< u{f # g} = 0. Ebenso ist £*°([a, b]) mit der
Supremumsnorm || - || so,

L£%([a,0]) = {f € Abb([a, 0], K) [ [[f[lcee <00}, [[f[loc = esssup [f(z)]

z€la,b]

ein Banachraum.

4. Auch die Folgenrdume ¢, versechen mit der Summennorm || - ||z,
00 1
P
P = {x € Abb(N,K) | ||z||er < o0}, [|1z|[er = (Z |xk|p> ,
k=1
ist fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Ebenso ist £°° mit der Supremumsnorm || - ||,
° = {x € Abb(N,K) | ||z||g < 00}, [|Z]|oo = sup |zk]
keN
ein Banachraum. O
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Satz 6.26.

Seien V' ein normierter Raum und W ein Banachraum. Dann ist auch .Z(V, W) ein Banachraum.

Beweis.

Sei (Ap)nen C Z(V, W) eine Cauchyfolge stetiger Operatoren, d.h. ||A,, — A,,|| — 0 fiir n,m — co. Dann
folgt fir x € V:

[|Apz — Apz|| = ||(An — Ap)z|| < ||4An — Anll]|z|] = 0 fiir n,m — oo.

Also ist (A,x)nen eine Cauchyfolge in W und da W vollstandig ist, existiert lim A, fiir jedes x € V.
Wir definieren A : V — W durch Az = lim A,,x. Dann gelten:

1. A ist K-linear, denn fiir alle o, 5 € K und alle z,y € V gilt:
Alaz + By) = lim Ay(az+ By) =a lim A,z + 8 lim A,y = Az + SAy.
n—00 n—00 n—»00

2. A,, konvergiert in der Operatornorm zu A, d.h. ||A, — A]| — 0 fiir n — oco: Sei € > 0, dann gibt es
N €N, so dass fiir alle n,m € N gilt: ||A, — A,,|| <e. Selenn > N, m > nund z € V mit ||z]| < 1.
Dann gilt:

[|Apz — Az|| < ||Anx — Apz|| + ||Amax — Az
< |[An — Apl| + [|Amz — Az|] < € + [[Apz — Agl].

Mit m — oo folgt ||Anx — Az|| <€, also A,, — A. Insbesondere ist ||Ax — A|| < e.
3. Ist (An)nen eine Cauchyfolge in Z(V, W), dann ist (]|A,||)nen eine Cauchyfolge in K, d.h. es gilt

lim [|[Ay]| = co € K. Also ist A stetig mit ||A|| = ¢o. Damit gilt A € Z(V,W). O
Bemerkung 6.27.
1. V' und V" sind Banachraume, da K vollstandig ist.
2. Jeder normierte K-Vektorraum kann (via ®) in einen vollstdndigen Vektorraum eingebettet werden.

3. Wir identifizieren wieder V' mit seinem Bild ®(V) C V. O

Definition 6.28.

V bezeichne den Abschluss von V in V", d.h. den kleinsten vollstéindigen K-Vektorraum iiber V.

Bemerkung 6.29.
1. V ist vollstéindig in der Norm von V",

2. V liegt dicht in V, denn es gilt V = V genau dann, wenn V vollstindig ist. %

Bemerkung 6.30.

1. ¢% ist ein nicht reflexiver Banachraum mit (¢')" = ¢°°. Auch ¢ ist ein nicht reflexiver Banachraum,
aber (£>°)" £ (1.

2. Fir p € (1,00) ist (¢P)" = €7, wobei % + é =1, und diese Réume sind reflexiv.
3. Seien (X, X, u) ein vollstdndiger Mafraum und
LP ={f € Abb(X,K) | f messbar und ||f]|, < oo}
Fiir p € (1,00) ist (LP)" = L2, wobei wieder % + % = 1. Diese Raume sind alle reflexiv.

4. Tst (X, 3, u) o-endlich, dann ist auch (£') = £, dagegen ist (£L*) # L. Die Riume £! und £
sind nicht reflexiv. O
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6.6. Hilbertraume

Definition 6.31.

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : VXV — Kmit (z,y) — (z,y) heifit ein Skalarprodukt,
falls fiir alle x,y, 2z € V und alle «, 8 € K gelten:

1. (ax + By, 2) = alz, 2) + By, z) und (z, ay + Bz) = @(x,y) + B(x, 2), (Sesquilinearitét)
2. (x,y) = (y,2), (Antisymmetrie)
3. (z,z) > 0 fir alle x € V und (x,2) =0= 2z =0. (positive Definitheit)

Ein K-Préhilbertraum (E, (-,-)) ist ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt.
x — ||z]| = /{x, x) heifst die von (-, -) auf F induzierte Norm.
Ist (E,(:,-)) bzgl. || - || ein Banachraum, dann heift (E, (-,-)) ein Hilbertraum.

Bemerkung 6.32.
Sei (E, (-, -)) ein Prahilbertraum. Dann gelten:

1. Ve,y € E: [{x,y)] < ||=|]]|y]]- (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Dabei gilt [(x,y)| = ||z]|||y|| genau dann, wenn {z,y} K-linear abhéngig ist.

2. Vo,y € E: ||z +y|]? + [z — yl* = 2]|2]]* + 2||y]|*. (Parallelogrammregel)

3. Vz,y e W:(z,y) =0= |z +yl||* = ||z||* + ||y||> (Satz des Pythagoras)

Wir setzen x Ly 1< (x,y) = 0 und nennen z,y orthogonal
4. Yy e W (y) € B mit [[{y, ]| = [lyl].

Wir werden zeigen, dass in einem Hilbertraum zu jedem A € E’ genau ein y € FE existiert mit
Az = (y,x) fur alle z € E. O

Beispiel 6.33.

Die Raume £2 und ¢2, versehen mit den Skalarprodukten
(f:9)c2 = /f(w)g(x) du  (f,g€L?), (@ y)e =Y wgs  (z,y€),
X k=1

sind Hilbertraume. O

Lemma 6.34.

Sei (E, (-,-)) ein Prihilbertraum. Dann ist seine Komplettierung (E, (-,-)) ein Hilbertraum.

Beweis.

E ist bzgl. © — ||z|| := y/(z, z) ein normierter K-Vektorraum und E lésst sich via ® in einen Banachraum
einbetten: £ < E”. Sei wie iiblich £ der Abschluss von E in E”. Wir definieren auf E die Form
(z,y) = (limz,,limy,) = lim(z,, y,) mit z,,y, € E, z,y € E. Diese ist wohldefiniert und wir erhalten
so ein Skalarprodukt auf E. O

7. Hilbertraumtheorie

7.1. Orthonormalsysteme und Hilbertbasen

Definition 7.1.
Sei (E, (-, -)) ein Prahilbertraum. {e; | i € I'} C E heifit ein Orthonormalsystem in E, falls (e;, e;) = d;;.
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Bemerkung 7.2.

Seien (F, (-,-)) ein Prahilbertraum und € = (ey, ...,e,) C F ein Orthonormalsystem in E. Dann gelten:
1.z =6, = oy = (z,¢e;): Sei j € {1,...,n}, dann ist (3 aes,ej) = ailes, ) = o

2. (x =Y (z,ei)e;) Le; fiir alle j € {1,...,n}: (x — D (x,ei)e;, ) = (x,e5) — (x,e;)(ej,e;) =0.

3. Y N, e)|? < ||z|[?: Setze y = > (z,e;)e; und z = z — y. Wir haben gerade eben gezeigt, dass y1z,
also ||z||? = ||y + 2|1? = ||ly||> + |12]1? > |ly]|> = 3 [{z,e;)|* nach dem Satz des Pythagoras. Dies ist
die sogenannte Besselsche Ungleichung. O

Definition 7.3.

Sei E ein Préhilbertraum. Ein Orthonormalsystem (e;);c; C FE heift eine Hilbertbasis von E, falls
(ei)ier dicht in E liegt. Ein Prahilbertraum mit abzidhlbarer Hilbertbasis heifit separabel.

Bemerkung 7.4.

1. {e;)icr = F heilt: Zu jedem x € F und jedem e > 0 existieren ein n € N und ay,...,a, € K mit
e~ ajesll < e.

2. (ei)ier = {d_aje; | n € N, ay,...,a, € K} muss nicht gleich E sein, d.h. nicht jede Hilbertbasis ist
eine Vektorraumbasis. O

Satz 7.5. (Parseval-Gleichung)
Seien (E, (-,-)) ein Prahilbertraum mit Hilbertbasis € = (e, )neny und « € E. Dann gelten:

o0 o0

p= Y (een el =Y el

=0 =0

(x,€;) heit der i-te Fourierkoeffizient und ) (z, e;)e; die Fourierreihe von z bzgl. €.

Beweis.

Seien (o;)ien, € > 0 und n € N mit

oo n
xr = E Q€4 xr — E ;€4
i=1 i=1

Wir miissen zeigen: «; = (x, ¢;) fiir alle ¢ € I. Fiir alle m > n gilt:

<€

n 2 m m 2
e > x—Zaiei = x—Z(m,ei>ei+Z(<x,ei> — el
i=1 i=1 i=1
wobei wir setzen «; = 0 fiir i > n. Wegen der Orthogonalitéit
m m
T — Z(x, eiye; L Z((x, ei) —a;)e;
i=1 i=1
folgt mit dem Satz des Pythagoras, dass
m m 2 m 2 m 2
> |z — Z<JZ, ei)e; + Z({x, ei) —a;)ei|| = |l — Z<Z‘, eiyei|| + Z((x, ei) —ag)ei|
i=1 i=1 i=1 i=1
dies ist das gleiche Argument wie bei der Bessel-Ungleichung, insbesondere
m 2 n o]
> ||z — Z(ac, e)e; — T = nll)ngo Z(a&, ei)e; = Z(ﬂc, €i)e;.
i=1 i=1 i=1

Martin Gubisch 47 SS 2006



7.1 ORTHONORMALSYSTEME UND HILBERTBASEN 7 HILBERTRAUMTHEORIE

Auferdem ist nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

n

Z(x e;)e

i=1

n—oo

n
] - 20 = el = hm 3wl O

H lell = S e, exdes

Satz 7.6.

Sei (E, (-,-)) ein Hilbertraum mit abziihlbarer Hilbertbasis (e;);en. Dann ist E isometrisch zu £2.

Beweis.

(e();en ist eine Hilbertbasis von £2. Definiere die Abbildung

F:E — (2, Zmezel»—)erl
=1

1. F ist wohldefiniert, d.h. F(x) € ¢? fiir alle x € E: Nach der Bessel-Ungleichung ist

n o0 (o)
VnEN:Z|<x,ei>|2§||xH2<oo = Z\(m,ei>\2<oo = Z(x,el)eiGEQ.
i=1 i=1 i=1

2. F ist K-linear, da (-, ¢;) fiir alle i € N K-linear ist, d.h. fiir z,y € E und «, 8 € K gilt:

o0

F(az + By) = ( g e eﬁ@Z y,ei)e ) F(Z(ax+ﬂy,ei>ei>

i=1

'F”18

(az + By, e®)el® —aZ:ce i)+ﬂz<y,e()
1 i=1
F(z) + BF(y).

(2

3. F ist injektiv, denn sei F(z) = 0, dann gilt fiir alle 5 € N, dass 0 = (F(x),el)) = (x,ej), d.h.
x = (z,e;)e; =0.

4. F ist surjektiv: Sei y = > o e ) € £? beliebig und seien
Yn = Zaie(i)a Tn = Zaiei - F(mn) = Yn und <£L'n, xm) = <yn,ym>'

Wegen y = limy, ist (yn)nen eine Cauchyfolge in ¢2, d.h. es gilt ||z, — Zm|| = [|Yn — Yml|| — 0
fiir n,m — oco. Also ist (z,)nen eine Cauchyfolge in E. Da E ein Hilbertraum ist, existiert deren
Grenzwert « = limz,, in F und x hat die Darstellung © = Y «a;e;, d.h. fiir alle n > i gilt

Qg = <$,61> <.’L’n, Z> <yn (i)> = <y’e(i)> = F(Z<maei>ei> = Z(y’e(i)>e(i)'

und damit F(z) = y.

5. F' ist isometrisch: Seien x,y € F, dann gilt F' ist isometrisch: Betrachte

< S (rede®. S . ej>e<j>> ~ < Zj;@ es), 2@, ej>e<j>>

(F(x), F(y))

i=1 j=1
n m o0 o0
= b Seien Stnees ) = (Yotoedee Y i)
1= =1 =1 1=
= (z,y). O
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Beispiel 7.7.

C°([0,27],R), versehen mit der Integralform (-, -)s2, ist ein Prithilbertraum, der nicht vollstéindig ist. Fiir
jedes g € C°([0,27],R) existieren niimlich Koeffizientenfolgen (a,)neny; (bn)nen € R mit

cos(nx) sin(nx)

n \/’]TI'

Wir wihlen eine Hilbertraumbasis aus periodischen Basisfunktionen, den sogenannten trigonometrischen
Polynomen, zu C°([0, 27], R). Die Funktionen

1 cos(xz) sin(z) cos(2x) sin(2z) cos(3z) sin(3x)

bilden nédmlich bzgl. (,-) ein Orthonormalsystem:

1|7 71 i
— | = [= = — (14 = 1
H V2T ./ 27 27 / v ’
0 0
( ) 2 27 1 27
cos(x / / 9
= = — [ 1—cos*(z) dx = 1
VT 0 § 0
2 2m
< 1 cos(x)> B / CoS T 1 sin(z) _ o
V2T ﬁ 0 2T 0
. ( ) 2 2w 1 2
sin(x / / 9
— = = [1-—sin’(z) dz = 1
VT 0 i 0
L osin@)\ [ 1 "
sin(x sinz
—_, = = ——(—cos(z = 0
<\/27r Nis > / 27r( (@) 0
27r 2T
cos(z) sin(x) B /sm(m)cos(x) de = 7cosz(x) 27T/cos(x) sin(z) dr — o
NIV S N J T N T ol T 7
Die Fourierkoeffizienten a,, b,, sind gegeben durch
27 2
= [9le)d = [o@costna) dzs b= [gla)sinta) do. 0
ag = —— x) dx; ap = — T nr) dr; = — x) sin(nx) dz.
0 \/ﬂ J g n ﬁ J g n ﬁ J g

7.2. Orthogonalrdume und orthogonale Summen

Satz 7.8. (vom Minimalabstand)
Seien E ein Hilbertraum, F' ein abgeschlossener Untervektorraum von E und zg € E\F.
1. Dann existiert ein z* € F mit dist(zg, F') = ||zg — 2*||.

2. Es gilt (g —a*)LF, d.h. (xg — 2*) L fiir alle x € F.

Beweis.

1. Sei (zn)nen eine Minimalfolge in F, so dass mit § = lim||zg — @y gilt: ||z — 2n|] < 6 + * fiir alle
n € N. Dann ist (z,)nen eine Cauchyfolge, denn mit der Parallelogrammregel gilt:

2 n,m—oQ

llzn — @ml* =2 |l — z0|® +2 ||lzm — wol|* —4||5 (20 + 2m) — @0]|* =—— 0

n— oo m— oo

552 —0 \ 52 <62, da (zn—zm)EF
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Setze z* = limx,, in F, dann ist * € F', da F abgeschlossen ist. Damit gilt:

[|lzo — z*|| = ||xo — limz,|| = ||lim(zg — z,)|| = lim ||zo — z,|| = 9.

2. Wéhle z* € F mit ||xo —z*|| < ||zo — || fur alle x € F und z = z¢ — x*; insbesondere ||z|| < ||z + az|
fiir alle x € F und « € K. Es gilt

12|12 = (2,2) < (2,2) + alz, 2) + alz, z) + adlz, x),
d.h. 0 < alz, 2) + @z, z) + aa(x, x). Setze « = f{z,z) mit § € R. Angenommen, (z,y) # 0. Dann

0 < Bl(w, 2)|* + Bl{z, 2)* + B2[(z, 2)[* (, x) = 0<20+ f%z,2),

d.h. —28 < B?||z||?. Wihle 0 < 8 < Hxﬁ’ dann 2 < (=p)||z]|?, also 25 < —f3, ein Widerspruch.

[[=]]?

Also ist zLx fiir alle z € F, d.h. 29 — 2* € F*. a

Korollar 7.9.

Jeder Hilbertraum besitzt eine Hilbertbasis.

Beweis.

Wiéhle mit Zorns Lemma ein maximales Orthonormalsystem (e;);c; in E. Dann liegt (e;);er dicht in
seinem Abschluss F' = (e;);c; und F ist ein abgeschlossener Untervektorraum von E. Wére nun F # E,
dann gibe es ein (E normiertes z € E\{0} mit 2 € F+, d.h. z Le; fiir alle i € I. Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitat von (e;)e;. O

Bemerkung 7.10.
1. Sei F ein Unterraum von E, dann ist F* ein Unterraum von E mit F C (F1)+.

2. F* ist abgeschlossen, denn da (-, -) stetig ist, folgt: (x,z,) = 0 fiir alle n € N = (z,limx,) =0. ¢

Satz 7.11. (Orthogonalraumzerlegung)
Seien FE ein Hilbertraum und F' ein Untervektorraum von E. Dann gelten:
1. Ist I abgeschlossen, dann lisst sich F zerlegen in £ = F @ F'*.

2. Genau dann ist F abgeschlossen, wenn (F1)+ = F.

Beweis.
1. a) Die Summe ist direkt, denn sei # € F N F+, dann 2L, d.h. (z,2) = 0 und damit z = 0.

b) Da F, F*+ abgeschlossen, ist auch F + F* abgeschlossen: Sei (2,,) = (2, + ¥, ) eine Cauchyfolge in
F + F*, dann gilt mit dem Satz des Pythagoras:

9 mM,Mm—00
—zZn||f ——

||(yn+zn)*(ym+zm)||:Hyn*ymn2+||zn 0.

Also sind (), (y,) Cauchyfolgen in F, F+, d.h. limz,, € F und limy,, € F* existieren und damit
auch lim,, + v, = limz,, + limy, € F + F*.

¢) Angenommen, F + F+ C E. Dann gibe es ein z € E\{0} mit 2L (F + F+), dh. 2L F und z L F+,
also z € F+ N F = {0}, ein Widerspruch.

2. a) Sei F' = (F*)*, dann ist F' abgeschlossen, da Orthogonalriume abgeschlossen sind.

b) Sei F abgeschlossen. Offensichtlich ist F' C (F1)+. Sei jetzt also z € (F+)L. Wir zeigen: 2z € F.
Da F abgeschlossen, ist £ = F @ F*, also gibt es ¢ € F,y € F+ mit 2 = z + y. Dann gilt
0= (z,9) = (z,y) + (y,y) = ||yl|?>, d-h. y = 0 und damit z =z € F. O
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7.3. Adjungierte Operatoren und Satz von Riesz

Satz 7.12. (Riesz)

Seien F ein Hilbertraum und = € E. Dann definiert » : E — E’ mit s>z = (-,x) einen antilinearer,
isometrischer Isomorphismus.

Beweis.

1. sz : E = K, (se2)y = (y, x) ist K-linear und wegen |(>cx)y| = |y, 2)| < |ly||||z||, d.h. scz ist beschrénkt
mit |[sex|| < ||z||, d.h. sz € E' fir alle z € E.

2. AuRerdem ist ||z||? = [(z, )| = |(3ex)z| < ||2ez||||2||, d.h. ||sex|| = ||z fiir alle z € E, d.h. s ist
isometrisch und speziell injektiv.

3. s ist antilinear, d.h. fiir alle z,y € E und alle o, 8 € K gilt s(ax + By) = asx + By, denn sei z € E
beliebig, dann (a2 + fy)(2) = (, 0z + By) = @(z,2) + B{z,y) = (@(z) + F(y))(+). Insbesondere
ist s¢ ein Gruppenhomomorphismus bzgl. +.

4. s ist surjektiv: Sei f € E’. Zu zeigen: Es gibt € F mit f = sxx. Sei F = Kern(f). Dann ist F
ein abgeschlossener Untervektorraum von E, denn f ist stetig und {0} ist abgeschlossen, also auch
F = f7'({0}). Sei B F # E. Dann gibt es z € F*\{0}. Wir zeigen: Es gibt ein a € K mit
f={(,az) = sxx mit z = az. Wihle @ = f(2)(z,2)~!. Dann gilt fiir alle y € E:

N SRR RN CY L ONA
na) =0z = £ 5 (0= e+ 7n) = E5(me) - 100 -
eF EFt

Lemma 7.13.
Seien FE ein Hilbertraum, z € E, A € Z(E, E). Dann ist »(z) o A mit y — (scx)(Ay) = (Az,y) in E'.

Beweis.

1. »(x) o A ist linear: Seien «, 8 € K und y, z € E, dann gilt

(s(x) 0 A)(ay + Bz) = (A(ay + Bz, 1)) = oAy, x) + B{Az,x) = a(s(z) 0 A)y + B(>(x) 0 A)z.

2. x(x) o A ist stetig: Sei y € F, dann gilt

|Ge(2) 0 A) ()| = [(Ay, 2)| < [[Ayl[ [l«|| <[l Alyll]z]] = (LAl =Dy,

d.h. »(z) o A ist beschrankt mit ||s¢(x) o Al| < [|A]|]|x]]. O

Bemerkung 7.14.

1. Nach dem Satz von Riesz existiert dann zu jedem z € E genau ein 2* € E mit »(x) o A = sz*, d.h.
fir alle y € E ist (Az,y) = (y, ™).

2. Wir definieren A* : E — F mit A*z = z*.
3. Es gilt A* € Z(E, E), wobei fiir alle z € F gilt
|4%|[* = (A", z) < ||A%|[[|A]] ||=]l,
d.h. || A*]] < ||A]|. A* heifst der zu A adjungierte Operator.
4. Im Fall A = A* heifst A selbstadjungiert.
5. Ist K =R, dann nennen wir A in dem Fall auch symmetrisch, im Fall K = C Hermitesch.
6. Die Zuordnung Adj : Z(E,E) - Z(E, E) mit Adj(A) = A* nennen wir Adjunktion.
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A* ist eindeutig bestimmt durch die Gleichung (Ax,y) = (x, A*y) fur alle x,y € E:

Gelte (z, A*y) = (Az,y) = (z,A'y) fir A", A* € L(E,E). Dann ist (z,(A* — A")y) = 0 fir alle
x,y € E, d.h. speziell fiir z = (A* — A")y: ||(A* — A")y||? = 0 fiir alle y € E, d.h. (4* — A")y = 0 fiir

alle y € F und damit A* — A’ =0, d.h. A* = A’ O
Satz 7.15.
Sei E ein Hilbertraum. Fiir Adj gelten die folgenden Rechengesetze:
1. (@A + BB)* =aA* + BB* fiir alle o, 3 € Kund A, B € Z(E, E);
2. (AB)* = B*A* fiir alle A, B € Z(E, E);
3. (A")* = Afiir alle A € Z(E,E);
4. ||A*]| = ||A]| und ||[A*A|| = ||A])? fiir alle A € Z(E, E).
Beweis.
1. Seien 2,y € E, a, 8 € Kund A, B € Z(F, E). Dann gilt:

(A +BB)z,y) = (aAz+pBry) = ofAz,y)+B(Bz,y) ofz, A%y) + Bz, B*y)
= (z,aA*x+ B*y) = (z,(@A*+BB*)y) = (z, (@A + BB)*y).

Also ist (aA + BB)* = @aA* + BB*.

. Seien z,y € F und A, B € Z(F, E). Dann gilt:

(z,(AB)"y) = (ABz,y) = (Bz, A"y) = (z, B"A"y),

also (AB)* = B*A*.

. Seien z,y € FEund A € Z(E, E), dann ist (y, Azx) = (A*y,z) = (y, (A*)*x), also (A4*)* = A.

Sei A € Z(E, E). Schon gezeigt: ||A*|| < ||A]], also auch ||A|| = [[(A*)*]| < ||A*||, d.h. ||A*|| = ||A]l.
Weiter gelten:

14" Az|] < [|AT|[[JAz|| < |A*IHIAIl=l] - = [[ATAlL < AT 1AL = [JAl*.
Umgekehrt folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:
|Az]|* = (Az, Ax) = (A" Az, ) < ||A*A]|||l2]? = [|Az]| < V][AA]]]|z]],

Also ||A]|? < ||A* A]|. Zusammen erhalten wir ||A||? = ||A* A]|. O

7.4. Spektraltheorie in Hilbertraumen

Lemma 7.16.
Seien A € .Z(E, E) und ¢ > 0 derart, dass |(Az, x)| < c||z||? fiir alle z € E. Dann gilt fiir alle z,y € E:

[(Az, y)| + [(Ay, z)| < 2¢f[][||y]].

Speziell fir K =R und A = A* gilt: |(Az, y)| < c||z|]||y]]-

Beweis.

Seien z,y € E. Dann gilt unter Benutzung der Parallelogrammregel:

2|(Az,y) + (Ay,z)| = [(Az, z) + (Ay, =) + (Az,y) + (Ay,y) — (Az, ) + (Ay,y) + (Ay,z) — (Ay,y)|

(Az + Ay, x) + (Ax + Ay, y) — (Az — Ay, ) + (Az — Ay, y)|

SS 2006 52 Martin Gubisch



7 HILBERTRAUMTHEORIE 7.4 SPEKTRALTHEORIE IN HILBERTRAUMEN

= [(Az + Ay,z +y) — (Az — Ay,x — y)| < c(l[x +yl[> + ||z — y[|)
= 2¢(||=]* + [lylI*),
d.h. [(Az,y) + (Ay, z)| < c(||=]* + [|y|[*). Wir ersetzen  nun durch tz und y durch 1y fiir ein ¢ > 0.

Dann gilt
[(Az, )| + [(Ay, 2)] = [(A(tz), 19)] + [(A(3y), 2)] < c(@[]2]* + Elyl]*)-
\
[

Dies gilt speziell fiir t? = Hw I‘ (Fall y = 0 trivial). Wir erhalten: [(Az, y)| + |(Ay, z)| < 2¢||z]| ||y]]- O

Satz 7.17. (Normformel fiir Hermitesche Operatoren)
Sei A € Z(E, E) Hermitesch. Dann gilt:

[|A]] = inf{c > 0| (Az,z) < c||as||2 fiir alle x € E} = sup{|(Ax, z)| | ||z|]| = 1}.

Beweis.

1. Wegen A = A* gilt nach dem letzten Lemma [(Ax,y)| < ||z||?, d.h. |(Az,y)| < c||z||||y|| fiir alle
2,y € E. Insbesondere ist [(Az,y)| < ¢||z||||y|| mit ¢ = inf{c > 0 | |[(Az,z)| < c||z||? fiir alle z € E}.
Mit sy € E', x — (x,y) folgt: |Aay(x)| = |(z, Ay)| = [(Az,y)| < ¢||z||||y||. Damit erhalten wir die
Abschitzungen ||Ay|| = |[>(Ay)|| < ¢||yl|, d.h. ||A]] < ¢, und [(Az,z)| < [|A]]|]z]|?, d.h. ¢ < ||A]|. Also
ist ¢ = || A4]].

2. Wegen |[(Az,x)| < ||A]|||z|]? fiir alle z € E ist sup{|(Az,z)| | ||z|| = 1} < ||A]||. Weiter gilt:

|<Ax7w>='<AH|>]|x||<iﬂgl{<Az,z>|} — =i s Az ) O

Definition 7.18.

Sei E ein K-Vektorraum. A € K heift ein Eigenwert von A, falls es ein 2z € E\{0} gibt mit Az = Ax.
x heifit dann ein Eigenvektor zu ¢ und Eig(A) = Kern(A — AId) C E der Eigenraum zu A. Die Menge
o(A) = {\ € C| A— A\ ist nicht bijektiv in .Z(FE, FE)} heifit das Spektrum von A.

Bemerkung 7.19.

1. Eigenriume sind Hilbertriiume, denn A ist stetig und {0} abgeschlossen, also Eig(\) = (A—XId)~*({0})
als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung abgeschlossen.

2. Ist dimg(E) < oo, dann ist o(A) die Menge der Eigenwerte in C, denn A — AId ist genau dann
nicht invertierbar, wenn A — AId nicht injektiv ist: Injektivitét, Surjektivitat und Bijektivitdt linearer
Operatoren zwischen endlichdimensionalen Rdumen sind dquivalent.

3. Ist X ein Eigenwert von A, dann liegt A offenbar in o(A). Allerdings kann ein A € C existieren, so dass
A — Md zwar injektiv, aber nicht surjektiv ist.

4. Das Spektrum von A zerlegt sich disjunkt in

op(A) = {X € C | A— AId nicht injektiv} = {\ € C | X Eigenwert von A}, (Punktspektrum)
o.(A) = {\ € C | A — M injektiv, nicht surjektiv und Bild(A — \Ild) = E},  (kont. Spektrum)
o.(A) = {\ € C | A — \d injektiv, nicht surjektiv und Bild(A — \Id) C F}. (Restspektrum)
0(A) = {\ € C| A — \Id bijektiv} = C\o(A) heikt die Resolventenmenge von A. O

Beispiel 7.20.

Seien E = (*> und A : E — E der lineare Operator A((;)jen) = (j'a;)jen. Dann ist A injektiv, denn
es gilt (j7'a;)jen =0 gdw. () jen = (0)jen. Aber A ist nicht surjektiv, denn (j72);en liegt in ¢2, aber
nicht im Bild von A: Das Urbild von (j2),en unter E wire (j7')jen ¢ ¢2. Damit ist A — 0Id nicht
bijektiv, d.h. 0 € o(A). Allerdings ist 0 kein Eigenwert von A. O
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7.5. Spektralsatz kompakter, Hermitescher Operatoren

Satz 7.21.

Seien E ein Hilbertraum und A € Z(E, F) Hermitesch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell und fiir
A1 # Ao gilt Eig(A1) LEig(A2), d.h. Eingenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis.
Gelte Az = Az fir ein A € C und ein x € E\{0}. Dann gilt:
Mz|* = (\a,z) = (Az,z) = (2, Az) = (2, Az) = MJ]|?,
d.h. A = X\ und damit A € R. Seien nun Az = A\jz und Ay = Aoy mit A\; # Ap. Dann gilt:
Mlz,y) = (Az,y) = (z, Ay) = Xo(zyy) = (M= X)(z,y) =0,
d.h. (z,y) = 0 und damit z_Ly. O

Definition 7.22.

A € Z(E,E) heift kompakt, falls es zu jeder beschrankten Folge (z,)nen aus E eine konvergente
Teilfolge von (Azy,)nen gibt.

Bemerkung 7.23.

Ist dimg(F) < oo, dann ist jeder Operator A € Z(E, E) kompakt: Sei (z,)neny € E beschriankt durch
ein ¢ > 0. Dann ist die Kugel {x € E | ||z|| < ¢} kompakt in F und A ist stetig, also hat (Ax,)nen einen
Haufungspunkt in E. O

Lemma 7.24.

Seien E # {0} ein Hilbertraum und A € Z(E, E) Hermitesch und kompakt. Dann ist || A|| oder —||A]]
ein Eigenwert von A.

Beweis.

Nach der Normformel fiir Hermitesche Operatoren gibt es eine Folge (2, )nen mit ||z, || =1 fir allen € N
und lim [(Az,, x,)| = ||A]|. Dann besitzt (z,,)nen eine Teilfolge, (B (2, )nen selbst, mit (Az,, z,) — ¢,
wobei ¢ = ||A|| oder ¢ = —||A]|. (@n)nen ist beschréankt durch 1 und A ist kompakt, d.h. es gibt eine

Teilfolge, (B wieder (x,,)nen, so dass (Ax,)nen konvergiert, etwa Ax,, — y € E. Der Fall ¢ = 0 ist trivial,
da dann A = 0. Sei also ¢ > 0, dann gilt wegen

0 < ||Az, — cxn||* = ||Azn || — 2¢(Azy, ) + ||z,

< JAIP ||zall? —2¢ (Azp, ) +¢ ||2a > === 0,
—— —— ——— ——
=c2 =1 n9o., =1
dass ||y — czn|| < ||Azy — cxn ||+ |y — Azp|| 22250, d.h. (2,)nen konvergiert in E gegen x = 1y. Dann
ist Az = lim Ax,, = lim cx,, = cx, d.h. = ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert c. |

Satz 7.25. (Spektralsatz fiir kompakte, Hermitesche Operatoren)
Seien E ein Hilbertraum, dimg £ = oo, und A € Z(E, E) ein kompakter, Hermitescher Operator.

Dann besitzt (Kern(A))* eine (endliche oder unendliche) Hilbertbasis aus Eigenvektoren (e,,)nen mit
zugehorigen Eigenwerten (A, )nem, lim A, = 0 fiir fM = oo, und o(A4) C {0} U {\, | n < fM}.

Fiir alle z € (Kern(A))*1 gelten damit z = Y (z,e,)e, und Az = 3"\, (z,e,)en.
Insbesondere gilt (Kern(A))* = ¢2, falls fM = oo, und (Kern(4))* = K™ fiir M < co.
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Beweis.
1. Mit Ey = Kern(A) gilt E = Ey @ Eg-, wobei Ey, By A-invariant sind:

E, ist abgeschlossen, d.h. E lisst sich in Ey und sein Komplement zerlegen, und fiir z € Ej-,y € Ej
gilt (Az,y) = (z, Ay) = (,0) = 0, d.h. Az L Ey und damit Ar € Ey, d.h. AE;- C Ef.

Wir kénnen daher (E annehmen, dass Ey = {0}, d.h. dass A injektiv ist und somit 0 kein Eigenwert
von A ist. AuRerdem nehmen wir (E E # {0} an, d.h. zumindest einer der Werte A = ||A4]|| oder
A = —||A]| ist ein Eigenwert von A.

2. Zu jedem Eigenraum Eig(\) wihlen wir mit Zorns Lemma ein maximales Orthonormalsystem X (\)
aus Eigenvektoren zu A. Dann ist ¥ = [JX()) eine Hilbertbasis von E:

Setze F' = (¥), dann ist ¥ eine Hilbertbasis von F. Falls E # F, dann zerlegen wir F in E = F @ F*.
Dann ist F- # {0} ein A-invarianter Unterraum: Da F = (X) A-invariant ist, gilt wie eben fiir alle
r € Ft y € F: (Az,y) = (z,Ay) = 0, dh. AzLF und damit AF+ C F1. A|p. hat nun einen
Eigenwert A € {%||A|r+||} mit zugehdrigem Eigenvektor e € Eig(\) und aus e € F LEig(\) folgt
ele, d.h. e =0, ein Widerspruch. Also ist (¥) = F, d.h. ¥ eine Hilbertbasis von E.

3. Zu jedem € > 0 gibt es nur endlich viele e € ¥ und A € R mit Ae = Ae und |A| > ¢, d.h. es gibt ein
M C Nmit ¥ = {e, | n € M} und A = (A\,)nem € R mit Ae,, = \ye, fiir alle n € M, alle Eigenrdume
Eig(\,,) sind endlichdimensional und lim A,, = 0 fiir M = oc:

Seien (en)neny € X und (Ap)neny € A mit Ae,, = A\pe, und |A,| > € fiir alle n € N. Da A kompakt ist,
besitzt (Anen)nen = (Aen)nen einen Haufungspunkt z € E. Wéhle m,n € N mit ||\, e, — 2] < §
und [[Apen, — ]| < §, dann ist 262 < A2, + A2 = [|[Apmem — Apey||* < (H)\mem z||+ || Anen —z|)? =
ein Widerspruch.

4. Ist A # 0 kein Eigenwert von A, dann ist A — AId surjektiv, d.h. alle A\ € o(A) mit A # 0 sind
Eigenwerte von A:

Sei y € E beliebig. Dann besitzt y die Darstellung y = > (y, e, )e, und damit gilt

_y W = — (A=Y e " ’e" en—Aen) = D (Y,en)en = y.

neM neM neM

Im Fall dimg (F) = oo bleibt zu zeigen, dass « ein Element aus F ist. Nach der Parsevalschen Gleichung
ist ) |<y,en>|2 = ||y||? < oo und wegen |\, — X|71 2222 |A| 7 ist |\, — A|7! beschriinkt, also ist die
Reihe }° |22 {wen) “nl|2 = ||z]|* konvergent, d.h. z € E. O

Bemerkung 7.26.

Ist A € Z(E,FE) selbstadjungiert und surjektiv, dann ist A auch injektiv, denn aus Az = 0 folgt
0= (x,Ay) = (Az,y) fiir alle y € E, d.h. 2 1Bild(A) = FE und damit insbesondere Lz, d.h. x = 0 und
folglich Kern(A) = 0. O
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