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Problemstellungen der Algebra

Mathematische Vorgehensweise zur Problemldsung.
Problemstellung (in -g en Unbestimmten (explizite Beschreibung der gesuchten Grofen)
Berechnung (durch Eins-g en Unbestimmten (explizite Beschreibung der gesuchten Grofen)
. Berechnung (durch Eins Form einer “Textaufgabe”)

1.

2.

3

4. Modellierung (implizite mathematische Beschreibung mit Hilfe von Unbestimmten)

5. Auflésung nach d - -g en Unbestimmten (explizite Beschreibung der gesuchten Grofsen)
6

. Berechnung (durch Einsg etzen gegebener Werte)

Dazu: Sétze iiber die Losbarkeit (Existenz und Eindeutigkeit) und Losungsverfahren (zur konkreten
Berechnung).

Beschreibung: Sehr oft durch Gleichungssysteme, zum Beispiel:

1. Lineare Systeme iiber R oder C: Lineare Algebra

2. Differenzialgleichungen: Analysis, Theorie und Numerik fiir Differenzialgleichungen
3. Algebraische Gleichung in einer Unbestimmten z.B. iiber R, C, Z, F,: Algebra
4

. Algebraische Gleichungen in n Unbestimmten iiber C: Algebraische Geometrie

Delisches Problem. Es ist unmdéglich, einen Wiirfel mit Volumen 2 nur mit Zirkel und Lineal zu
konstruieren.

Zusammenhang mit nichtlinearen Gleichungen: Die Seitenldnge = des Wiirfels 16st
X3 -2=0,
ist also Nullstelle eines Polynoms dritten Grades.

Dreiteilung von Winkeln. Es ist unmoglich, den 60°-Winkel o = £ mit Zirkel und Lineal dreizuteilen.
Fiir a gilt wegen (e/5)3 = e!® der Zusammenhang

1 3
3 = Re (cos% —|—isin%) :cos3%+3cos% (—sin2 %) = 4cos® % —3COS%,

d.h. der exakte Wert a = cos § ist gegeben als Losung der kubischen Gleichung

Quadratur des Kreises. Unmoglichkeit der Konstruktion eines Quadrates mit Flacheninhalt 7 mit
Zirkel und Lineal.

Die Seitenléngen a des Quadrats 16sen
2

z°—7m=0.
Da 7 “transzendent iiber Q ist, d.h. Nullstelle keinen Polynoms mit rationalen Koeffizienten, ist die
Konstruktion nicht moglich.

Konstruktion eines regelméfiigen p-Ecks. Es ist nicht moéglich, mit Zirkel und Lineal ein regelmafiges
7-Eck zu konstruieren.

27

Ein (282)°-Winkel v = 7 ist néimlich Nullstelle des Polynoms

XT—1=(X-DX+ X"+ X'+ X3+ X2+ X +1).
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1.1 GRUNDBEGRIFFE 1 GRUPPEN

Da 7 —1 keine Zweierpotenz ist, ist die Konstruktion nicht méglich. Selbiges Argument funktioniert auch
fiir 11-Ecke, 13-Ecke u.s.w..

Auflésung in Wurzeln. Fiir polynomiale Gleichungen bis zum Grad vier existieren explizite Losungs-
formeln:

1. Fiir quadratische Gleichungen:
1
> +ar+b=0 = x1)2:§(—aivD)

mit Diskriminante

2. Fiir kubische Gleichungen: Betrachte
3 2 _
z° + asx” + ar1x + ag = 0.
Substitutionsansatz: Ersetze z durch z — %ag, dann ist
x> +ax+b=0.

Setze

2 2
D := —(4a® + 27b%); A= i’/—;b—i—;\/—i’»D; B := {’/—;b—gx/—?)D

und p := —% + %\/ —3 (d.h. p® = 1). Dann liefern die Cardanische Formeln:

1 1 1
v =3(A+B)  w2=3(A+pB); w3 =(pA+p’B).

3. Auflésung von Gleichungen vierten Grades: Formel von Ferrari (16. Jh.).
4. Nichtauflosbarkeit von Gleichungen fiinften Grades bewiesen durch Abel 1826.
5. 1831: Endgiiltige Losung des Auflésbarkeitsproblems durch Galois.

1 Gruppen

1.1 Grundbegriffe

1.1. WIEDERHOLUNG
1. Seien G eine Menge und o : G x G — G eine Abbildung. (G, o) heifit Gruppe, falls gelten:

a) o ist assoziativ, d.h. Vz,y,2 € G: (xoy)oz=xo0 (yo z).
b) G besitzt ein neutrales Element, d.h. 3e€ G:Vx € G:xoe=eox = zx.
c) Jedes Element in G besitzt ein Inverses, dh.Vz € G: Iz € G:zoz t=a"lox =c.

(G, o) heifit abelsch (kommutativ), falls fiir alle z,y € G gilt: zoy =y o x.
2. H C G heift Untergruppe von G (in Zeichen: H < (), falls gelten:
a)Ve,y€ H:zoy € H.
b) ee€ H.
c)Vxe H:z27t € H.
3. H heift Normalteiler von G (in Zeichen: H<IG), falls tHx~! = H bzw. 2H = Hz fiir alle 7 € G.
xH heifit Linksnebenklasse und Hx Rechtsnebenklasse von H. Es gilt: Hx N Hy # 0 = Hx = Hy.

4. Sind H eine Untergruppe von G und G ist disjunkte Vereinigung G = Hx; U ... U Hz,, fiir gewisse
Z1,...,Tn € G, dann gilt: |G| = n|H]|.

|G: H|:= % heifst der Index von H in G.
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1 GRUPPEN 1.1 GRUNDBEGRIFFE

5. Ist H Normalteiler in G, so definiert (xH)(yH) := zyH eine Multiplikation auf den Nebenklassen.
G/H :={zH | x € G} wird dadurch zu einer Gruppe, der Quotientengruppe von G nach H.

6. f: G — H heifst Gruppenhomomorphismus (in Zeichen: f € Hom(G, H)), falls fiir alle z,y € G gilt:
flxy) = f(x)f(y). Ist f zusétzlich bijektiv, dann heift f Isomorphismus (in Zeichen: G=H). Ein sur-
jektiver Homomorphismus heifst Epimorphismus, ein injektiver Homomorphismus Monomorphismus.

Kern(f) :={z € G| f(z) = e} ist ein Normalteiler von G und G/N ist isomorph zu Bild(f) := f(G)
via gN +— f(g) (Homomorphiesatz). O

1.2. BEISPIEL

Die folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen:

1. exp: (R,+) — (R,-), x+— €%, denn es gilt e*T¥ = e - €Y.

2. Seil: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen, dann ist I(v + w) = I(v) + l(w).

3. Sei NG, dann definiert der kanonischer Epimorphismus o(g) := gN einen Homomorphismus zwischen
G und G/N, denn (zN)(yN) = (zy)N. O

1.3. SATZ (Erster Isomorphiesatz)
Seien U < G und N < G. Dann gelten:
1. UN < G.

2. (UNN)«U.

3. NaUN.

4. U/(UNN) = (UN)/N.

BEWEIS.
1. a) 1eUN:1=1-1€UN.

b) a,b € UN = ab e UN:
Seien a,b € UN. Wahle g,¢' € U und h,h' € N mit a = gh und b = ¢’h’. Dann gilt:

g 'hg' € N = ab = ghg'h' = g¢' (¢ 'hg')h' € UN.

c) a€ UN=a"tc€UN:
Seia € UN. Wihle g € U, h € N mit a = gh. Dann gilt:

gh lgteN=at=(gh)t=h"tgt =g (gh g~ ) € UN.

2. Zu zeigen: g€ U, he UNN = g thg e UNN.
Es gelten g~'hg € N, da N <G, und g *hg € U,da U < G, also g~ *hg € UN N.
3. Trivial.
4. Betrachte die kanonische Einbettung ¢ und den kanonischen Epimorphismus 7, gegeben durch
t:U—=UN, i1(9):=¢g-1 und  7:UN — (UN)/N, n(g) := [g]n-

Definiere ¢ :==mot: U — (UN)/N,¢(g) := [g]n, dann ist ¢ ein Homomorphismus als Verkettung von
Homomorphismen.

a) UNN = Kern(y):
Trivial.
b) ¢ ist surjektiv:
Sei a € (UN)/N. Wéhle g € U, h € N mit a = [gh|y. Dann
e(g9) = lgln = [g]n[h]n = [ghly = a,
d.h. zu jedem a € (UN)/N findet man ein g € U mit ¢(g) = a.
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1.1 GRUNDBEGRIFFE 1 GRUPPEN

Mit dem Homomorphiesatz folgt: U/(U N N) = (UN)/N. O

1.4. SATz (Zweiter Isomorphiesatz)

Seien G Gruppe, U <G, N <G, U < N. Dann gelten:
1. NJU<G/U.

2. (G/U)/(U/N) = G/N.

BEWEIS.
1. Offensichtlich ist N/U eine Untergruppe von G/U. Noch zu zeigen:

Ya € G/U :Yb e N/U :a 'ba € N/U.
dquivalente Formulierung mit Vertretern:
Vg€ G:Vhe N : gl [Wulglu = [9~ hglu € N/U.
Seien g € G und h € N. Dann gilt g~ *hg € N, da N Normalteiler von G. Insbesondere gilt dann

l97'hglu € N/U.

2. Der Normalteiler U von G ist im Kern des kanonischen Epimorphismus
G — G/N, g+— gN
enthalten, da U C N.
Der Homomorphiesatz liefert also den Epimorphismus
¢:G/U—G/N,  [glu — [g]n.
Wiederum nach Homomorphiesatz ist nur zu zeigen: Kern(p) = N/U.
C: Ist g € G mit [g]y € Kern(y), dann [g]ny = ¢([g]u) =1, also g € N.
: Sei b€ N/U. Wéhle h € N mit b = [h]y. Dann gilt:

U

da h € N. Also b € Kern(yp).
Damit ist

(G/U)/(NJU) = G/N,  lglvlnw — l9lv

ein Isomorphismus. O

1.5. WIEDERHOLUNG
1. Seien A C G und G Gruppe.

(A=) H
ACH
H<G

heifst die von A in G erzeugte Gruppe.
2. Es gilt
(A) ={ai,....am | mEN, a; € Aoder a;' € Aoder a; = e}.
3. Sei A = {a}. Dann heifit
(a) =a? ={a" | n € Z}
die von a in G erzeugte Gruppe.
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1 GRUPPEN 1.1 GRUNDBEGRIFFE

4. Durch
0:7—a” CG, n—a”

ist ein Epimorphismus gegeben, denn a™™™ = a™ - a™. Zwei Fille sind moglich:
a) Kern(p) = {0}, dann ist Z = a” via ¢. (a) heifit dann unendliche zyklische Gruppe.

b) Kern(¢) = nZ. Dann ist Z/(nZ) = {0,1,...n — 1}. {a) = {a°, ...,a" '} heiRt dann zyklische
Gruppe der n. %

1.6. DEFINITION

Seien X eine Menge und (G, -) eine Gruppe.
fGxX—X, (g,2) — gz
heiftt Operation von G auf X, falls gelten:
(gh) -2 =g-(h-x) und e -xr=ux.

Seiz € X.
G- z={g-x2|geqG}

heifit Bahn von x unter G.

V C X heiftt vollstandiges Vertretersystem, falls fiir alle x € X gilt:
(G-2)nV]=1.
f heiflt transitiv, falls es nur eine Bahn in X gibt.
G, ={9geG|g-x=u}

heifst Stabilitdtsgruppe oder Isotropiegruppe oder Fixgruppe von xz € X.

1.7. BEMERKUNG
1. Sei g - 21 = h - x5. Dann gilt:
m=eam =g 'ga=g"(g-m) =g " (h-22) = (g7 "h) - xa,
d.h. z1 € G- 25 und damit G- z1 = G - z5.
2. (G, ist eine Untergruppe von G.
3. Seien X endlich und G x X — X transitiv, so gilt fiir jedes x € X:

[ X] =G : Gal. O

Allgemeiner erhalten wir:

1.8. SATZ (Bahnengleichung)
Seien G eine Gruppe, X eine endlich Menge und V' C X ein vollstdndiges Vertretersystem. Dann gilt:

X =316 Gl

zeV

BEWEIS.

Esist | X| = Y |Gz|. Wir zeigen: |Gz| = |G : G| fiir festes . Sei hierfiir
zeV

G—{zy,..,zp} =Gz C X, g gx,
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1.2 SYLOW-GRUPPEN 1 GRUPPEN

(E x = z1. Dann lasst G sich schreiben als disjunkte Vereinigung
G={glgr=m}U---U{g| gz =zm}
Sei g1z = x1. Dann ist
hx:xl@hx:glx@(gl_lh)x:x@gl_lheGz@h€gle.

Also G = ¢g1G, U---Ug,G,, d.h.
m = |Gz| = |G : Gyl O

1.9. DEFINITION

Seien G eine Gruppe und H < G.
Nor(H):={g€ G | gHg ' =H}

heifldt Normalisator von H in G.

1.10. BEMERKUNG
1. Nor(H) ist eine Untergruppe von G.
2. H < Nor(H).

3. Ist K < G mit H< K, dann ist K C Nor(H), d.h. Nor(H) ist die grofste Untergruppe von G, in der
H Normalteiler ist:

ke K = kHE ' =H — k € Nor(H). O

1.2 Sylow-Gruppen

1.11. DEFINITION

Seien G eine Gruppe und p eine Primzahl.

G heiflt p-Gruppe, falls es zu jedem g € G ein k € N gibt mit g(pk) =e.

Eine Untergruppe H von G heiftt p-Untergruppe von G, falls H eine p-Gruppe ist.
H heifst p-Sylowgruppe von G, falls H eine maximale p-Untergruppe von G ist.

1.12. BEMERKUNG

Seien G eine endliche Gruppe und d ein Teiler von |G|. Wir wollen im Folgenden Aussagen dariiber
treffen, ob G Untergruppen der Ordnung d enthélt ober ob es ein Element der Ordnung d in G gibt. ¢

1.13. BEHAUPTUNG

Seien p prim und n = p"m mit p{ m. Dann ist p"~**! fiir kein s € {1, ...,r} Teiler von ( ;Lg )

BEWEIS.
Es gilt

n\_nn-1)--n-p-1) ) ._ps_lprm—i
<P5>_ pP(pr—1)---1 Srome o 5'_11;[1 pP—i

Zu zeigen: p1&.
Sl
_1 pli

m—t; A
m—t; i Ap+a mit GZH(—ti)-
Tl =t pp +a

]

T
i=plity, ptt&0<1; <s — gznpp
A

i
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1 GRUPPEN 1.2 SYLOW-GRUPPEN

Also folgt
af —a=Ap—pp§ =p(A—p§) = pla-1).
Wegen p 1 a gilt dann p | (§ — 1) und damit p 1 &. O

1.14. LEMMA

Seien G endliche Gruppe, p eine Primzahl und |G| = p¥m mit p { m.

Dann gibt es zu jedem I < k eine Untergruppe H von G mit |H| = p.

BEWEIS.
Sei X die Menge aller Teilmengen von G der Michtigkeit p'. Ist |G| = n, dann | X| = ( ;Ll )
GxX—X,  (9U)—gU={gu|uelU}
definiert einen Monomorphismus, da o, : U — gU, u+— gu injektiv ist. Mit Behauptung 1.13 gilt:
k—1+1 L e

p () =1x)

Sei Gy :={g € G | gU = U}. Nach der Bahnengleichung 1.8 gibt es U € X mit
PG Gyl — s<k—L
Es gibt v, w, so dass |Gy| = p"v mit pt v und |G : Gy| = p*w mit p {w, also
|G| = |G : Gu||Gu]| = k=r+s<r+k—1I = 1<,

also p' | |Gy|. Fixiere ein u € U und betrachte o, : Gy — U, h — hu. Da o, ein Monomorphismus ist,
folgt
Gyl <|U|=p' = Gyl =p. 0

1.15. KOROLLAR

Sei G eine endliche Gruppe. Dann gelten:

1. Ist p ein Teiler von |G|, so es gibt ein g € G mit Ord(g) = p.

2. Ist G eine p-Gruppe, so gilt |G| = p” fiir ein k € N.

3. Ist |G| = p*m mit p{m, dann ist jedes H < G mit |H| = p* eine p-Sylowgruppe in G.

BEWEIS.
1. Gelte |G| = p*m mit p{m, k > 1. Nach Lemma 1.14 gibt es ein H < G mit |H| = p und da p prim,
ist H = g fiir ein g € Z und fiir dieses g gilt: Ord(g) = p.

2. = Sei ¢ prim mit ¢ | |G| und ¢ # p. Nach Lemma 1.14 gibt es dann ein g € G mit g¢ = 1 und G kann
somit keine p-Gruppe sein.

<« Ist |G| = p*, dann gilt fiir alle g € G, dass Ord(g) | p*.

3. Sei S < G mit |S| = p¥, S C H und H eine p-Gruppe. Dann ist |H| = p!, d.h. k < [, und |H| teilt
|G|, d.h. I <k, also k =1 und damit S = H. O

1.16. HILFSSATZ

Seien G eine endliche Gruppe, p prim, H eine p-Untergruppe von G, S eine p-Sylowgruppe in G und
H C Nor(S).

Dann gilt H C S.
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1.2 SYLOW-GRUPPEN 1 GRUPPEN

BEWEISs.

Da S<iNor(SS), gilt nach dem ersten Isomorphiesatz: (HS)/S = H/(HNS). Wegen |H| = |HNS|H/(HNS)|
ist (HS)/S eine p-Gruppe unf wegen |HS| = |S||(HS)/S ist HS eine p-Gruppe. Da S C SH, folgt mit
Korollar 1.15: S = SH, also H C S. O

1.17. HILFSSATZ
Seien G eine endliche Gruppe, p prim und |G| = p*m mit p { m.

Ist Sy eine Untergruppe von G mit |Sy| = p¥, so gibt es zu jeder p-Untergruppe H von G ein b € G
mit H C bSpb~ 1.

BEWEIS.

Sei X = {gSog~!| g€ G}. Durch G x X — X, (g,5) + gSg~" ist eine transitive Operation von G auf
X gegeben. X = G5 ist die Bahn von Sy, also | X| = |G : Sg,|, d.h. |G| = |X||Gs,]-
Wegen Sy < Gs, = {9 € G | gSog™* = So} ist p 1 |X|. Betrachte H x X — X, definiert durch

(h,S) — hSh~! (muss nicht mehr transitiv sein). Nach der Bahnengleichung gilt fiir ein vollstindiges
Vertretersystem V: | X| =Y {|H : Hs| | s € V}.

Da H eine p-Gruppe ist, folgt |H : Hg| = 1 oder durch p teilbar. Da p t | X]|, gibt es ein S € X mit
H = Hg, d.h. hSh=! = S fiir alle h € H und somit H C Nor(S). Da aukerdem Sy eine p-Sylowgruppe in
G ist und S = aSpa~! gilt, folgt, dass S eine p-Sylowgruppe ist, also H C S nach Hilfssatz 1.16. d

1.18. SaTrz (Sylowsatz)

Seien G eine endliche Gruppe und p prim, so dass |G| = p*m mit p { m. Dann gelten:

1. Eine Untergruppe S von G ist genau dann eine p-Sylowgruppe in G, wenn |S| = p* gilt.
2. Zu jeder p-Untergruppe H von G gibt es eine p-Sylowgruppe S in G mit H C S.

3. Mit S ist auch gSg~! eine p-Sylowgruppe in G.

Je zwei p-Sylowgruppen Si,S3 in G sind zueinander konjugiert in G, d.h. es gibt ein ¢ € G mit
S1=gS29~".

4. TIst s die Anzahl der p-Sylowgruppen in G, dann wird |G| von s geteilt und s = 1 mod p.

BEWEIS.
1. = Seien S und Sy zwei p-Sylowgruppen, dann liefert Hilfssatz 1.17, dass S C gSpg~"' fiir ein ¢ € G.
Da S maximal, folgt S = gSog~ !, d.h. |S| = |So| = p*.
< Dies besagt bereits Korollar 1.15.

2. vgl. Hilfssatz 1.17.

! eine p-Sylowgruppe. Seien Sy und S; zwei p-

und aus der Maximalitiit folgt S; = gSog~*.

3. Schon gezeigt: Da S p-Sylowgruppe, ist auch gSg~
Sylowgruppen, dann S; C gSpg~*

4. Sei X :={gSg~!| g€ G}. Setze s :=|X|. G x X — X, (g,S) — gSg~" ist eine transitive Operation
von G auf X, d.h. es gibt nur eine Bahn. Wahle einen Vertreter Sy aus dieser Bahn. Nach der Bah-
nengleichung ist | X| = |G : Gg,| (wobei Gg, = {g € G | S0 = Sp}), also gSog~! = Sp. Weiter gilt
G Gsol | 1G],
Betrachte Sp x X — X, (a,S) — aSa~! (muss nicht transitiv sein). Sei V' vollstiindiges Vertretersys-
tem, dann | X| = > {|So : Sos| | s € V}. B sei Sy € V, dann |Sp : Spso| = |So : So| = 1. Wegen S # S
ist (Sp)s # So, sonst Sy C Nor(S) = {a | aSa~! = S} und mit Hilfssatz 1.17 wiirde folgen Sy = S.
Damit

ISo:(So)s|>1 = p||So:(So)s] = s=1lmodp = s=1+pl. O

1.19. WIEDERHOLUNG
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1 GRUPPEN 1.2 SYLOW-GRUPPEN

1. Ist |G| = p prim, dann ist G = a? fiir ein @ € G\{e} und es ist G = Z/(pZ).
2. Seio:(Z,+) — (G,-), n+— a", dann ist Kern(o) = pZ.

3. Seien G; und G5 zwei Gruppen. Definiere G7 x G2 := {(g1,92) | g1 € G1, g2 € Ga2}. Dann ist
|G1 X G2| = |G1HG2|

(G1 X GQ) X (G1 X Gg) — (Gl X G2)7 (al,ag)(bl,bg) = (albl,ang)

macht G X G5 zu einer Gruppe. GG; x G heiftt direktes Produkt von G mit G5. Neutrales Element
ist (e1,e2); zu (a,b) € G1 x Gy ist das Inverse gegeben durch (a,b)~! = (a71,b71).

Es gelten G1 &2 G x {ea} und G2 = {e1} x G2 via a — (a,ez), b (e1,d). O

1.20. BEHAUPTUNG

Sei |G1| = p # q¢ = |G2| mit p, ¢ prim, dann ist G; x G zyklisch.

BEWEIS.

Seien G = a und Gy = a% mit a] = e; und af = ey. BEs gilt Ord((ai,a2)) = pg, denn Ord(ay,az)
liegt in {1,p,q,pq} und (ai,a2)? = (af,db) = (e1,ab) # (e1,e2) ... analog kénnen die anderen Fille
ausgeschlossen werden, also Ord(a;,as) = pg. O

1.21. BEHAUPTUNG
Seien G eine Gruppe und Ny, No zwei Normalteiler von G mit Ny N Ny = {1}.
Dann gilt fiir alle (a,b) € N1 X Na: ab = ba.

BEWEISs.
Wir zeigen: Gibt es ein (a,b) € N1 X Na mit ab # ba, dann ist Ny N Ny # {1}.

Sei ab # ba, dann a # 1, b # 1. Wegen N; < G, Ny < G sind bab™! € N; und aba™' € Ny, d.h.
aba='b=t € Ny und bab~ta~! € Ny. Es folgt: 1 # bab~ta™! = (aba=1b~1)"1 € Ny = Ny NNy # {1}. O

1.22. SATZ
Es seien p, ¢ Primzahlen mit p < ¢ und p{ ¢ — 1. Dann ist jede Gruppe der Ordnung pq zyklisch.

BEWEIS.

Sei |G| = pq mit s Anzahl der p-Sylowgruppen in G. Dann s = 1 mod p, also s = 1 + kp, und s|pq,
d.h. s =1 oder s = ¢q. Es gilt s # ¢, sonst ¢ — 1 = kp, Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist s = 1,
d.h. es gibt nur eine p-Sylowgruppe in G. Bezeichne S’ die Anzahl der ¢-Sylowgruppen in G, s’ =1+ Ip
und §’'|pg. Analoge Argumentation ergibt: s’ = 1. Seien S; eine p-Sylowgruppe mit |S;| = p und Sy eine
g-Sylowgruppe mit |S3| = ¢, insbesondere sind S; und Sy zyklisch.

v :S1xS — G, (a1,a2) — ajasy ist ein Gruppenhomomorphismus, denn da Sy die einzige p-Sylowgruppe
und Sy die einzige ¢-Sylowgruppe ist, gelten S; << G und Sy <1 G, auerdem ist S; NSy = {1}. Mit
Behauptung 1.21 folgt:

(a17a2)(b1;b2) = (a1b17a2b2) = a1biagby = (a1a2)(b1b2)~
Weiter ist ¢ injektiv, denn
(U,l,ag) € Kern(gp) — aja2=1 — aj,a0 € S1 NSy — a1 = 1=as.

Mit dem Homomorphiesatz folgt G 2 (51 x S3)/Kern(p). Aus G 2 57 x Sy mit |S1| = p # ¢ = |So| folgt
dann nach Behauptung 1.20: S; x Ss ist zyklisch. |

1.23. BEMERKUNG
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1.3 SEMIDIREKTE PRODUKTE 1 GRUPPEN

1. Z/(nZ) ist zyklisch, da von 1 erzeugt.

2. Z/(nZ) x Z/(nZ) dagegen ist nicht zyklisch, denn fiir jedes Element (a,b) € Z/(nZ) x Z/(nZ) gilt:
n(a,b) = (na,nb) = (0,0), d.h. Ord(a,b) | n, d.h. es gibt kein Element der Ordnung n?, also auch kein
Element, das die ganze Gruppe erzeugt. O

1.24. BEHAUPTUNG

Seien G endliche Gruppe, p die kleinste Primzahl mit p | |G|, H < G und X := {gH | g € G} die
Menge der Linksnebenklassen von H.

Ist dann | X| = p, so ist H ein Normalteiler von G.

BEWEIS.

Sei « € X beliebig. Dann ist |Hz| = |H : H,|, insbesondere |Hz| | |H| | |G|. Wegen |Hz| < |X| = p und
p kleinster Primteiler von G, folgt |Hx| = p oder |Hz| = 1. Wére nun |Hz| = p, dann Hz = X, d.h. es
gibt nur eine Bahn Hx = Hzg, etwa zog = H. Sei g € G beliebig. Dann gH € X, d.h. es gibt h € H mit
gH = hxg, also g € hH C H. Damit G C H, also G = H und damit | X| = 1, Widerspruch. Also sind die
Bahnen der Gruppenwirkung von H auf X alle einelementig. Setzt man ¢ : G — Sx, g — (x — gz), so
ist H gerade der Kern von ¢, also H < G. |

1.25. SATZ
Seien G eine Gruppe und p prim mit |G| = p?. Dann ist G = Z/p*Z oder G = Z/pZ x 7./ pZ.

BEWEIS.
1. Ist G zyklisch, dann G = Z/p*Z.

2. Ist G dagegen nicht zyklisch, dann gP = 1 fiir alle ¢ € G, denn wegen Ord(g) | p folgt Ord(g) € {1, p, p*}
und im Falle Ord(g) = p? wiire (g) = G, d.h. G zyklisch.

Es gibt nach Lemma 1.14 H < G mit |H| = p, insbesondere ist H zyklisch, also H = (a) = a” fiir ein
a € G. Sei b€ G\H, dann Ord(b) € {1,p, p*}. Setze H' := (b). Dann gilt:

b¢ HNWH — HNH CH = |HNH'||p = |[HNH'|=1 = HNH ={1}.
Esist |G : H| = |G : H'| = & =p, dh. H.H' < G. Wie oben ist ¢ : H x H' — G, (a,b) — ab

ein Gruppenhomomorphismus. Fiir (a,b) € Kern(y) gilt a,b € HN H' = {1}, also H x H' = G, d.h.
G2Z/pZ x Z/pZ, da H =2 Z/pZ und H' =2 Z/pZ. |

1.3 Semidirekte Produkte

1.26. SATZ

Seien G eine Gruppe und Hy, Hy Untergruppen von G. Dann ist ¢ : Hy X Hy — G, (a,b) — ab genau
dann ein Isomorphismus, wenn gelten:

1. ab = ba fiir alle a € Hy, b € Hy, d.h. H; und Hs kommutieren,
2. G:HlHQZ{CLb|Cl€H1, bEHQ} und
3. H1 N H2 = {6}

BEWEISs.
= 1. abab = ¢(a,b)p(a,b) = ¢((a,b)(a,b)) = ¢(a?,b*) = a®b?, d.h. ba = ab.
2. Klar, da ¢ surjektiv.
3. Sei a € H; N Hy, dann ¢(a,e) = ae = ea = p(e,a). Da ¢ injektiv, folgt = a = e.
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1 GRUPPEN 1.3 SEMIDIREKTE PRODUKTE

< 1. = ¢ Homomorphismus, denn (aa’, bb’) = (a,b)(a’,b’) — (a,b)(a’,b’) = aa’bl’.
2. = Surjektivitét.
3. = Injektivitdt, denn ab=e=b=a"1 = b€ Hi N Hy = a =b=¢, d.h. Kern(p) = {e}. O

1.27. BEMERKUNG
Bedingung 1. kann ersetzt werden durch H; <G, Hs << G, denn:
= H; <G, Hy <G und Hy N Hy = {e}, d.h. ab = ba fiir alle a € Hy, b € H,.

< Sei G = H; x Hy. Dann gilt: (a,b)(c,e)(a,b)™! = (aca™,beb™1) = (aca=',e) € Hy, d.h. H; < G.
Analog H, <1 G. O

1.28. BEMERKUNG

1. Seien G eine Gruppe und b € G, dann ist die Konjugation mit b, pp : G — G, a + bab™!, ein
Automorphismus von G, d.h. ein Isomorphismus von G in sich.

2. Seien ab jetzt H; <G, Ho < G und ¢ : Hy X Hy — G, (a,b) — ab die Einschrankung der Gruppen-
operation auf Hy x Hs, dann

Y(a,b), (a',b) € Hy x Hy : @(a,b)p(a’,b') = (ab)(a't’) = a(ba’b= )bb' = apy,(a’)bb'.

Da H; <G, ost py : Hi — Hj nach 1.27 weiter ein Automorphismus von Hj.

3. Aut(H;) bezeichne die Automorphismengruppe von H; mit neutralem Element id. Beachte: Es gilt
p,p € Aut(Hy) = p' o p € Aut(Hy).

4. Definiere ® : Hy — Aut(H;) via ®(b) := pp, dann ist ®p,p, = Py, 0 Py, d.h. & € Hom(Hy, Aut(Hq)).0

1.29. DEFINITION
Sei ® € Hom(Hjz, Aut(H;)). Wir definieren eine neue Multiplikation auf Hy x Hy durch

O : (Hl X HQ) X (Hl X HQ) — (Hl X IJQ)7 (a,b) Oop (a’,b’) = (G(I)b(a/),bb/).

Hyx¢Hs := (Hy X Ha,04) heift semidirektes Produkt von Hy und Hy

1.30. BEHAUPTUNG

1. og definiert eine Gruppenoperation auf Hy x Ha:

a) Assoziativitdt: Seien a,a’,a” € Hy und b,b',b"” € Hy, dann gilt:

((a,b)(a’, b)) (a”,b") = (a®p(a’), bt ) (a”,b")

a@b(a’)q)bb/ (CLN), bb/b//>
<I>b(a’)<1>b(<I>b/ (a")), bblb”)

a@b(a')q)bb/ (a”), bb/b//)

a, b ((0/7 b/)(a”, b//))

IS

=(
= (
= (
=(
= (

b) Neutrales Element: Seien a € H; und b € Hy, dann

(CL, b)(eh 62) =
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1.3 SEMIDIREKTE PRODUKTE 1 GRUPPEN

¢) Inverse Elemente: Seien a € Hy und b € Ha, dann ist (a,b) ™! = (®y-1(a"1),b71):

= (a®pp-1(a 1), e2)

2. Ist ®: Hy — Aut(H;) gegeben durch ®, = idg,, so ist Hy x¢ Hy = Hy X Hy das direkte Produkt.
3. Hy =2 {(a,e2) | a € H1} via a > (a,ez). Beachte dabei: (a,ez)(a’, e2) = (a®.,(a'), e2e2) = (ad’,e2). O

1.31. SATZ
Seien G eine Gruppe, H; << G und Hy < G. Dann liefert die Abbildung

¢ :Hi x,Hy — G, (a,b) — ab

einen Isomorphismus, falls H1 N Hy = {e} und G = H1 Hs.

BEWEISs.
1. Homomorphie: ¢(a,b)p(a’,b') = (ab)(a’'t’) = a(ba’b=1 )bb' = apy(a’)bb’ = p(apy(a’),bb’).
2. Surjektivitat ist klar. Injektivitét: (a,b) € Kern(p) = ab=e = a,b € Hy N Hy = {e}. O

1.32. BEMERKUNG
Falls auch Hy <1 G, so kommutieren H; und Hs. Also gilt py(a) = bab~! = a, d.h. p, = id. O

1.33. BEISPIEL

Seien G eine Gruppe und H; eine Untergruppe von G zum Index 2 (d.h. H; < G). Dann ist G disjunkte
Vereinugung G = eHy UbH; fiir ein b ¢ Hy. Damit ist G = Hy H,. Weiter seien > =e,dh. b=0b""1, und
Hjy := {e,b} = (b) und Hy N Hy = {e}. Dann ist G = Hy x, Hy mit p : Hy — Aut(H;), gegeben durch
b — pp. O

1.34. DEFINITION

Ist pp(a) = bab~! = a~* fiir alle a € G, so heikt G eine Diedergruppe.

1.35. BEMERKUNG
Diedergruppen sind stets abelsch:
ey =@y e =y 2T = oy () =y 0

1.36. BEISPIEL

Seien 0,7 € S,,, der Permutationsgruppe von {1, ...,n}, gegeben durch
(1 2 - n (1 2 3 o n—1 n
= \23 ... 1) T7"\1n n-1 - 3 2)°
Dann gelten 72 = id und o™ = id. D,, := (0,7) ist eine Diedergruppe.

Sei nun etwa n = 7. Dann ist D,, die Gruppe der ,Bewegungen® des Siebenecks in der Ebene. T Spiegelung
am Durchmesser von S;7 durch eine fixierte Ecke (der Eins) und o der Drehung um den Winkel @O.
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1 GRUPPEN 1.4 DIE SYMMETRISCHE GRUPPE

Es gilt D, = {id, o, ..., o™, 7, o1, ..., o" 17}, d.h. |D,| = 2n fiir beliebiges n > 3. Weiter sind
To™ = o~ ™7 fir alle m. O

1.37. SATZ
Jede Gruppe der Ordnung 2p mit p # 2 prim ist zyklisch oder die Diedergruppe D,.

BEWEIS.

Seien H; und Hs Untergruppen von G mit |Hi| = p, also Hy = (a) & Z/pZ, und |Hs| = 2, also
Hy = (b), b* = e, dh. b=>b"1. Wegen [G : H;] = 2 sind (vgl. Beispiel 1.33) H; <G und G = H; U Hyb
disjunkt, also G = H; x, Hy mit

H, x, Hy, — G, (a,b) — ab und p: Hy — Aut(Hy), b— pp,

insbesondere e +— p, = id = py2 = py o pp = (pp)?. Da pp Automorphismus, giltpy(a) = a™ fiir ein

m € {1,...p — 1}. Dann sind py(a™) = (a™)" = o™ und py o pp(a™) = a™ " = o™ = id(a"), d.h.
m2n = n mod p, also p | n(m? —1). Speziell fiir n = 1 folgt p | m? — 1 = (m + 1)(m — 1); da p prim, also
p| (m+1)oderp| (m—1),dh. m=+1 mod p, also a™ = a oder a™ = a~ .

Im Fall py(a) = a ist p = id, also G = H; x, Hy = H; x Hy und damit G zyklisch. Falls dagegen
pp(a) = a~', ist G die Diedergruppe D,. ]

1.4 Die Symmetrische Gruppe

1.38. NOTATION

Sei o € S,, eine Permutationen von {1, ...,n}, dann schreiben wir

1 2 e n
7 ( o(l) o(2) - o(n) ) '
Speziell setzen wir o := ( 1 o T ) fir den m-Zykel
o(x;) = x44q firalle 1 <i<m—1, o(xm) = 21, o(x)=zund = ¢ {x1,...,xm }.
Ein 7 = ( T1 X2 ) heiflt Transposition ein o = ( T T2 T3 ) heiflt 3er-Zykel. O

1.39. BEMERKUNG

1. Jedes o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

2. Je zwei Transpositionen sind konjugiert zueinander, d.h. V7,7 € S, : 30 € S, : 71 = om0, O

1.40. DEFINITION
(4,7) heifit Fehlstand von o € S, falls i < j und o(i) > o(j).

Ist n die Anzahl der Fehlstdnde von o, so ist das Signum von o definiert als sgn(o) := (—1)™.

1.41. BEMERKUNG
1. sgn: S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus und {£1} = Z/27Z: sgn(o o ') = sgn(o)sgn(o’).
2. A, :=Kern(sgn) = {oc € S,, | sgn(o) = 1} heift alternierende Gruppe auf {1,...,n}.

3. Nach dem Homomorphiesatz gilt S, /A4, = {£1}, d.h. [S, : A,] =2, also 4, < S, und S, = A, UA,0
disjunkt mit beliebigem sgn(o) = —1.

4. Jeder 3er-Zykel liegt in A,, denn (21 @2 a3 )= (@1 a3 )o( a1 a2 ).
5. Die Determinante einer Matrix A € R™*" lisst sich berechnen als

det(A) = Z sgn(o) - H i o (i)- 0
=1

ocES,,
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1.5 AUFLOSBARE GRUPPEN 1 GRUPPEN

1.42. LEMMA
Fiir n > 3 ist A,, die Menge aller Produkte von 3er-Zyklen.

BEWEIS.

Klar: Mit den 3er-Zyklen liegen auch alle Produkte von 3er-Zyklen liegen in A,,. Dann liegen auch alle
Produkte von Transpositionen in A,: Seien x1, xs, T3, 4 paarweise verschieden, dann gelten:

(@1 a2 )o(as x4 )= (a3 @2 @1 )o( a1 x5 x4 )€ A,
(xl iCQ)O(.’Eg :rg):(xl To xg)eAn.
(xl xg)o(xl xg):idEAn.

Also liegt auch jedes beliebige 0 = 71 0 -+ 0 7o, In A,,. O

1.5 Auflosbare Gruppen

1.43. DEFINITION

Seien G eine Gruppe und a,b € G. [a,b] := aba~'b~! heift Kommutator von a und b.

Die von {[a,b] | a,b € G} erzeugte Untergruppe in G heift die Kommutatorgruppe K (G) von G.

1.44. BEMERKUNG
1. Ist G abelsch, dann ist K(G) = {e}.

2. Es gilt [a,b]7! = (aba™1b71) "t = bab~la~! = [b, d] fiir alle a,b € G.
3. K(G)={la1,01] - [am,bm] | m €N, a;,b; € G}. O

1.45. LEMMA
1. K(G) ist ein Normalteiler von G.

2. Sei N ein Normalteiler von G. Dann gilt: G/N ist abelsch < K(G) ist eine Untergruppe von N.
Speziell ist G/K(G) stets abelsch und es gilt [a,b] = e = ab = ba.

BEWEIS.
1. Seien x,a,b € G beliebig. Dann liegt z[a,,b,]z~! in K(G):
zla, bz~ = z(aba™ o)zt
= (zaz™ ) (xb®—1)(za 271 (xb 2™t
= [zaz™ !, zbz 1]
Allgemeiner ist

1 -1

z[ay,b1][ag, ba] - - - [an, bn]x*1 = zlay, bl]:rflx[aQ, bolz ™" + - xlan, bylx
ein Kommutator.
2. Betrachte p: G — G/N, g gN, insbesondere N = Kern(p). Dann gilt:

G/N abelsch <= p([a,b]) = p(a)p(b)p(a " )p(b™') =N <= K(G)CKem(p)=N. O

1.46. BEHAUPTUNG

1. K(S,)=A, furn > 2.

2. K(4,)= A4, firn >5.

3. K(A,) = {id} fir n € {1,2,3}.

4. K(Ay) =Ky :={id,(12)0(34),(13)0(24),(14)0o(23)}, die Kleinsche Vierergruppe.
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1 GRUPPEN 1.5 AUFLOSBARE GRUPPEN

BEWEISs.
Beachte: S, /A,, ist abelsch, da S, /A, 2 Z/27Z, also K(S,,) < A,.

1. Ist n = 2, dann A, = {id}, also ist A, abelsch, d.h. A,, = K(S,,). Ist dagegen n > 3, dann ist jedes
Element aus A, Produkt aus 3er-Zyklen und fiir paarweise verschiedene i, j, k ist

(i j k)= (i k)G k)@ k)~ (G k)~
ein Kommutator. Also gilt: A, = K(S,).

2. Zu zeigen: Jeder 3er-Zyklus ist Kommutator von 3er-Zyklen. Seien « := (i j k) und I, m so gewéahlt,

dass |{i,4,k,l,m}| = 5. Setze 7 := (i j I) und 0 := (i k m),dann roocontoo ! =a

3. Fir n € {1,2,3} ist A, abelsch, d.h. K(4,,) = {id}.

4. a) K(A4) C Ky Es gilt K(As4) < Ay und As/K(A4) ist abelsch. Weiter ist K4 die einzige 2-
Sylowuntergruppe von A4 der Ordnung 4, denn in Ay liegen alle 8 3-Zykel von Sy; diese haben
die Ordnung 3, konnen also in keiner Gruppe der Ordnung 4 liegen. Damit ist K4 < A4 und
|As/K(Ay)| = ‘lg‘;l‘ = 12 = 3 ist prim. Also ist A4/K(A4) zyklisch und damit abelsch, d.h.
K(A4) < Ky.

b) K(A4) D Ky: Jedes von id verschiedene Element der K4 ldsst sich in das Produkt von vier 3-Zyklen
der Gestalt oy 0 0g 007" 00y ! zerlegen:

(12)(34)=(123)(124)(321)(421);
(13)(24)=(132)(134)(231)(431);
(14)(23)=(142)(143)(241)(341).

Also liegt jedes Element aus K, im Kommutator von Ay. O

1.47. BEMERKUNG
Setzt man K°(G) := G und K""}(G) := K(K"(G)), so erhilt man mit

G=KG)DKY(G)DK*G)2---2K"(G)2 K" (G)D---
eine Kette von Untergruppen von G derart, dass fiir alle n € N gelten:

K" @) < K™(G) und  K"(G)/K™(G) ist abelsch. O

1.48. DEFINITION

Sei G eine Gruppe. Dann heifit G>G1>Ga>- - ->G,, = {e} eine Normalreihe. Die Quotientengruppen
G;/Gi+1 heifen Faktoren dieser Normalreihe.

G heift auflosbar, falls es ein n € N gibt mit K™(G) = {e}.

1.49. Satz (Auflosbarkeit von Gruppen)
Sei G eine Gruppe. Dann gilt: G ist auflésbar < G besitzt eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.

BEWEISs.
= G=K°G)>K'(G)>K*G)>--->K"(G) = {e} ist eine Normalreihe von G aus abelschen Faktoren.

< Wir zeigen per endlicher Induktion iiber i, dass K*(G) C G, dann ist insbesondere K"(G) = {e}.
Im Fall i = 0 ist offenbar K°(G) = G = Gy. Gelte die Behauptung also fiir ein i, dann ist G;/G;11
abelsch, d.h. K(G;) C G;y1. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt: K*(G) C G; und wir erhalten
KZH(G) C K(G;) € Gi41, d.h. die Behauptung gilt auch fiir i + 1. O

1.50. BEISPIELE
1. Ist G abelsch, dann ist G auflosbar, da K(G) = {e}.
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1.5 AUFLOSBARE GRUPPEN 1 GRUPPEN

2. A, und S, sind fiir n > 5 nicht auflésbar, denn es gelten K(S,) = A, und K(4,) = A,, also
K*1(S,) = Ki(A,) = A, # {e}.

3. S ist auflosbar: K(S3) = Az und K (A3) = {e}, da A3 = Z/37Z zyklisch, also abelsch.
4. Sy ist aufldsbar, denn K (S4) = A4 ujd K(A4) = K4 abelsch, d.h. K3(S4) = {e}. O

1.51. SATZ

Zu jeder endlichen auflésbaren Gruppe gibt es eine Normalreihe, deren Faktoren zyklisch von Prim-
zahlordnung sind.

BEWEIS.

Seien G = Go > -+ > G,, = {e} eine Normalreihe mit abelschen Faktoren und p : G; — G;/G,;41 der
kanonische Homomorphismus. Wihle U < G;/G;41 mit |U| = p prim und setze N; := p~}(U) < U. Dann
ist U <1G;/Git1, da G;/Giy1 abelsch. Damit Ny <1 G und wegen U = Ny /G4 gilt

Gi/N1 = (Gi/Git1)/(N1/Gis1) = (Gi/Git1)/U.

(Gz/GH_l)/U ist abelsch und ‘Gz/N1| = |G1/Gz+1‘% < |GZ‘/G¢+1‘ und N1/Gi+1 = U hat Ordnung p. Per
Induktion finden wir G; > N,,, > - -- > N1 > G411, wobei alle Quotienten Primzahlordnung haben. O

1.52. LEMMA

Seien G, G’ Gruppen, ¢ : G — G’ ein Homomorphismus und H eine Untergruppe von G. Dann gelten:
1. (K (H)) = K(p(H)).

2. o(K™(G)) C K™(G') fur alle n € N. Ist ¢ surjektiv, dann gilt sogar Gleichheit.

BEWEIS.

1. Folgt aus
¢(la,b]) = p(aba™'b7") = p(a)p(b)p(a™ )p(b™") = [p(a), p(b)]-

2. Per Induktion iiber n: Im Fall n = 0 ist
p(K%(G)) = »(G) € G' = K°(G")
und Gleichheit gilt, falls ¢ surjektiv ist. Gelte die Behauptung also fiir ein n, dann ist
p(K"TH(G)) = K(p(K"(G)) € K(K"(G")) = K"TH(G),

wobei wiederum fiir surjektives ¢ Gleichheit erfiillt ist. Also gilt die Behauptung auch fir n +1. O

1.53. SATZ
1. Jede Untergruppe H einer auflésbaren Gruppe G ist auflosbar.

2. Sei N <t G. Dann gilt: G ist auflésbar < G/N und N sind auflésbar.

BEWEIS.
1. Ab gewissem n gilt K"(H) C K™(G) = {e}, d.h. K"(H) = {e}.

2. = Da G auflosbar ist, folgt mit 1., dass N auflosbar ist. Betrachte den kanonischen Homomorphismus
¢:G— G/N. Wegen K"(G) = {e} gilt K"(G/N) = o(K"(GQ)) = p({e}) = {e}.

< Seien K"(N) = {e} und K™(G/N) = {N}. Dann ist o(K™(G)) = K™(G/N) = {N}, also
K™(G) C N. Aus K"(N) = {e} folgt K"t (G) = K"(K™(G)) = {e}. O
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1 GRUPPEN 1.5 AUFLOSBARE GRUPPEN

1.54. DEFINITION

Seien G eine Gruppe und X eine Teilmenge von G.

Cen(X) :={g € G | gr = zg fir alle x € X} heifit der Zentralisator von X in G.
Z(@) := Cen(G) heikt das Zentrum von G.

1.55. BEMERKUNG

1. Es gilt Cen(X) < G, denn falls az = za und bz = xb, dann auch xab = axb = abr und ra~! = a~'x.

2. Z(G) < Cen(X).
3. Fir z € X gilt: Cen(z) := Cen({z}) = G genau dann, wenn z € Z(G).
4. Z(G) ist abelsch und Z(G) < G.

Fiir den Monomorphismus p : G/Aut(G), g +— py = g(-)g~* gilt

Kern(p) = {g € G | grg~"' =z fiir alle z € G} = Z(G) < G.

Bild(p) & G/Z(G) ist die Gruppe der inneren Automorphismen von G.

5. Ist G/Z(G) zyklisch, dann ist G abelsch: Sei x € Z(G) ein erzeugendes Element von G/Z(G), d.h.
G/Z(G) = (zZ(G)). Dann gilt fiir alle a,b € G, dass a = 2™z, und b = 2™z, fiir gewisse n, m € Z und
21,29 € Z(G), also

ab = x"z21xM 20 = VM2 20 = 2™ 2021 = 2™ 292" 21 = ba. O

1.56. SaTtz (Klassengleichung)

Seien G eine endliche Gruppe und V eine Teilmenge von G, so dass jedes Element von G\Z(G) zu
genau einem Element aus V' konjugiert ist. Dann gilt:

G| = |Z(G)| + Y _ |G : Cen()|.

zeV

BEWEIS.

G x G — G, (g,7) — grg~! operiert auf G mit Fixgruppe G, = {g € G | grg~! = 2} = Cen(x).
Fiir z € Z(G) gilt Cen(x) = G, also ist V' := V U Z(G) ein vollstédndiges Vertretersystem und mit der
Bahnengleichung folgt:

Gl = > 1G:Gs|= > |G:Gl+ ) |G:Cen()|. 0

zeV’ z€Z(G) eV

1.57. BEHAUPTUNG

Seien G eine Gruppe und p prim mit |G| = p*. Dann gilt p | |Z(G)| und insbesondere |Z(G)| > 1.

BEWEISs.
Sei x ¢ Z(G). Dann ist |G : Cen(z)| > 1, sonst wire G = Cen(zx), d.h. G abelsch und damit G\Z(G) =
Damit p | |G : Cen(x)| und die Klassengleichung liefert p | |Z(G)]. O

1.58. SaTtz (Auflosbarkeit von p-Gruppen)
Sei p prim. Dann ist jede endliche p-Gruppe auflésbar.

BEWEIS.
Sei G eine Gruppe mit |G| = p*. Wir fiihren eine Induktion iiber k: Im Falle k = 0 ist G = {e} aufldsbar.
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1.5 AUFLOSBARE GRUPPEN 1 GRUPPEN

Gelte die Behauptung also fiir alle [ < k und sei |G| = p! mit [ < k, dann ist G auflésbar und Z(G) ist
abelsch, d.h. Z(G) ist auflésbar (Z(G) < G). Weiter ist |Z(G)| > 1, d.h. |G/Z(G)| = p', und wegen [ < k
ist G/Z(G) auflosbar. Also ist auch G auflosbar. O

1.59. Sarz (Feit-Thomson)

Jede endliche Gruppe ungerader Ordnung ist auflosbar (ohne Beweis).
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2 RINGE 2.1 GRUNDBEGRIFFE
2 Ringe

2.1 Grundbegriffe

2.1. WIEDERHOLUNG
1. (A, +,) ist ein Ring, falls

a) (A, +) eine abelsche Gruppe ist,
b) (A, ") assoziativ ist und
c) (4,4, ) distributiv ist, d.h. Va,b,c € A : (a + b)e = ac+ bec & a(b+ ¢) = ab + ac.

(A, +,-) ist kommutativ, falls Va,b € A : ab = ba.
1 € A heifst Einselement, falls Va € A : 1la = al = a.

(A, +,-) ist ein Schiefkdrper, falls (A\{0},-) eine Gruppe ist.

A B

Sei A ein Ring mit Eins. A* := {a € A| b € A : ab = ba = 1} ist die Einheitengruppe von A.
Beispiele sind Z* = {£1} und K* = K\{0}.

6. a € A heifst Nullteiler, falls a # 0 und es ein b # 0 gibt mit ab = 0 oder ba = 0.

(A, +,-) heilt Integrititsbereich, falls A kommutativ mit Eins und nullteilerfrei ist. Beispiele sind Z
und K[X].

7. f: A — B heifst Ringhomomorphismus, falls f(1) =1, f(a+b) = f(a)+ f(b) und f(ab) = f(a)f(b) fir
alle a,b € A gelten. Kern(f) := f~1{0} ist genau dann trivial (d.h. Kern(f) = {0}), wenn f injektiv
ist. Es gilt der Homomorphiesatz: f(A) = A/Kern(f).

8. I C A heifit Ideal, wenn I +1 C I und AI,IA C I gelten. Beispiele sind Kern(f) und {0}.

AJT :={a+1|a e A} heift Quotientenring oder Restklassenring mit additiv Neutralem I = 0+ I,
wobei a+1 := {a+b | b € I'}. Die Operationen auf A/T sind gegeben durch (a+1)+(b+1) := (a+b)+1
und (a+I)(b+1I):=(ab)+ 1. Esgilt: a+I=b+1<a—-bel.

2.2. BEISPIEL
In A =7 ist jedes I = nZ ein Ideal. Es gilt:

a+I=b+1 << a-bel < n|(a-b) <= a=bmodn.

A/T lasst sich schreiben als Z/nZ =nZ U (1+nZ)U---U((n — 1)+ nZ) ={0,1,...,n — 1}.
Fiir n > 1 gilt: Z/nZ ist nullteilerfrei < Z/nZ ist ein Koérper < n ist eine Primzahl. O

2.3. SaTz (Chinesischer Restsatz)
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I, ..., I, Ideale in R mit I; + I; = R fiir ¢ # j.

Dann gibt es zu z1,...,z, € R ein x € R mit x = x; mod I; fiir alle i < n.

BEWEIS.

Per Induktion iiber n.
1. n=2: Seien a; € I1 und as € I3 mit a; + as = 1. Setze = := x1a2 + x2a1, dann gelten

x1a9 = (1 —ay)zry =21 — a121 = o1 mod Iy,

x = x9a1 = (1 — ag)we = T2 — asxy = x3 mod Is.

2. n > 2: Fir ¢ > 2 gibt es a; € I} und b; € I; mit a; + b; = 1. Dann ist
IZH(ai+bi) =Hai+~-~+Hbi,
i>2 i>2 i>2
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2.1 GRUNDBEGRIFFE 2 RINGE

wobei alle Faktoren bis auf den letzten in I; liegen und der letzte in (| I; =: I, d.h. Iy + I = R.
i>2
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es y; € R mit y; = 1 mod I; und y; = 0 mod I. Analog gibt es
y; € Rmit y; =1 mod I; und y; =0 mod () I;.
J#i
Setze  := x1y1 + - - + TnYn, dann x = x;y; (da x; € I; fiir alle ¢ # j) und z;y; = ;1 = 1 mod ;.0

2.4. BEMERKUNG

Seien R kommutativer Ring mit Eins, und I, J Ideale in R. Dann sind auch
InJg, I+J:={i+jlicl, jeJ}, I-J:= {Zikjk lneN, i, el, jkeJ}
k=1

o0
Ideale in R. Seien I; C I, C--- C I, C I,41 C--- Ideale in R. Dann ist auch |J I; ein R-Ideal. O

i=1

2.5. DEFINITION
Zu M C R heifst

(M) = I:{Zikmk|n€N, ir € R, mkeM}

MCI k=1
ITdeal

das von M erzeugte Ideal in R.

Fiir endliches M = {by,...,b,} schreiben wir auch (b1,...,b,) := ({b1,....,b,}) = Rby +---+ Rb,,. R
heifit Noethersch, falls jedes Ideal I von R endlich erzeugt ist.

2.6. WIEDERHOLUNG

1. Seien R ein kommutativer Ring und a € R, dann heifit Ra := {ba | b € R} ein Hauptideal von R.
2. R heifst ein Hauptidealring, falls jedes R-Ideal ein Hauptideal ist.

3. w: R\{0} — N heifit euklidische Wertefunktion, falls fiir alle a,b € R\{0} gelten:

a) Falls a | b, dann w(a) < w(b) und
b) Es gibt ¢, € R mit r = 0 oder w(r) < w(b), so dass a = bq +r.

R heift euklidisch, falls auf R eine euklidische Wertefunktion existiert. Beispiele sind Z mit w(m) := |m)|
und K[X] mit w(p) := deg(p).

4. Jeder euklidische Integrititsbereich ist ein Hauptidealring. Insbesondere ist K[X] ein Integritéitsbe-
reich, falls K ein Korper ist.

5. Ingeritdtsbereiche, die Hauptidealringe sind, besitzen keine unendlichen Teilerketten. O

2.7. SATZ

Fiir kommutative Ringe mit Eins sind dquivalent:
1. R ist Noethersch.

2. Jede aufsteigende Kette von Idealen bricht ab.

3. Jede nichtleere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element.

BEWEISs.

1. )=(@2):Sei CI,C---CI,CI,41C---CI:=1, Dannist I = (ay,...,an), d.h. es gibt ein
n € Nmit a1,...,am € I, also I C I,,, also I = I,,, d.h. es gilt I = I} fiir alle j > n.

2. (2) = (3): Sei M # () eine Menge von Idealen. Dann ist I; C I C - -+ C I, mit I,, maximal.

3. (3) = (1): Seien [ ein Ideal und M die Menge aller endlich erzeugten Teilideale von I. Dann ist M # (),
dazu a € I auch (a) C I, also (a) € M. Sei (ay, ...,a,) C I maximal, dann I = (ay, ..., ay), denn sonst
gibe es ein a € I\{ay, ..., a,} und damit (aq,...,an) < (a1, ..., an,a). Also ist I endlich erzeugt. O

=
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2.8. KOROLLAR

Seien R, R’ Ringe, R Noethersch und ¢ : R — R’ ein Epimorphismus, dann ist auch R’ Noethersch.

BEWEISs.
Sei I} C I, C --- eine Idealkette in R'. Setze I; := p~*(I}). Dies definiert eine Idealkette in R. Dann gibt
es n € N mit I,, = I,, fiir alle m > n, also auch I}, = I/, fiir m > n. Also bricht die Kette I/ ab. O

2.2 Polynomringe

2.9. WIEDERHOLUNG

1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann heifst
RX]:={f=a+u X+ - +ap,X" | ay,..,a, € R, n €N}
der Ring der Polynome in der Unbestimmten X mit Koeffizienten aus R.
2. Esgilt: ag+ a1 X +---+a, X"=0< a9 =0,...,a, =0.

3. Ist a, # 0, dann heifst deg(f) :=n der Grad von f. Setze deg(0) := —oo.
Es gilt deg(fg) < deg f + deg g; Gleichheit gilt in Integritdtsbereichen. %

2.10. SATZ (Division mit Rest)
Seien R kommut. Ring mit Eins, f, g € R[X]\{0} und n = degg, m > deg f, kK = max{0,m —n+1}.
Ist g=bX" +---, s0 gibt es ¢, € R[X] mit b*f = gg + r und degr < degg.

Ist b kein Nullteiler, so sind ¢ und r eindeutig bestimmt.

BEWEIS.

1. Eindeutigkeit: Sei qg+r = ¢'g+r/, dann (¢—¢’)g = ' —r. Wire ¢ # ¢/, dann deg(q—¢')g > degg = n,
da b kein Nullteiler ist, und deg g > r — r/, was nicht moglich ist, da deg(r —r') = deg(q—¢')g. Analog
wiirde aus r # r’ folgen deg(r — ') < degg < deg(q — ¢')g, ein Widerspruch. Also gelten ¢ = ¢’ und
r=r'.

2. Existenz: Per Induktion iiber m.

a) Sei m = 0. Falls auch n = 0, dann gelten b'f = fg + 0 und degr = —o0o < deg f = 0. Ist dagegen
n >0, so gelten B°f = 0g + f und deg f =0 < n = degg.

b) Sei nun m > 0 und die Behauptung gelte fiir alle [ < m. Falls n > m, so gelten b°f = 0g + f
und deg f <m <n=degg. Fir m >mnsei f =aX™+---. Es gilt deg(bf — aX™ "g) <m — 1.
Mit der Induktionsvoraussetzung folgt: Es gibt ¢/,r' € R[X] mit ¢'g + ' = bl(bf — aX™ "g) mit
| = max{0,m — 1 —n+ 1} und degr’ < n. Dann b'*'f = (b'aX™ "¢ )g + 7', degr’ < n = degg
und ! + 1 = max{0,m —n + 1}. O

2.11. SATz (Hilbertscher Basissatz)
Ist R ein kommutativer Noetherscher Ring mit Eins, so ist auch R[X] Noethersch.

BEWEIS.

Wir nehmen an, es gibt ein nicht endlich erzeugtes Ideal I in R[X]. Da I # {0}, gibt es f; € I\{0}
mit minimalem Grad, fo € I\(f1) mit minimalem Grad, f3 € I\(f1, f2) = I\(R[X]f1 + R[X]f2) mit
minimalem Grad u.s.w.. Diese Kette bricht nicht ab und die Folge der Grade von f; ist monoton wachsend.

Sei fr = axg X™ + -+ mit ay # 0. Es folgt my < mygy1 und (ag,...,ax) = Ra + ... + Rag, C (a1, ..., ag+1).
Weiter gilt: (aq,...,ax) # (a1, ..., ap+1), sonst agp1 = > {ra; | i =1,...,k} mit r; € R.
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Definiere g := > {r X™+17™if, | ¢ = 1,...,k}. Dann gelten fiir h := fry1 — g, dass degh < my41
und h € I\(f1,..., fr), Widerspruch. Gleichzeitig kann nicht gelten (aq,...,ax) € (a1,...,ax4+1), da R
Noethersch. Also gibt es in R[X] nur endlich erzeugte Ideale. (]

2.12. DEFINITION

R[X1,...,Xy) := R[X1, ..., xn—1][X] heilt Polynomring mehrerer Unbestimmter.

Elemente aus R[Xj, ..., X,] sind Polynome der Gestalt f = ag + a1 X} + -+ + agX2 mit a; €
R[X1, s X1

Beachte: R[X1, ..., X,)] = R[X;(1), ..., Xo(n)] fiir beliebige Permutation o € S,,.

2.13. BEISPIEL

Sei
f=fIX,Y]=1+3X+7Y - X?Y +YX € R[X,YY],

dann gelten

degy (f) = deg,((14+3X)+(7+X —X?)Y) 1in R[X][Y] und
degy(f) = degy((1+7Y)+(B+Y)X —YX?) = 2in R[Y][X].

2.14. DEFINITION
Ein Monom ist ein Polynom der Gestalt f = aX{* -+ X, f heifit primitiv, falls a = 1.
deg,.(f) :=v1 + -+ + vy, heift der totale Grad von f.

Der Grad deg f(X1,..., X,) := degy f(X, ..., X) eines Polynoms f € R[X;,..., X,;] ist das Maximum
der totalen Grade der Monome in f.

f € R[X1, ..., X,] heifit homogen, falls alle Monome in f den gleichen totalen Grad haben.

2.15. BEISPIEL
1. f=X3-3Y2+ XY € R[X,Y] hat den Grad 2 und ist nicht homogen.

2. g=aX +bY € R[X,Y] hat den Grad 1 und ist homogen. O

2.16. BEMERKUNG
Jedes f € R[X1, ..., X,] hat eine eindeutige Darstellung

f= > . XV X 0

2.17. BEHAUPTUNG
Sei K ein Korper, dann ist K[X7q, ..., X,,] Noethersch.

BEWEIS.

K[X;] ist ein Hauptidealring, insbesondere Noethersch. Nach dem Hilbertschen Basisatz ist dann auch
K[Xj, ..., X,] Noethersch. O

2.18. BEHAUPTUNG
K[X,Y] ist kein Hauptidealring.
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BEWEIS.

Wiére (X,Y) ein Hauptideal in R = K[X,Y], dh. RX + RY = Rf = (f) fiir ein f = f(X,Y) € R,
dann sind f = gX +hY und f | X, f|Y. Aus f | X folgt degy f = 0, also f = f(X) € K[X]\{0};
gleichzeitig folgt aus f | Y, dass auch degy f = 0, d.h. f = a € K\{0}. Einsetzung der Null ergibt:
a = ¢g(0,0)0 + h(0,0)0 = 0, ein Widerspruch. O

2.19. WIEDERHOLUNG

1. Seien R C R’ Ringe und ay,...,a, € R'. Dann ist R[X,...,X,] — R, f — f(a1,...,a,) ein Homo-
morphismus, der Einsetzungshomomorphismus von f an der Stelle (aq, ..., ay,)

2. (a1, ...,an) € R heift Nullstelle von f, falls f(ay,...,a,) = 0. O

2.20. LEMMA (Faktorisierung)
a € R ist eine Nullstelle von f € R[X] < f = (X — a)g fiir ein g € R[X].

BEWEIS.

= Sei f # 0. Dann gibt es g, € R[X] mit f = (X —a)g+r und degr < 1, d.h. r € R. Wegen f(a) =0
folgt r =0, also f = (X —a)g.

<« Trivial. (]

2.21. SATZ
Ist R ein Integritatsbereich, dann besitzt f € R[X]\{0} hochstens deg f viele Nullstellen in R.

BEWEIS.

Wir fithren eine Induktion iiber n = deg f. Der Fall n = 0 ist klar. Gelte die Behauptung also fiir ein n. Sei
dann a eine Nullstelle von f € R[X] mit deg(f) = n. Dann ist f = (X — a)g fiir ein degg = n — 1. Wegen
f(b) =0, b# aist g(b) =0 und mit der Induktionsvoraussetzung folgt: f hat hochstens n Nullstellen.(

2.22. KOROLLAR (Interpolation)
Seien K ein Korper, aq, ..., a, paarweise verschiedene Elemente von K und by, ...,b, € K beliebig.

Dann gibt es genau ein Polynom f € K[X]| mit deg f <n — 1 und f(a;) = b;.

BEWEIS.

1. Eindeutigkeit: Seien f,g € K[X] mit f(a;) = b; = g(a;) und deg f <n —1, degg < n — 1. Dann sind
(f —g)(a;) =0und deg(f —g) <n—1,also f — g =0 und damit f = g.

2. Existenz: Definiere

v, X —a)(X —ag) - (X —ai1)(X —aip1) - (X —an)
f_ZbZ (a; —a1)(a; —ag) -~ (a; — ai—1)(a; — aiz1) -~ (a; — an)

)

i=1
dann gilt f(a;) = b; fiir alle i. f heifft Interpolationspolynom nach Lagrange.

Alternativ kann man auch nach dem Newtonsches Interpolationsverfahen vorgehen: Mache den Ansatz
f = Co —+ Cl(X — al) —+ 02(X — al)(X — a2) + -4 Cn_l(X — al) o (X — an_l)

und bestimme die Koeflizienten c¢; iterativ:
a) f((l1> =b1 = b1 =: .
b) f(ag) =by = by =b1 + Cl(ag — CLl), d.h. ¢; = bo=by u.Ss.w. O

a2—ai
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2.3 Primideale und maximale Ideale

2.23. WIEDERHOLUNG

1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein R-Ideal P # R heifst Primideal, falls aus zy € P folgt
x € P oder y € P.

{0} ist genau dann ein Primideal in R, wenn R ein Integritétsbereich ist.
Ein R-Ideal I heifst maximales Ideal, wenn fiir beliebiges R-Ideal J gilt: I C J =1 = J.

Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

cU o

Sei I C R ein Ideal, dann gilt: I ist maximal < R/I ist ein Korper.

Insbesondere gilt: Ist I maximal, dann ist I ein Primideal:

2.24. SATZ
Ein R-Ideal P # R ist Primideal < R/P ist Integritdtsbereich.

BEWEISs.
= Seien P ein Primideal und (x +P)(y +P) =0+ P =P. Zu zeigen:  + P =P oder y+ P = P.

Es gilt (z + P)(y + P) = zy + P = P genau dann, wenn zy € P. Dann ist z € P oder y € P, also
r+P=Podery+P="P.

< Seien R/P ein Integritéatsbereich und xy € P. Wir zeigen: P ist ein Primideal.

Aus zy € P folgt zy + P =P, d.h. (x+P)(y +P) = P und damit z + P = P oder y + P = P, d.h.
x € P oderyeP. |

2.4 Teilbarkeit in Integritiatsbereichen

2.25. WIEDERHOLUNG

Seien R ein Integritdtsbereich und a,b € R.

1. a teilt b (in Zeichen: a | b) :< es gibt ein ¢ € R mit ac = b.

2. q ist assoziiert zu b (in Zeichen: a~b) 1< es gibt ein c € R* mit ac=b<a | bund b | a.

3. a # 0 heift unzerlegbar oder irreduzibel, falls a ¢ R* und aus a = bc folgt, dass b € R* oder ¢ € R*.
4. Fiir das von a in R erzeugte Ideal (a) := Ra gilt: a | b < (b) C (a) und a ~ b & (a) = (b).

5. g, a1, ..., An, ..., heilt Teilerkette, falls a;41 | a; und a; 1 a;4+1 < (ag) C (a1) € -+ C (an) S -+ -. O

=

2.26. BEMERKUNG

1. In Noetherschen Ringen gibt es keine unendlichen Teilerketten, denn jede aufsteigende Kette von
Idealen bricht ab.

2. Gibt es in R keine unendlichen Teilerketten, so ist jedes a € R\{0} eine Einheit oder ein Produkt von
endlich vielen irreduziblen Elementen aus R. 0

2.27. WIEDERHOLUNG

1. p € R\(R* U {0}) heift Primelement, falls aus p | ab folgt, dass p | a oder p | b, d.h. falls ab € (p)
impliziert, dass a € (p) oder b € (p) gilt.

Primelemente sind irreduzibel. Weiter ist p genau dann prim, wenn (p) ein Primideal ist.

2. Ist R ein Hauptidealring und Integritdtsbereich, so sind alle irreduzible Elemente prim und jedes
a € R\(R* U{0}) ist bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutiges Produkt von irreduziblen Elemen-
ten.
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Ist R nur Integritétsbereich, fiir den diese beiden Bedingungen gelten, so heifft R ein ZPE-Ring (“Zer-
legung in Primelemente eindeutig”) oder ein faktorieller Ring.

3. Seien a,b € R\{0} mit a = ey [[ p;” und b = e [] pf*. Dann heifst
i=1 i=1

n
geT(a,b) := Hp;mn{w’m}
i=1
der grofste gemeinsame Teiler von a und b und
n
keV(a,b) = [ o< tvor
i=1

das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b. Diese sind bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt.

4. Esgilt a | b & v; < p; fiir alle ¢ und damit ggT(a,b) | a und ggT(a,b) | b. Weiter gilt fiir alle d € R:
Falls d | a und d | b, dann auch d | ggT(a,b). Durch diese Eigenschaften ist der grofite gemeinsame
Teiler von a und b (bis auf Einheiten) eindeutig festgelegt.

Weiter gilt: (a,b) C (¢) und (a,b) C (d) = (¢) C (d), d.h. (¢) ist das kleinste Hauptideal iiber (a, b).
In Hauptidealringen gilt sogar: (a,b) = (¢) und ¢ = za + by fiir gewisse z,y € R. O

2.28. KOROLLAR

Ein Noetherscher Integritatsbereich ist genau dann faktoriell, wenn alle irreduziblen Elemente prim
sind.

BEWEIS.

= Klar nach Definition von faktoriellen Ringen.

< Ist R Noethersch, so gibt es keine unendlichen Teilerketten in R, d.h. jedes a € R\(R* U {0}) ist
endliches Produkt irreduzibler Elemente. Weiter gilt: Sind alle irreduziblen Elemente prim, so ist die
Produktdarstellung eindeutig. O

2.5 Teilbarkeit in Polynomringen

2.29. WIEDERHOLUNG
Sei R ein faktorieller Ring (insbesondere Integritétsbereich), z.B. R = Z oder R = R[X].

1. K = Quot(R) := {§ | a,b € R, b # 0} heifit Quotientenkdrper von R, z.B. Quot(Z) = Q oder
Quot(R[X]) = R(X).

2. R* ist die Menge der invertierbaren Elemente von R und bildet eine Gruppe, die Einheitengruppe.
Beispiele sind Z* = {1}, R* = R\{0} unf (R[X])* = R*. %

2.30. DEFINITION

f € R[X] heift primitives Polynom, falls f = ag+ a1 X + -+ + a, X" und ggT(ao, ..., an) € R*.

2.31. BEISPIEL
2+ 10X —36X2 —3X*ist in Z primitiv. 2 + 10X — 36X ? nicht. O

2.32. DEFINITION
Seien R faktorieller Ring und f = ag+ a1 X + -+ +a, X". ggT(ao, ..., an) =: I(f) heift Inhalt von f.
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2.33. BEMERKUNG

1. I(f) ist bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

2. Fir f(X) =I(f) fo(X) ist fo(X) primitiv (d.h. I(fo) = 1). O
2.34. BEISPIEL

1. Ist R = K ein Korper, dann ist jedes f € K[X]\{0} primitiv.

2. Genau dann ist ag € R primitiv, wenn ag eine Einheit ist.

3. Sind f € R[X] irreduzibel und deg f > 0, dann ist f primitiv, denn aus f = I(f)fo, deg f = deg fo
folgt I(f) € R*. O

2.35. LEMMA (Gauh)

Das Produkt primitiver Polynome ist wieder primitiv.

BEWEIS.

Seien f=ag+ a1 X+ -4+ a, X" und g =bg+ b6 X + - + b,, X" beide primitiv und a,, # 0, b,, # 0.
Dann ist fg=co+ 21X+ + Crpm X" mit ¢y = anbm # 0. Angenommen, es giibe ein primes p,
das alle ¢; teilt, : = 1,...,n + m. Wihle &, minimal mit p { a; und p { b;. Dann wiirde gelten

Ck41 = Zarbs = Z arbs + albl

TJ_rs r<k
ktl poi
und p | ¢k, p| D) arbs, aber p 1 a;b;, was nicht moglich ist. |
r<k
oder
s<l

2.36. SATZ
Seien R ein faktorieller Integritéitsbereich und f, g € R[X].
Dann gilt: f | g in R[X] < f | g in K[X] = Quot(R)[X] und I(f) | I(g9) in R.

BEWEIS.

= Ist fh = g mit h € R[X], dann h € K[X]. Setze f = I(f)fo, h = I(h)hg, g = 1(g)go mit fo, go, ko
primitiv. Dann ist I(f)I(h)foho = I(g)go und nach dem Lemma von Gauf ist foho primitiv, also
I(f)I(h) =1(g) (bis auf Einheiten in R). Also I(f)I(h) = I(fh), d.h. I(f) | I(g9) in R.

< Sei fh =g mit h € K[X], d.h. h = %hg mit hg € R[X] primitiv. Nach Voraussetzung gilt I( f)a = I(g)
fiir ein a € R, also I(f)fogho =1(g9)g0 = I(f)ago, d.h. %foho = agy < bfoho = acgg, d.h. b ~ ac, also
Y € R. Dann aber auch h € R[X]. O

2.37. KOROLLAR
1. Seien R faktoriell und a € R irreduzibel in R. Dann ist a irreduzibel in R[X].

2. Ist g € R[X] irreduzibel in R[X] mit degg > 1, dann ist g irreduzibel in K[X].
3. Ist g € R[X] primitiv und irreduzibel in K[X], so ist g irreduzibel in R[X].

BEWEIS.
1. Klar.

2. Gelte f | g in K[X], B f € R[X] primitiv, dann f | g in R[X], d.h. f ~ g oder f ~ 1 in R[X], also
auch insbesondere in K[X].
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3. Sei f € R[X ] mit f | g in R[X], dann f | g in K[X] (d.h. deg f = degg oder deg f = 0) und
I(f) | I(g) =1, also I(f) = 1. Dann f ~ g oder f ~ 1 in R[X]. O

2.38. BEISPIEL

Sei R=7Z,dh. K =Q. ¢ =2X?+4 € Q[X] ist reduzibel in Z[X], da ¢ = 2(X? + 2), aber irreduzibel in
Q[X], da 2 eine Einheit in Q[X] ist.

2.39. Satz (Gaub)
Ist R faktoriell, so auch R[X].

BEWEIS.

1. Sei f1, fa, f3, ... eine Teilerkette in R[X], d.h. f;+1 | f;- Dann auch I(f;41) | I(f;) und deg f;11 < deg f;.
Also ist I(f1),1(f2),I(f3), ... eine Teilerkette in R und es gilt deg f; > deg fo > deg f3 > --- in K[X].
Beides bricht ab, da R faktoriell ist. Also gibt es n € N, so dass fiir alle m > n gilt: I(f,) ~ I(f,) in
Rund f, ~ fr in K[X], d.h. f, ~ fmn in R[X]. Also gibt es keine unendlichen Teilerketten in R[X].

2. Sei f € R[X] irreduzibel mit deg f > 0. Dann gilt: f | gh in R[X], d.h. f | gh in K[X], also f | g oder
f | hin K[X]. DaI(f) =1, folgt weiter: f | g oder f | h in R[X], d.h. f ist prim in R[X].
Sei jetzt f € R, dann gilt f | I(gh) = I(g)I(h) nach dem Lemma von Gauff. Da R faktoriell ist, ist f
prim in R, d.h. f | I(g) oder f | I(h), also f | g oder f | h in R[X] und damit f prim in R[X]. O

2.40. BEMERKUNG

K[X,Y] ist faktoriell, da K[Y] faktoriell ist. Per Induktion folgt dann: K[X;, ..., X,,] ist faktoriell. O

2.41. Sarz (Eisenstein-Kriterium)
Seien R ein faktorieller Ring, p € R prim und f = ag + a1 X + -+ + a, X™ € R[X] primitiv.
Gilt p | a; fiir alle 0 <i <n—1, pfa, und p?{ ag, so ist f irreduzibel in R[X].

BEWEIS.

Sei f = gh fiir gewisse g,h € R[X] mit g » f und h » f, d.h. degg > 0 und degh > 0. Seien
g=by+ b0 X+ - +bX"mitb. A0, 0<rund h =cog+c1 X + -+ ¢ X® mit ¢ # 0, 0 < s. Dann
gelten ag = bocy und p? t ag, d.h. p? { by oder p? f co, etwa p? | by. Damit gilt p | co, denn p | ag. Sei j
minimal mit p{ ¢;41. Dann ist 0 < j < s, denn p{ a,, = byc,. Es gilt

j41 = Zblck = bocjp1 + bicj +bacj_1 4 -+ mit p | bocjq1, pibicj, pibaci_1, ...,
L+k
j+1

also ptajy1, dh. j+1=n=s+r>s, Widerspruch. (]

2.42. BEMERKUNG (Kreisteilungspolynome & Einheitswurzeln)

1. Seien p € Nprimund R =7Z. ®,(X) :=1+ X + X?+---+ XP~! heifit das p-te KIeisteilungspolynom.
Es gilt (X —1)®,(X) = X? — 1. Fur z € C gelten 27 =1 = |2| =1 und |2]?> = Re(2)? + Im(2)? = 1,
d.h. die p-te Einheitswurzel z = e = liegt auf dem Einheitskreis.

2. @, ist irreduzibel in Q[X]. Wir zeigen dazu: ®,(X + 1) ist irreduzibel in Q[X].

Einsetzen von X + 1 fiir X in (X — 1)®,(X) = X? — 1 ergibt:

Xq)p(X"f'l):(X-‘rl)p—l:Xp-i-(f)Xp_lJ,-..._f_(P )X

p—1
Also ist @p(X +1) = XP L+ (NXP2 4. 4 (pfl). Wir wissen: p | (¢), p| (5), ..., p | (pfl) =p.
Die Einsetzung h[X| — h(g) mit g € R[X] definiert einen Ringhomomorphismus o, : R[X] — R[X].
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Fir g = aX + b mit a € R* ist o4 ein Automorphismus von R[X]:
FX) = faX +b) = f (a¥52 +b) = f(X)

Also ist f genau dann irreduzibel, wenn o4 ( f) irreduzibel ist fir g = aX +b, a € R*. Nach Eisenstein
ist damit ®,(X) irreduzibel in Q[X]. O

2.43. BEISPIEL

X17 + 3 und X® — 36X + 2 sind irreduzibel in Z[X]. O
3 Korper

3.1 Grundbegriffe

3.1. WIEDERHOLUNG
1. Ein Korper (K, +, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins, so dass K> = K\{0}.

2. Betrachte den (Ring-)Homomorphismus ¢ : Z — K, n+— n -1 mit
0-1=0, n-1=1+4+---4+1 und —n--1=—(14---41)

fir alle n € N. Dann ist Bild(¢) € K ein Integritdtsbereich und Kern(yp) ist ein Primideal, denn
»(Z) = 7Z/Kern(p). Die Primideale in Z sind aber gerade {0} und pZ mit p prim. Im Fall Kern(y) = {0}
ist ¢ injektiv, d.h. eine Einbettung von Z in K (in Zeichen: Z—K). Andernfalls ist Kern(y) = pZ
(d.h. p-1=0) und es gilt Bild(¢) = Z/pZ =: F, — K.

3. Q und F), sind Primkérper, besitzen also keine echten Unterkérper. Jeder Primkorper ist isomorph zu
F), fiir eine Primzahl p oder zu Q. Sei allgemein K ein Kérper, dann ist

Prim(K) := ﬂ
kCK
kKorper

der Primkorper von K. Insbesondere ist char(K) = char(Prim(K)).
4. Gilt Kern(p) = pZ, so heift K ein Korper der Charakteristik p (in Zeichen: char(K) = p). Dagegen

setzen wir char(Q) := 0. Fiir Kérper K — L gilt char(K) = char(L). Speziell folgt aus Q C K also
char(K) = 0 bzw. aus F, C K, dass char(K) = p.

5. Sei char(K) = p. Dann ist ¢, : K — K mit o,(a) := o” ein Ringhomomorphismus, denn 17 = 1,
(ab)? = aPb? und (a + b)? = aP + bP — dies folgt mit k!(lf’ik)! = k(!z()j:])c!)! ausn dem Binomischen

Lehrsatz. o, ist injektiv, denn ist a € Kern(y), dann 0 = a?, also a = 0. Ist K endlich, so ist o, auch
surjektiv, also o, € Aut(K), der Frobenius-Automorphismus.

6. Sei ¢ : K — L ein Koérperhomomorphismus, d.h. Ringhomomorphismus zwischen Kérpern. Dann ist
o entweder injektiv oder trivial, denn Kern(yp) ist ein Ideal in K; die einzigen Ideale in K sind aber
{0} und K selbst: Sind I C K ein Ideal und a € I\{0}, dann ist a- 2 € I fiir alle b € K, d.h. I = K.

3.2. DEFINITION

Seien K ein Korper, k ein Unterkorper von K und A eine Teilmenge von K. Definiere

kA== () R ud kA= |[) L
KDOR Ring KDL Korper
KUACR kKUACL

E[A] heifst der von A in K iber k erzeugte Ring und k(A) heifit der von A in K iiber k erzeugte
Korper.
Im Fall A = {ay,...,a,} setzen wir k[aq, ..., a,] := k[A] und k(ay, ..., an) := k(A).
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3.3. BEMERKUNG

1. Seien k C K Korper und ayq, ..., a, € K. Dann gelten:

klay, ...,an]) = {f(a1,....,an) | f € k[X1,..., Xn]}
ist ein Ring, der in allen R C K mit kU {ay,...,a,} C R enthalten ist, und

flay,...,an)
k(ap, ., ay) = 4 N0 @n) e ey X glag, o an
(@10s) = { 200 | g € XL X0, gl a) 20
ist der Quotientenkdrper von klaq, ..., ap].
2. k(AU B) = k(A)(B), denn fiir L C K gilt: kU(AUB) C L & k(A)UB C L. 0

3.2 Korpererweiterungen

3.4. DEFINITION
Seien K C L Korper. Dann heifst L Korpererweiterung von K (in Zeichen: L|K).
Fasse L als K-Vektorraum auf. [L : K] := dimg (L) heit der Grad von L|K.

3.5. BEISPIEL
1. RCC: [C:R]=2. Eine Basis ist etwa (1,7), dann C={a-1+b-i ]| a,b € R}. Es gilt
C=R() = (4] 1.9 € RIX]. g(i) # 0} = {a-+X | a.b e R} =i},

Allgemein ist R[X] C R(X).
2. Q CQ(V2): [Q:Q(v/2)] =2 mit Basis (1,v/?2). Es gilt

_Jf(V2)
Qv2) = {g(\/i) ’f,geR[X],g(\@) 7&0}

a+bv2
d+eV?2

={a+bV2|a,beQ},

denn mit quadratischer Erginzung gilt

a,b,c,d e Q, c;éOoderd;éO}

bv2c—dv2
atbVle—dvz Q+Qv2.
c+dvV2c—dv2
3. QCQ(X): [QX):Q] =o00,denn 1, X, X2, ... sind Q-linear unabhingig.
4. QCR: [R: Q] = oo, der Beweis folgt spéter. O

3.6. SaTrz (Gradsatz)
Seien k C K C L Korper. Dann gilt: [L : k] = [L : K][K : k].

Im endlichdimensionalen Fall gilt weiter: Sind (1, ...,z,) eine Basis von K iiber k und (y1, ..., Ym)
eine Basis von L iiber K, 50 ist (Z1Y1, -y T1Ym, ooy L2Y1, ooy ooy TnYm) Basis von L iber k.

BEWEIS.
1. Lineare Unabhéngigkeit: Gelte

0= Em: iaij(a:iyj) = i (imm) Yy = ilﬂjyj

j=1i=1 j=1 Ni=1

mit /Bj eK.
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Da die y; linear unabhéngig iiber K sind, sind alle §; = 0. Da die x; linear unabhéngig iiber K sind,
sind alle 3; = > aj;jz; = 0, d.h. auch alle a;; = 0. Also sind alle z;y; linear unabhéngig.

2. Erzeugendensystem: Sei a € L, dann a = ) B;y; fiir gewisse §; € K, wobei 3; = > a;;x; fiir gewisse
aj; € k. Also ist
m n

- i (Zn:aijl'i>yj =D aij(aiy;). =

j=1 Ni=1 j=1i=1

3.7. KOROLLAR

Seien k C K C L Kérper. Dann gelten:

1. Gilt [K : k] =[L:k],dannist [L: K] =1,d.h. L = K.
2. Ist [L : k] prim, dann gilt ¥ = K oder K = L.

3. Zwischen R und C gibt es keinen echten Zwischenkorper.

3.8. DEFINITION

Sind £ € K und K = k(a), so heifit K eine einfache Erweiterung von k und a heift ein primitives
Element der Erweiterung K |k.

Sind k C K, so heiflt a € K algebraisch iiber k, falls es ein f € k[X]\{0} gibt mit f(a) = 0. Andernfalls
heifit a transzendent {iber k. Speziell heifen algebraische Elemente von C|Q algebraische Zahlen.

3.9. BEISPIEL
1. ¢ ist ein primitives Element von C|R.
2. v/2, i und /5 sind algebraische Zahlen (zu X2-2=0, X?+1=0und X?-5=0).

3. w und e sind transzendente Zahlen. Der Beweis ist sehr schwierig, fiir 7: Lindemann, 1882. %

3.10. WIEDERHOLUNG

1. Seien k C K und a € K. Dann heift ¢, : k[X] — K, f+— f(a) ein Einsetzungshomomorphismus.

2. Kern(p,) = {f € k[X] | f(a) = 0} ist ein k[X]-Ideal, also ein Hauptideal. Falls Kern(y,) # {0}, so gibt
es genau ein normiertes Polynom f, € k[X] mit Kern(p,) = (fa) = f.k[X], denn gelte (f.) = (f.),
dann f, ~ f! und aus der Normiertheit folgt f, = f..

3. fo ist irreduzibel, da Primideal. Irr(a,k) := Min(a, k) := f, heifst das irreduzible Polynom oder
Minimalpolynom von « iiber k.

4. f, ist dasjenige normierte und irreduzible Polynom f € k[X]\{0}, fiir das gilt f(a) =

Sei némlich f ein solches Polynom, dann folgt aus f(a) = 0, dass f € Kerngp, = (f,). Da f irreduzibel,
also f, | f und da f normiert, folgt f = f,. o

3.11. BEISPIEL

1. Irr(v/5,Q) = X2 — 5.

2.1 r(\f R)=X - V5.

3. Irr(v—1,R) = X2 4 1.

4. Irr(V/2,Q) = X3 — 2.

5. Irr(exp(2),C) = X* + X® + X? + X + 1 (Irreduzibilitét nach Eisenstein-Kriterium).
(

6. Irr(a, k) = X — « fiir a € k. O
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3.12. SATZ

Seien k C K und a € K. Dann sind dquivalent:

1. a ist algebraisch iiber k.

2. Es gilt k[a] = k(a).

3. Fiir den Grad der Erweiterung k(a)|k gilt [k(a) : k] < oco.

BEWEIS.

1. (1) = (2): Sei a algebraisch iiber k. Da (f,) Primideal, ist (f,) maximal, d.h. k[X]/(f,) = k[a] nach
dem Homomorphiesatz fiir ¢,. Da k[X]/(f.) ein Korper ist, muss auch k[a] einer sein.

2. (2) = (3): Gelte k[a] = k(a), d.h. Bild(y,) = k[a] = k[X]/(f.) ist ein Korper. Also ist Kern(y,) # {0}
sonst wire k[X] ein Korper, d.h. es gibt ein f € k[X]\{0} mit f(a) = 0. Habe f die Darstellung
fX)=ap+a1n X+ +a, X", B a, =1. Wegen f(a) =0 ist dann

a"=—ag—oa—-—ap_1a" ' €k+ka+---+ka" " =span(l, a, ..., ") = V.

V ist ein k-Vektorraum mit dim(V) < n; aus a™ € V folgt, dass auch

a" = —apa —aya® — - —a,_1a" €ka+ -+ ka" Cspan(l, a, ..., a"7Y) =V

Per Induktion folgt: k[a] C V, also nach Voraussetzung auch k(a) C V, d.h. dim(k(a)) < n < co.

3. (3) = (1): Angenommen, a wire transzendent iiber k, d.h. ¢, : k[X] — K ist injektiv. Weiter ist
©a : k[X] — k[a] ein Epimorphismus, d.h. k[X] 2 k[a] als Ringe. Wegen ¢, (a) = « fiir jedes o € k ist
k[X] 2 k[a] als k-Vektorraum. Wére nun dimy (k[ X]) = oo, dann dimyg (k[a]) = oo, d.h. dim(k(a)) = oo
im Widerspruch zur Voraussetzung. O

3.13. KOROLLAR
Seien k C K Korper, a € K und n = deg(Irr(a, k)).
Dann gilt k(a) = kla] =k D ka® -+ D ka1, d.h. (1, a, ..., ") ist eine Basis von k(a)|k.

BEWEISs.
Nur noch die lineare Unabhiingigkeit von {1, a, ..., a" "'} ist zu zeigen.

Gelte By + fra+ -+ Bp_1a™ ' = 0 fiir fo, ..., Bu_1 € k. Setze g(X) := fo + 1 X + -+ B X"
Wiére g nicht das Nullpolynom, dann f, | g, da g(a) = 0. Dies ist ein Widerspruch, da degg < deg f,.
Also ist [k(a) : k] = deg fa. O

3.14. BEISPIEL

1. Seien a = /5 und k = Q, dann Q(v/5) = Q @ Qv/5 (als k-Vektorraum) mit Korperoperationen
(a+BV5) + (v +6V5) = (a+7) + (B +8)V5,
(a+ BV5) (v + 6vV5) = (ay + 538) + (ad + B7)V5.

2. Sind a = v/—1 und k = R, dann R(y/-1) = R @ Ry/—1.
3. Fira— V2, k= Qist QV2) = Qo V20 QYA o

3.15. DEFINITION
K|k heiftt eine algebraische Korpererweiterung, falls jedes a € K algebraisch tiber k ist.

Andernfalls heifst & transzendent.
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3.16. SATZ
Sei k C K eine Korpererweiterung. Dann gelten:
1. Ist [K : k] < 0o, dann ist K|k algebraisch und es gibt aq,...,a, € K mit K = k(ay, ..., an).

2. Sind ay, ..., a, € K algebraisch iiber k, dann ist K’ := k(ay, ..., a,,) algebraisch iiber &k und fiir den
Grad der Korpererweiterung gilt [K’ : k] < oo

BEWEIS.

1. Seien dimy(K) =m, a € K. Dann ist {1, q,...,a™} linear abhéngig iiber k, d.h. es gibt g, ..., € k
mit ag + aja+ -+ - + apa™ = 0 und nicht alle ; = 0. Setze g(X) := g+ a1 X + -+ + @, X™. Dann
sind g € k[X]\{0} und g(a) = 0. Ist (ay, ..., an,) Basis von K tiber k, so ist K = k(a1, ..., am):

K =kay + -+ kap, Cklag,...,am] C k(a1,...,anm) C K.

2. Sei ay algebraisch iiber k, dann ist [k(a1) : k] < co. Sei aq algebraisch {iber k, dann ist ay algebraisch
tiber k(ay), d.h. [k(a )(ag) k(a1)] < oo. Beachte dabei: k(ay)(az) = k(a1,as). Nach der Gradgleichung
ist dann [k(a1,az2) : k] = [k(a1,a2) : k(a1)][k(a1) : k] < oo w.s.w. bis [K' : k] = [k(a1,...,an) : k] < 00
und mit 1. folgt: K'|k algebraisch. O

3.17. KOROLLAR

Seien K|k eine Korpererweiterung und a,b € K algebraisch iiber k. Dann sind auch a £ b, ab und ¢
algebraisch iiber k.

Insbesondere ist L := {a € K | a ist algebraisch iiber k} ein Teilkérper von K.

3.18. BEMERKUNG
@ :={a € C | a ist algebraisch iiber Q} heifst Korper der algebraischen Zahlen. O

3.19. KOROLLAR
Seien k C K C L. Dann gilt: L|k ist algebraisch < K|k und L|K sind algebraisch (Transitivitét).

BEWEISs.
= Kilar.
< Sei a € L. Dann gibt es f € K[X]\{0} mit f(a) =0, dh. f=ay+au X+ -+ a, X" mit a; € K.

k(ag, ..., an)|k ist algebraisch und [k(ag, ..., an) : k] < oo, also auch [k(ag, ...,an)(a) : k(ag, ..., an)] < 00,
da a algebraisch iiber k(ao, ..., a,). Damit [k(ag, ..., an, a) : k] < 0o, d.h. a algebraisch iiber k. O

3.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

3.20. BEMERKUNG

Wir wollen im Folgenden untersuchen, welche Konstruktionen in der Ebene C nur mit Hilfe von Zirkel
und Lineal moglich sind.

Erlaubt sind die folgenden Konstruktionen:
1. Zu zwei bereits konstruierten Punkten P,Q € C, P # @, die Gerade G(P, Q) durch P und Q.

2. Zu zwei bereits konstruierten Punkten P,Q € C, P # @, den Kreis K (P, Q) mit Mittelpunkt P durch
Q.

3. Konstruktion neuer Punkte durch Schnitte von zwei Geraden, zwei Kreisen oder einer Geraden mit
einem Kreis. O
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3.21. DEFINITION

Sei M C C. Dann ist Kon(M) die Menge aller aus M konstruierbaren Punkte, d.h. aller z € C, zu
denen es eine endliche Folge M = My C M; C --- C M,, C C gibt mit z € M,, und M, entsteht aus
M,,_; durch einen elementaren Konstruktionsschritt (v =1,...,n), dh. M, = M,_; U {z,y}.

3.22. BEMERKUNG
Seien 0,1 € M C C. Dann gelten:

1. Kon(M) ist ein Oberkdrper von Q(M U M). Insbesondere ist Q ist aus {0, 1} konstruierbar.
2. Ist a € C konstruierbar, dann liegt auch y/a in Kon(M). O

3.23. LEMMA
Sei L ein Unterkorper von C mit L = L und 4 € L und sei z € C beliebig.
Dann gilt: Ist z € L konstruierbar, so gibt es ein v € LN R mit z € L(y/u).

BEWEIS.

Gilt z = a + ib € C fiir gewisse a,b € R, dann sind a = %(z +7Z) und b = (2 — Z), d.h. fiir jedes
konstruierbare z € C sind auch Re(z) und Im(z) konstruierbar.

1. Schnitt zweier Geraden: Gegeben seien bereits konstruierte Punkte py, g1, p2 und g2 € L mit p; # ¢1
und py # ¢o. Dann definieren (p1,¢1) und (p2,g2) zwei Geraden Gy = G(p1,4q1) und Go = G(p2, ¢2)
in C, die sich durch ¢1, g2 : R — C mit g1(\) = p1 + A¢1 und g2(p) = p2 + puge parametrisieren
lassen. Schneiden sich G7, G2 in einem Punkt z € C, so existieren A, € R mit z = g1 (A) = g2(u).
Die Parameter A und p sind also Lésungen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems iiber LNR,
bestehend aus zwei Gleichungen, mit Koeffizienten Re(p;), Im(p;), Re(q;), Im(g;) (i = 1,2). Damit
liegt z in L, setze also u = 1.

2. Schnitt einer Geraden mit einem Kreis: Seien p1, p2, ¢1 und gs bereits konstruiert mit p; # p, und
q1 # go2. Sei z ein Schnittpunkt der Geraden G(pi,p2) mit dem Kreis K(qi,q2), dann existiert ein
A € R mit

2 2

P1+Ap2 =2 und lz—qi|" =@ —«

Einsetzen von z in die zweite Gleichung ergibt: A\ 16st

(Re(p1) + iIm(py1) + ARe(p2) 4 iAIm(p2) — Re(q1) — ilm(q1))?
= (Re(q2) + ilm(g2) — Re(q1) — ilm(g2))?,

d.h. Losung des quadrartischen Systems g + 1A + 7222 = 0, wobei die Koeffizienten g, v, und v,
gegeben sind durch

((Re(p1) — Re(q1)) +i(Im(p1) — Im(q1)))? — ((Re(gz) — Re(q1)) + i(Im(g2) — Im(q1)))?
+2(Re(p2) + idm(pz)) ((Re(p1) — Re(qr)) + i(Im(p1) — Im(q1)))A + (Re(p2) + ilm(p2))*A* = 0.

Definiere u also als die Diskriminante u := 72 — 4492, dann ist z € L(\/u).

3. Seien p1, p2, q1 und g2 bereits konstruiert und z ein Schnittpunkt von K(p1,ps) mit K(q1,g2), d.h.

es gelten

|z —p1]® = |p2 — p1]? und lz—q1]* = g2 — a1

Dies liefert fiir « := Re(z) und y := Im(z) das nichtlineare Gleichungssystem

x2+y2+’ylx+’ygy+/\ =0
22+ 6z +dy+p = 0

fiir gewisse Koeffizienten ~;, 72, d1, d2, A, pu € L. Differenz der beiden Gleichungen ergibt ein
inhomogenes lineares Gleichungssystem. Setze also wieder u = 1. ([l
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3.24. SATZ (Descartes)
Sei M C C mit 0,1 € M. Dann sind dquivalent:
1. z ist aus M elementar konstruierbar.

2. Es gibt eine Kette von Zwischenkdrpern Q(M U M) =[ygCL;C---CL,, CCmit z€ L,, und
[L,:L,_1]=2firallev e {1,...,m}.

BEWEIS.

1.

(1) = (2): Es existiere eine Kette von Konstruktionsschritten M = My C M; C --- C M, C C mit
2 € My, M, = M, 1 U{z,,2}. Setze Ly := Q(M U M) und L; := Ly(i). Dann gilt L; = L; und es
gibt u; € Ly "R mit 2,2 € L1(y/uy). Sezte Ly := L1(y/u1), also M1 C Ly und Ly = Lo ... u.s.w. bis
Lm+1 mit Mm g Lm+1-

. (2) = (1). Wir zeigen per Induktion tiber v, dass L, C Kon(M) fir alle v = 1,...,m. Der Fall
v =0 ist klar: Ly C Kon(M). Gelte die Behauptung also fiir 0, ..., — 1. Sei L,_; C Kon(M). Es gilt
L,=L, 1(z)fireinz € L,\L,_;. Dies ist eine endliche Erweiterung, d.h. x ist algebraisch iiber L, _1.
x muss Nullstelle eines quadratischen Polynoms sein, d.h. es gibt a,b € L,_; mit 22+ ax +b = 0,
also . = —% + £va? —4b € Kon(M), da Kon(M) abgeschlossen ist unter Korperoperationen und
Wurzelziehen. Weiter L, = L,_1 + L,—12 C Kon(M), da € Kon(M). Also z € L,, C Kon(M). O

3.25. KOROLLAR

Seien M C C mit 0,1 € M und L = Q(M U M). Dann gilt fiir alle z € Kon(M) : [L(z) : L] ist eine
Zweierpotenz.

BEWEIS.

Seien L C Ly C--- C Ly, und z € Ly,. Dann sind L(z) C Ly, und [L,, : L] = 2™, also L C L(z) C Ly,.
Die Gradformel liefert 2™ = [L,, : L] = [Ly, : L(2)][L(2) : L], d.h. [L(2) : L] = 2¥ mit einem v <m. O

3.26. BEMERKUNG (Anwendungen aus der euklidischen Geometrie)

1

. Quadratur des Kreises. Gesucht ist ein Quadrat mit Kantenlinge /7. Wéire /7 konstruierbar aus
{0,1}, so wire /7 algebraisch iiber Q, ein Widerspruch.

. Delisches Problem. Gesucht ist ein Wiirfel mit Kantenlinge /2. Wire /2 aus {0, 1} konstruierbar,
dann [Q(¥/2) : Q] = 2¥. Das ist unmdglich, da degIrr(+/2, Q) = deg(X?® — 2) = 3.

. Winkeldreiteilung. Gegeben sei der Winkel a = %, dann ist cos § eine Nullstelle des normierten

Polynoms f(X) = X% — 32X — 1. f ist irreduzibel iiber Q, denn mit der Substitution X = (1 + 2)
folgt f(X) = Z° 4+ 3Z — 3; dieses ist irreduzibel nach Eisenstein. Also ist f = Irr(cos §,Q). Wegen
deglrr(cos §,Q) = 3 # 2 = [Q[cos §] : Q] fiir alle v € N, ist die Dreiteilung des 60°-Winkels
unmoglich.

. Konstruktion eines regelméfiges p-Ecks. Sei p prim. Die Ecken e1, e, ..., €, eines regelmiRigen

p-Ecks lassen sich darstellen als e; = exp %, e = exp %, ey €p = exp% = 1. Notwendige
Bedingung fiir exp % € Kon({0,1}) ist degIrr(exp %, Q) = 2™ fiir ein m € N. Nun ist exp % eine
Nullstelle des Polynoms f(X) = XP—1 = (X —1)(XP 1+ XP724.. -+ X +1) = (X —1)®,(X) mit p-tem
Kreisteilungspolynom ®,,. Dieses ist irreduzibel iiber Z, also auch iiber Q, d.h. Irr(exp %, Q) = 9,(X),
also p — 1 = 2. Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir: Das 7-Eck und das 11-Eck lassen sich

nicht konstruieren.

Weiter gilt m = 2™, denn sei t # 1 ungerade mit m = st. Dann ist
9m 41 = (23)t +1= (25 4 1)((23)t—1 _ (2s)t—1 R 1>7

ein Widerspruch. Also ist die Bedingung p = 22" + 1 notwendig fiir die Konstruierbarkeit. Solche p
heifien Fermat-Primzahlen. Wir zeigen spéter: Die Bedingung ist auch hinreichend, d.h. genau dann ist
das regelméfige p-Eck konstruierbar, wenn p eine Fermat-Primzahl ist. Die einzigen derzeit bekannten
Fermat-Primzahlen sind im tibrigen 3, 5, 17 und 65537. O
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3.4 Der Zerfallungskorper

3.27. WIEDERHOLUNG

Seien k C K eine Korpererweiterung und f € k[X]. Dann gelten:
1. Genau dann ist a € K eine Nullstelle von f, wenn (X — a) ein Teiler von f in K[X] ist.

2. f hat hochstens deg f viele Nullstellen in K. O

3.28. DEFINITION
Ein f € k[X] zerfdllt in K, falls es aq,...,a,, € K und b € k gibt mit

n

1) = b [(X ~an.

=1

K heift der Zerfallungskorper von f iiber k (in Zeichen: K = Zfk(f, k)), falls es aq,...,a, € K und
b € k gibt mit

f(X):bH(X—ai) und K = k(ay, ..., an).

3.29. BEISPIEL
1. C ist der Zerfillungskorper von X2 + 1 iiber R: Es gilt C = R(i) = R @ iR als Vektorraum.

2. Q(v/2) ist der Zerfillungskorper von X2 — 2 iiber Q, denn es gelten X2 —2 = (X +/2)(X —/2) und
Qv2) = Q(v2,—v2) = Q& Q(v?2).

3. Q( V/2) ist nicht der Zerfillungskérper von X3 — 2, denn Q(+/2) C R und X3 — 2 lisst sich zerlegen in
X3 -2= (X V2)(X? 4+ X /2 + V/4), wobei der letztere Faktor keine reellen Nullstellen hat.

4. (\f \/7) ist der Zerfallungskorper von X3 — 2, denn die Nullstellen von X2 4+ X% + \3/41 sind
—5V2+ $V2V/=3. Es gilt [Q(V2,v=3) : Q] = [Q(V2,V/-3) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2-3=6=3. ¢

3.30. BEMERKUNG
Allgemein gilt: [K : k] < nl, falls n = deg f und K Zerfdllungskoérper von f iiber k. O

3.31. SATzZ
Sei f € k[X]. Dann gibt es K D k mit K Zerfallungskorper von f iiber k.

BEWEIS.

(E sei f normiert und es gelte f ¢ k. Schreibe f = f1--- fi, mit f; € Ek[x] irreduzibel und n = deg f,
insbesondere m < n.

Wir fiihren eine Induktion iiber n — m: Gelte zunéchst n —m = 0, dann n = m, also f; = X — a; € k[X],
also ist k der Zerfallungskorper von f, d.h. deg(f;) = 1 und k = K, womit der Induktionsanfang gemacht
ware.

Sei nun n —m > 0, etwa deg(f1) > 1. Da f; irredizibel in einem Hauptidealring, ist (f1)x[x] prim in
einem Hauptidealring, d.h. (f1) ist maximal und damit k[X]/(f1) =: L ein Korper. f; hat eine Nullstelle
in L, ndmlich X + (f1) =: T, denn f1(X) = f1(%); da f1(X) € (f1), folgt f1(Z) =0in L. Alsoist k C L
und es gibt ein a € L mit fi(a) = 0. Damit ist f;(X) = (X — a)g;1(X) fiir ein g; € L[X]. Uber L gilt
also: f = (X —a)hz - hsm mit m < m. Wegen n —m < n — m, gibt es nach Induktionsvoraussetzung
ein Teilkorper K O L, so dass K der Zerfallungskorper von f iiber L ist, d.h. f = [[(X — a;) und
K = L(ay,....,an), B a1 = a. Also ist K = f(a1)(az,...,an), d.h. K ist auch der Zerfillungskoérper von
f tber k. Weiter gilt k(a1) = L, denn L = k[X] | (f1) = k[z] = kla] = k(a), da f(a) = 0, d.h. a ist
algebraisch tiber k. O
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3.32. BEMERKUNG

Sei K ein Zerfillungskorper iiber k, dann gilt [K : k] < oo, denn K = k(ay,...,a,) und alle a; sind
algebraisch iiber k, also [K : k] < nl. O

3.33. LEMMA

Sei ¢ : k — k' ein Korperisomorphismus. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringisomorphismus
® : k[X] — K'[X'] mit &, = ¢ und &(X) = X',

BEWEIS.

1. Eindeutigkeit: Sei ¥ ein beliebiger Ringhomomorphismus mit ¥, = ¢ und ¥(X) = X’. Dann gilt:

‘I’(ao + e+ aan) _ \I/(ao) g \I/(an)\I/"(X)
=p(ag) + -+ p(an)(X")"
=®(ag+ -+ anX").

2. Existenz: Setze ®(ag + -+ + anX™) := @(ag) + - -+ + ¢(ay,)(X’')™. Dies definiert einen Ringhomomor-
phismus. ® ist surjektiv, da ¢ surjektiv. Auerdem ist ® injektiv, denn sei ®(ag + -+ + ap, X") = 0,
dann p(ag) + -+ + ¢(a,)(X')™ = 0, also sind alle ¢(a;) = 0 und damit alle a; = 0, da ¢ injektiv ist.
Also ist auch Kern(®) = 0. O

3.34. LEMMA

Seien ¢ : k — k' ein surjektiver Kérperhomomorphismus und @ : k[X] — k'[X’] seine Fortsetzung mit
®(X) = X'. Weiter seien K D k und K’ D k' Korpererweiterungen, a € K und f = Irr(a, k).

Dann stimmt die Anzahl der Fortsetzungen ¥ : k(a) — K’ mit W, = ¢ mit der Anzahl der verschie-
denen Nullstellen von ®(f) in K {iberein.

BEWEIS.

Seien VU : k(a) — K’ ein Korperisomorphismus und @ : k[X] — k'[X’] seine Fortsetzung. Dann ist ¥(a)
eine Nullstelle von ®(f):

Sei nun a’ € K’ eine Nullstelle von ®(f), dann definiert
U(bo + - +ba-1a""1) = @(bo) + -+ + @(bn-1) ()"

eine eindeutige Fortsetzung von ¢. Dabei sind Eindeutigkeit und additive Vertraglichkeit klar. Zur mul-
tiplikativen Vertréaglichkeit. Seien hierfiir f := Irr(a, k) und f’ := Irr(a’, k’). Betrachte das Diagramm

¥ h
K 3 g(a) k(va.) = k[a] - v . Kla'] = k’(ua’) g'(a') e K’
J ,.pa ,.‘Ua’ J
- -l o’ ) - —,
9(X) KX] —2 kX, J'(X)
g [ ]/(f) [ ]/(f’) g'(
o
fokX] —2 WX e [ = (f)
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pa und p,: sind injektive Ringhomomorphismen, also multiplikativ vertriglich, ebenso ®’. Dann ist aber
auch ¥ = p, 0 ® o p; ! einer.

Also gibt es mindestens so viele Einbettungen wie Nullstellen. Da die Einbettung fiir eine feste Nullstelle
nach Lemma 3.33 eindeutig bestimmt ist, folgt die Behauptung. O

3.35. KOROLLAR
Seien k C K mit a,a’ € K und Irr(a, k) = Irr(d/, k).

Dann gibt es genau einen Isomorphismus W : k(a) — k(a’) mit ¥}, = id und ¥(a) = a’.

3.36. SATz (Fortsetzungssatz)

Seien k C K und k¥’ C K’ Korpererweiterungen, ¢ : k — k' ein Korperepimorphismus und @ eine
Fortsetzung von ¢ auf k[X]. Weiter seien f € k[X] ein Polynom, K ein Zerfillungskorper von f und
K’ ein Zerfallungskorper von f/ = ®(f).

Dann gibt es eine surjektive Fortsetzung ¥ : K — K’ von ¢ und die Anzahl dieser Fortsetzungen
von ¢ ist kleiner oder gleich dem Grad der Korpererweiterung [K : k]. Gleichheit gilt, falls f’ lauter
verschiedene Nullstellen in K’ hat.

BEWEIS.

(E sei f normiert. Wir fithren eine Induktion iiber den Erweiterungsgrad [K : k].
1. Gelte [K : k] = 1. Dann zerféllt f in k[X], d.h. f’ zerfallt in £'[X], also K’ = k.

2. Seinun [K : k] > 1. Es gibt einen irreduziblen Teiler g von f in k[X] mit deg g > 1. Seien a4, ...,a, € K
und by, ..., b, € K’ mit

m n m

f= H(X —a;), g=[[X-a) f=f)=][(X-b) uwd &) =][(X-b)

i=1 i=1 i=1

mit 1 < m < n. Selen ¥; : k(a1) — k' (1 < j < r) mit r gleich der Anzahl der Nullstellen von ¢’
in K', d.h. » < m. Es gilt » = m genau dann, wenn alle by, ..., b,, paarweise verschieden sind. Setze
L :=k(a1). Da K der Zerfallungskorper von f iiber k, ist er auch der iiber L, denn Zerfiallungskorper
entstehen ja gerade durch Adjunktion der Nullstellen, und K’ ist der Zerfallungskorper von f’ iiber
U,(L).

Nach der Gradformel gilt [K : L] = % = % < [K : k], da m > 1, und mit der Induktionsvor-
ausstzung folgt:

a) U, hat eine Fortsetzung auf K.
b) Die Anzahl der Fortsetzungen ist kleiner oder gleich [K : L.
¢) Gleichheit gilt, falls ' = ®(f) lauter verschiedene Nullstellen hat.

Mit Lemma 3.34 gibt es eine Fortsetzung ¥ : K — K’ von . Dann ist W|;, = ¥ fiir ein j < r, also ist
die Anzahl der Fortsetzungen von ¢ auf K kleiner oder gleich r- [K : L] <m - [K : L] = [K : k]. Falls
f" weiter lauter verschiedene Nullstellen in K’ hat, so gilt » = m und die Anzahl dieser Fortsetzungen
ist gleich [K : k. O

3.37. KOROLLAR (Zerfillungskorper)

Zu jedem Korper k und jedem f € k[X] gibt es bis auf Isomorphie iiber & (d.h. die Einschriankung
auf & ist die Identitit) nur einen Zerfallungskorper.
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3.5 Der algebraische Abschluss

3.38. DEFINITION
Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls iiber K jedes Polynom f € K[X] zerfallt.

K heifit der algebraische Abschluss von k, falls K algebraisch abgeschlossen und die Kérpererweiterung
K|k algebraisch ist.

3.39. BEISPIELE
1. C ist algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz der Algebra).

2. C ist der algebraische Abschluss von R: C = R(3).

3. C ist kein algebraischer Abschluss von Q, denn 7 ist {iber QQ transzendent. O

3.40. SATZ (Algebraischer Abschluss)

Jeder Korper K hat bis auf Isomorphie genau einen algebraischen Abschluss.

BEWEIS.

1. Eindeutigkeit: Seien K|k und K'|k’ algebraische Erweiterungen, K, K’ algebraisch abgeschlossen und
¢ : k — k' ein Isomorphismus. Betrachte

M = {p1 : ki — ki surjektiv | k Cky C K, k' Cky € K" und ¢y, = ¢}
Wir definieren eine Relation < auf M durch
Y1 < P2 = ki C kz, k’i - klg und P21k, = P1-

Jede aufsteigende Kette (p;)icr mit ; : k; — k. besitzt eine obere Schranke ¢; in M, némlich
or :U{ki |ieI} — |U{k} | i € I} mit pr(a) := p;(a), falls a € k;. Beachte: o5 ist ein wohldefinierter
Epimorphismus, |Jk; ist ein Teilkérper von K und |J &} ist ein Teilkorper von K’. Also ist ¢; € M.
Nach Zorns Lemma gibt es ein maximales ¢y, : I, — k.. Wir zeigen: k,, = K und &k, = K’.

Falls k,, C K, gibt es a € K\k,. Dann ist f = Irr(a, ky,) und es existiert ein ' € K’ mit f(a’) =0
(genauer ®@,,(f)(a’) = 0). Dann gibt es einen Isomorphismus ¥ : k,,,(a) — kI, (a’), also war ¢,, nicht
maximal. Analog erhalten wir zu K’ # k!, ein o’ € K’\k/,; Korollar 3.37 liefert ¥~! : k! (a’) — km(a)
im Widerspruch zur Maximalitat von ¢, .

2. Existenz: Wéhle zu jedem f € k[X]\k eine Unbestimmte X ; und betrachte den Polynomring (Integri-
tatsbereich) R = k[X; | f € k[X]\k]; fiir unendliches I definieren wir

KX |iell:= |J k[Xi|i€E]
ECI
E endl.
Sei A ein Ideal in R das von {f(Xy) | f € k[X]\k} erzeugt werde. Wéhle mit Zorns Lemma ein
maximales Ideal M O A. Dazu miissen wir zeigen, dass A echt ist, d.h. 1 nicht in A liegt. Wére 1 € A,
dann 1 =) g;fi(Xy,) mit g1,...,9n € R. Die g; sind Polynome, etwa in Xy, ..., Xy, , Xy¢ .\, ..., Xy, .
Seien ag, ..., o, Nullstellen von f1, ..., f,, mit ag,...,a, aus dem Zerfallungskérper von f = f1--- f,
iiber k. Die Einsetzung «; in Xy, 1 <4 <nund 0 in ij, n < j < m ergibt:

1= Zgi(al, ey @, 0, ..,0) fi(y) = 0,
i=1

ein Widerspruch.

Da M ein maximales Ideal ist, ist K’ := R/M ein Korper. Betrachte den Restklassenepimorphismus
¢:R— R/M =K', g—g=g+M.Da g : k— R/M injektiv ist, kénnen wir a € k mit @
identifizieren. Dann ist

g(Xfl, ey Xf'm,) = E(Yfl, ...,Yfm) = g(yh, ey Xf'm,)
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wegen der Homomorphie von g und Identifikation; da f(X;) € M, gilt 0 = f(X;) = f(Xy), d.h. X
ist eine Nullstelle von f in K’. Setze K = {a € K’ | a algebraisch iiber k}, dann ist K algebraisch tiber
k. Wir haben damit gezeigt: Zu k gibt es einen algebraischen Oberkorper K, in dem jedes f € k[X]|\k
eine Nullstelle hat.

Iteriere diesen Prozess: Zu K, gibt es eine algebraische Erweiterung K, 1. Dort hat jedes Polynom

f € K,[X]\K,, eine Nullstelle. Zeige: Der Korper K := |J K, ist algebraisch abgeschlossen.
neN

Sei f € K[X]\K mit Darstellung f = X" + a,_1 X" ' +--- + ag. a; € K, ( alle a; € K, also hat f
Nullstellen in K,,; C K. [l
3.41. BEMERKUNG

Alternativ hdatte man auch iiber einen Koeffizientenvergleich argumentieren kénnen: Aus

n

X"+ ap 1 X" fag = H(X — ;)

i=1
folgt:
o1 = (4o +---+ay) = si(ag,..,ap)
an—2 = (vpastajag+--+- - +ap_1ay) = So(aq,...,qn)
—Op—3 = (vimaz+oiagas+--+F o Fapoan_10y) = s3(o, ..., Qp)
(—D"ap = (aqag---ay) = sp(aq,...,an).

Definiere R = k[Xy1,..., Xsa | f € K[X]\K, d = deg f]. Sei A das von
{si(Xf1,.s Xp.a) | ani teilt f=X"+aq1 X"+ +ap, 1<i<d, d=degf, fe€k[X]\k}

erzeugte R-Ideal und M sei maximal mit A C M, dann ist K’ := R/M ein Korper. Also ist

§i(X g1, Xpd) = (£)aa—1 = f=X"+-4a= H(X )

i=1

mit X; € K', d.h. in K’ zerfillt jedes Polynom f € k[X]\k. Konstruiere aus K’ ein K wie oben, dann
zerfallt jedes f € k[X]\k in einem algebraischen Oberkorper K. O

3.42. SATZ

Jeder algebraisch abgeschlossene Korper ist unendlich.

BEWEISs.
Sei K = {ao,...,an} algebraisch abgeschlossen. Setze f(X) =1+ [[{(X —a;) | i =0,...,n} € K[X].
Dann hat f eine Nullstelle in K, etwa a;, also ist 0 = f(a;) = 1, ein Widerspruch. O

3.6 Separable Polynome

3.43. WIEDERHOLUNG
Seien k C K Korper, a € K und f € k[X] zerfalle in K.

1. u(f,a) :==max{n € Ny | (X —a)" teilt f in K[X]} heiflt die Vielfachheit der Nullstelle a von f.

2. Ist f =b(X —ap)* - (X — ap)?*™ mit b € k und a; € K paarweise verschieden, ¢ = 1,...,m, dann
gilt pi; = p(f, as).

3. Die p; sind unabhéngig von der Wahl des Korpers K, in dem f zerfillt, denn der Zerfallungskorper
von f ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. %
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3.44. DEFINITION

Sei f € k[X]\k. Dann heift f separabel, falls jeder irreduzible Faktor von f in seinem Zerfallungskorper
nur einfache Nullstellen hat.

Seien k C K Korper und a € K algebraisch iiber k. Dann heift a separabel iiber k, falls Irr(a, k)
separabel ist.

3.45. BEISPIEL
(X —a) und (X — a)? sind separabel. O

3.46. DEFINITION
Sei R ein Ring. Die Abbildung

D:R[X] - R[X], > aX'—> ia X!
=0 i=1

heifit die formale Derivation oder formale Differenziation auf R[X].

3.47. BEMERKUNG
Fiir alle a,b € R und alle f, g € R[X] gelten:
1. D(af + bg) = aD(f) + bD(g), d.h. D ist linear.

2. D(fg) = fD(g) + D(f)g- %

3.48. BEMERKUNG

Wir argumentieren nun stets im Zerfallungskorper iiber k. O
3.49. SATZ

Ein normiertes f € k[X]\k hat nur einfache Nullstellen < (f,D(f)) = (1).

BEWEIS.

Habe f die Darstellung f = [] (X — a;)"* mit a; paarweise verschieden, i =1, ..., n.
i=1

= Seien alle p; = 1. Dann ist D(f) = > [ (X — a,).
J i#d
Sei j # jo, dann gilt (X —a;,) | [[(X —a;), da (X — a;,) ein Faktor des Produkts ist.
i#j

Aber: (X —aj) 1 [, dh (X — aji) I1D(f), d.h. {f,D(f)} teilerfremd, also (f,D(f)) = (1).

i#jo
< Esseiein pg; > 1, etwa gy > 1, dann D(f) = > pj (X —aj)* 1 [T (X — a;)™.
J i#]
Dann teilt (X — a1) jeden Summanden, also auch D(f), d.h. (X — aq) teilt (f,D(f)) und damit gilt
(£;D(f)) # (1). 0

3.50. BEMERKUNG

Wir definieren a | (b) :< a | b. Dies ist wohldefiniert, denn im Hauptidealring und Integrititsbereich ist
das erzeugende Element eines Ideals bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

In Hauptidealringen gilt: (a,b) = (ggT(a,b)), denn ggT(a,b) = c © (a,b) = (¢).

3.51. KOROLLAR
1. Sei f € k[X]\k normiert und irreduzibel {iber k[X]. Dann gilt: f ist separabel < D(f) # 0.
2. char(k) = 0 = jedes f € k[X]\k ist separabel.
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BEWEISs.
1. = Sei D(f) =0. Dann ist (f,D(f)) = (f,0) = (f) # (1), d.h. f ist nicht separabel.
< Sei D(f) # 0, dann f { D(f), da deg f > deg D(f). Dann (f,D(f)) = (1), da f bereits irreduzibel.

2. Falls f ¢ k, dann ist D(f) # 0. O

3.52. LEMMA
Sind k£ C K eine Korpererweiterung und f, g € k[X].
Dann gilt: (f,g) = (1) in k[X] < (f,9) = (1) in K[X].

BEWEIS.

= Sei hyf + hag = 1 fiir gewisse hi, he € k[X]. Gébe es ein h € K[X]\K mit h | f und h | g, dann auch
h | (h1f + hag) = 1, was unmoglich ist.

< Sei h € k[X] mit h | f und h | g in k[X]. Dann gelten die Teilbarkeitsrelationen auch in K[X]. O

3.53. DEFINITION
k heift perfekt oder vollkommen, falls jedes f € k[X]\k separabel ist.

3.54. BEMERKUNG

Insbesondere sind alle Kérper k& mit char(k) = 0 vollkommen. O

3.55. LEMMA
Sei char(k) = p. Dann gilt D(f) = 0 < es gibt g € k[X] mit f(X) = g(X?P).

BEWEIS.

= Habe f die Darstellung f(X) = ag+a1 X +---+a,, X™. Falls D(f) = a1 +2a2X +---+ma,, X™ 1 =0,
dann sind alle a; mit p t i bereits 0. Also ist f = ag + apXP + az,(XP)? + -+ + ap(XP)!. Setze
9(X) == ap+ apX + agp X% + -+ + a;p X!, dann f(X) = g(XP).

< Sei f(X)=ap+ a1 XP+ -+ a,(XP)", dann D(f) = a1pXP~1 + -+ + a,npX™P~1 = 0. 0

3.56. BEISPIEL
Seien k = Fy = Z/2Z und f(X) =1+ X2 + X%, dann D(f) = 2X +4X3 = 0. O

3.57. SATZ
Gelte dim k = p, dann ist k vollkommen < k = kP = {a? | a € k}.

BEWEIS.

= Sei k vollkommen. Wir nehmen an, es gelte k? C k, etwa a € k\kP. Betrachte f(X) = X? — a. Es gilt
D(f) = pXP~! =0, da char(k) = p. AuBerdem ist f irreduzibel, denn sei f = gh mit irreduziblem g
und K der Zerfallungskorper von g, dann hat g in K eine Nullstelle b, d.h. f(b) = b?—a = 0, also a = bP
in K. Damit gilt f(X) = XP —b? = (X — b)P in K[X], da auch char(K) = p. Dann g(X) = (X — b)™
fiir ein m € N. Da g irreduzibel in k[X] und k vollkommen, folgt m = 1, also g(X) = X — b € k[X].
Also liegt b in k und damit a in kP, was im Widerspruch zur Annahme steht.

< Seien ¢, der Epimorphismus ¢, : k — k, a — a? und f € k[X] irreduzibel. Wir zeigen: D(f) # 0.
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Wiére D(f) =0, dann f(X) = g(XP), also

f(X) :a0+a1Xp+a2X2p+.,.+aanp
= bg —I—blleP +b2(X2)p e DR (X
= (bo + b1 X + -+ b, X™)P,
d.h. f kann nicht reduzibel sein. -

3.58. BEISPIEL

1. Sei k endlich, etwa dim k = p. Dann ist ¢, : k — k, aa? ist ein Homomorphismus, da (a+b)? = a? +b?
und (ab)? = aPb?. Auflerdem ist ¢, injektiv und damit auch surjektiv, da k endlich ist, d.h. ¢, ist ein
Isomorphismus, also & = kP, d.h. jeder endliche Korper ist vollkommen.

2. F,(X) ist nicht vollkommen, denn k 2 kP, z.B. X # (5)1’, sonst g? X = fPund p | deg f?, ptdegg?X,

was nicht sein kann. O

4 Galoistheorie

4.1 Die Galoisgruppe einer Erweiterung

4.1. DEFINITION

Sei k C K eine Korpererweiterung.
Gal(K|k) := Aut(K, k) = {0 : K — K | 0 ist Automorphismus mit Va € k : o(a) = a}

heifst die Galoisgruppe der Korpererweiterung K |k.

4.2. BEMERKUNG

Es gilt fiir alle a,b € k und alle z,y € K:

o(azx +by) = o(a)o(z) + o(b)o(y) = ao(z) +bo(y).
Damit gilt: Falls o € Gal(K|k), dann ¢ € Hom(K, K), also ist o durch seine Werte auf einer k-Basis von
K schon eindeutig bestimmt. O

4.3. BEISPIEL
1. Sei 0 : Q — Q ein Automorphismus. Dann gilt: o = id.

2. Seien K = Q(v2) = Q® Qv2 und k = Q, dann legt o(v/2) := —v/2 schon o € Aut(K, k) eindeutig
fest.

3. Sei allgemeiner K = k(o) = k & ka mit Irr(a, k) = X2 — a fiir ein a € k. Dann definiert o(a) :== —«
einen k-Automorphismus, denn o, —« sind die Nullstellen von X? — a. Ein solcher Automorphismus
bildet Nullstellen auf Nullstellen ab:

0=0(0) =0o(a® —a) = (o(a)* = o(a) = (7(a))* — a,
d.h. o(a) ist eine Nullstelle von X2 — a. o

Dadurch erhalten wir das folgende Lemma:

4.4. LEMMA

Ist K = k() eine algebraische Erweiterung, dann ist |Gal(K|k)| gleich der Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von Irr(e, k) in K.
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4.5. BEISPIEL

1. Seien K = Q(¥/2), k = Q, also Irr({/2,Q) = X? — 2. Dann |Gal(K|k)| = 1, denn X> — 2 hat in R nur
eine Nullstelle.

2. Seien K endlich mit char(K) = p und k = F,. Dann gilt: 0, : K — K, x — 2P € Gal(K]|k).

3. Seien char(K) =p, a € k\kP, z.B. k =TF,(X), und X? —a € k[X] mit Zerfallungskorper K. Dann gibt
esein b € K mit b = a, also XP—a = XP—bP = (X —b)P, d.h. K = k(b) = kDkbDkb*®- - -DkbP~L. Sei
o € Gal(K|k), dann ist o(b) eine Nullstelle von X? —a, d.h. o(b) = b, also auch o(b™) = (o(b))™ = b™,
d.h. o = id. Damit folgt: |Gal(K|k)| = 1.

4.6. BEMERKUNG

Seien k ein Korper, K|k die transzendente Korpererweiterung

ag +ait+---+a,t"
bo + b1t + -+ - 4 by t™

K =k(t) = { n,m €N, a;,b; € K, nicht alle b; = 0}

und o € Aut(K|k). Dann ist auch o(t) =: t* transzendent iiber k, sonst gibe es co,...,c, € k mit
co +ct* + -+ + ¢ (t*)" = 0 und durch Anwendung von o~ ! erhilt man wegen o~ 1(t*) = t, dass
co+ cit + - - - 4+ ¢t" = 0 im Widerspruch zur Transzendenz von t iiber k. Es gilt

<a0+a1t+...+ant") ap + art* 4+ ...+ an (t*)"

bo + bit + ... + by tm - bo + bit* + ... + by ()™

Also ist o durch den Wert o(t) = t* schon eindeutig festgelegt.

Ansatz: t* := %8 mit ad — be # 0 liefert einen Automorphismus: Betrachte die M@biustransformation

ct+d
a b\ ! o ar b
c d o ct d¥ )’

Dann liefert 7 := ¢t** := g:f_tg* den zu o inversen Automorphismus: 7(t*) = t** =¢.
Sei nun allgemein t* = o(t) := LM fiiy geeignete f,g € k[t], die wir (E als teilerfremd annehmen:

7

(f,g9) = (1). Setze L := k(o(t)) = kg:ét)*) C K = k(t), also K = L(t). Dann ist ¢ algebraisch iiber L, denn
Trr(t, L) ~ f(X) —t*g(X) wgeen f(t) —t*g(t) = 0 nach Definition von ¢*. Die Irreduzibilitdt erhélt man
so: Setze h(X,T) := f(X)—Tg(X). Dann ist h(X,t*) irreduzibel tiber L, denn f, g sind teilerfremd, also
h irreduzibel in k[X,¢*]. Mit Gau® ist h dann irreduzibel in k(¢*)[X], da h als Polynom in X primitiv
ist. Mit k(¢t*) = L folgt die Irreduzibilitét von h iiber L.

Also ist K = L(t) und es gilt [K : L] = degh(X). Da o Automorphismus, gilt L = k(o(t)) = K, also
[L: K]=1,dh. degh(X) =deg(f(X)—o(t)g(X)) =1, also deg f < 1, degg < 1. Damit ist

at+b
ct+d

Aut(k(t)|k) = {a tk(t) — k(1) | o(t) =

mit a,b,c,d € k, adbc#O}. %

4.7. LEMMA
Sei K der Zerfiallungskorper von f € k[X]. Dann gilt:
|Gal(K k)| < [K : k], wobei Gleichheit erfiillt ist, falls f separabel ist.

BEWEIS.

Nach dem Fortsetzungssatz 3.36 ist die Anzahl der Isomorphismen ¥ : K — K mit ¥, = id kleiner
oder gleich dem Grad [K : k] der Korpererweiterung K|k und gleich [K : k], wenn f lauter verschiedene
Nullstellen hat. Schreibe f = pi*---p¥m, alle p; paarweise verschieden, irreduzibel und (E normiert.
Ist dann f separabel, dann sind alle p; separabel, d.h. g := p;---p,, ist separabel, also hat g lauter
verschiedene Nullstellen und K ist auch Zerfallungskorper von g, d.h. die Anzahl der ¥ ist m. O
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4.8. DEFINITION

Ist G eine Untergruppe von Aut(K), dann heifit
Fix(G) :={a € K |Vo € G:0(a) =a}

der Fixkorper von G.

4.9. BEMERKUNG
1. Fix(QG) ist ein Korper: Seien a,b € Fix(G) und ¢ € G, d.h. 0(a) = a und o(b) = b, dann auch
ola+b)=0(a)+o(b)=a+b und o(ab) = o(a)o(b) = ab,
also auch o(—a) = —o(a) = —a, o(a™!) =0c(a)"' =a! und 0(0) =0, o(1) = 1.
2. Sei k C K eine Korpererweiterung. Dann gelten:

Fix : {Untergruppen von Gal(K|k)} — {Zwischenkorper von k C K};
Gal : {Untergruppen von Gal(K|k)} «— {Zwischenkorper von k C K}.

3. Sei G < Gal(Kk), dann Fix(G) D k.

4. Gelte k C L C K, dann ist Gal(K|L) C Gal(K|k), denn sei o € Gal(K|L), dann ist o(l) = [ fiir alle
l € L, also insbesondere o(a) = a fiir alle a € k, d.h. 0 € Gal(K|k). O

4.10. SaTz (Galoiskorrespondenz)

Fir G1,G2 < Gal(K|k), k C Ly, Ly C K gelten:

1. Falls G; C Ga, dann Fix(G2) C Fix(Gy).

2. Falls Ly C Ly, dann Gal(K|Ls) C Gal(K|Ly).

3. Fix(Gal(K|L1)) 2 L; und Gal(K|Fix(G1)) 2 Gj.

BEWEIS.

1. Sei a € Fix(G2). Dann ist o(a) = a fiir alle 0 € Go, also insbesondere o(a) = a fiir alle 0 € Gy, d.h.
o € Fix(Gy).

2. Sei 0 € Gal(K|Ly). Dann gilt o(a) = a fiir alle a € Lo, also insbesondere o(a) = « fiir alle a € Ly,
d.h. 0 € Gal(K|Ly).

3. Seil € L;. Dann gilt o(I) = fiir alle 0 € Gal(K|L1), also | € Fix(Gal(K|Lq)).
Sei 0 € G;. Dann gilt o(a) = a fiir alle a € k, also 0 € Gal(K|Fix(G1)). O

4.11. LEMMA (Artin)
Seien K ein Korper und G eine Untergruppe von Aut(K). Dann gilt: [K : Fix(G)] < |G|.

BEWEIS.

Setze k := Fix(G), (E n = |G| endlich. Seien uq, ..., u,, € K mit m > n. Wir zeigen: w1, ..., t,, sind

k-linear abhéngig. Sei dazu G = {id = o1, ..., 0, }. Betrachte das homogene lineare Gleichungssystem
ol(ul)Xl + e+ Ul(Um)Xm = 0

: : : (%)

on(u))Xy + -+ + op(um)Xm = 0

Wir haben n Zeilen, m Unbestimmte und m > n, d.h. es gibt eine nicht-triviale Losung (a1, ..., am) € K™.
Wir zeigen: (aq,...,am) € k™. Sei hierfiir (by, ..., b,,) eine nicht-triviale Losung mit minimaler Anzahl
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b; # 0, (B by # 0, sogar (Eb; = 1. Angenommen, by ¢ k, d.h. es gibt 0; € G mit o;(bs) # ba. Dann gilt
firallel <i¢<n:
0=0;(0)
= 0j(0i(u1)by + - -+ + 0 (Um )bm)
=0j00i(u1)o;(b1) + -+ + 0 0 0i(uUm)0; (b))
Aufderdem ist
G=A{o1,...,0n} ={0j001,....,0j00,},

d.h. o; permutiert lediglich die Zeilen von (x). Also ist (0;(b1),...,0;(bn)) ebenfalls eine Losung von (x)
und damit auch (by — o;(b1), ..., b — 0;(bm)). Nun gelten aber: by —o;(b1) =1—-1=0, by —o;(b2) #0
und b; = 0, d.h. b; — 0 (b;) = 0 fiir alle 1 <4 < n, d.h. wir erhalten einen zusétzlichen Nulleintrag, aber
nicht die triviale Losung. Dies steht im Widerspruch zur Minimalitdt der Anzahl der b; # 0. O

4.2 Galoiserweiterungen & Hauptsatz der Galoistheorie

4.12. DEFINITION
Sei k C K algebraisch. K heift separabel iiber k, falls Irr(a, k) separabel ist fir alle a € K.

K heilt normal iiber k, falls jedes irreduzible f € k[X] mit einer Nullstelle in K tiber K in Linear-
faktoren zerfallt.

K|k heilt eine Galoiserweiterung, falls K der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € k[X]
ist.

4.13. BEMERKUNG
Ist k& vollkommen und ist K O k algebraisch, dann ist K|k separabel. %

4.14. SaTzZ

Fiir £ C K sind aquivalent:

1. K|k ist eine Galoiserweiterung.

2. k = Fix(G) fiir eine gewisse endliche Untergruppe G von Gal(K|k).

3. K|k ist endlich dimensional, normal und separabel.

BEWEISs.

1. (1) = (2): Setze G = Gal(K|k) und L = Fix(G). Zu zeigen: k = L.
Esist K C L C K mit f € k[X] separabel und K der Zerfallungskérper von f iiber k. Also |G| = [K : k]
nach Lemma 4.7 und f separabel iiber L, K Zerfallungskorper von f iiber L, d.h. |Gal(K|L)| = [K : L].
Gleichzeitig ist Gal(K|L) C Gal(K|k) = G. Sei 0 € G. Dann o = id = o € Gal(K|L), d.h.
G = Gal(K|L). Damit [K : k] = [K : L] = k = L. Wir haben also sogar gezeigt: k = Fix(Gal(K|k)).

2. (2) = (3): Sei k = Fix(G@) mit G < Gal(K k) und G endlich. Nach dem Lemma von Artin 4.11 ist
[K : k] < |G| < o0. Sei f € k[X] irreduzibel und normiert mit f(a) = 0 fiir ein a € K. Zu zeigen: f
zerféllt in K[X] in lauter verschiedene Linearfaktoren.

Betrachte dazu {o(a) | ¢ € G} = {a = a1, ..., am }, Wobei ay, ..., a,, die m verschiedene Nullstellen von
f seien; insbesondere also m < |G|. Fiir ¢ € G gilt: {a1,...,am} = {@(a1), ..., p(an)}. Wir definieren
9(X) = (X —a1) - (X — an) € K[X]. Die Koeffizienten von ¢ sind invariant unter ¢ € G, denn
o(g) = (X —¢(ar)) -+ (X —p(am)) = (X —a1) -+ (X —am), d.h. g € k[X], dh. g | f in k[X] und da
beide normiert, folgt g = f. Also zerfillt f in K in lauter verschiedene Linearfaktoren.

3. (3) = (1): Sei K|k eine endliche Erweiterung, dann ist K = k(aq, ..., a,) algebraisch. Sei f; = Irr(a;, k).
Da K|k separabel, zerféllt f; in paarweise verschiedene Linearfaktoren in K und da K|k normal, ist
f:=f1-+ fn separabel und K ist der Zerfallungskorper von f. O
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4.15. KOROLLAR
Fiir Galoiserweiterungen gelten:

Fix o Gal = id auf den Zwischenkoérpern £ C L C K und Gal o Fix = id auf den Untergruppen von
Gal(K|k).

BEWEIS.

1. Wir haben eben gezeigt: Fix(Gal(K|k)) = k. Mit K|k ist auch K|L eine Galoiserweiterung, denn da
K der Zerfallungskorper von f € k[X] ist, ist K auch der Zerfillungskorper von f € L[X]. Also gilt
auch Fix(Gal(K|L)) = L.

2. Seien G eine endliche Untergruppe von Gal(K|k) und L := Fix(G). Wir wissen, dass G C Gal(K|L)
gilt, und wollen zeigen, dass G = Gal(K|L), wobei K|L eine Galoiserweiterung ist. Nach Lemma 4.7
ist |Gal(K|L)| < [K : L] und nach dem Lemma von Artin 4.11 gilt [K : L] < |G|. Wir erhalten also
|G| < |Gal(K|L)| = [K : L] < |G|, d.h. G = Gal(K|L).

K = {id}
Ul M

Fix(H) = L 2 H = Gal(K|L)

Ul N

U

E = G

Also sind die Abbildungen Fix und Gal(K|-) bijektiv und invers zueinander. O

4.16. Satz (Hauptsatz der Galoistheorie)

Sei K|k eine Galoiserweiterung. Dann sind die Zuordnungen Fix(H) und Gal(K|L) zwischen Unter-
gruppen H der Galoisgruppe G = Gal(K|k) und den Zwischenkdrpern L von k C K bijektiv und
invers zueinander.

Weiter gelten:

1. H, D H, & Fix(H,) C Fix(Ha).

2. |H| = [K : Fix(H)| und [Fix(H) : k] = [G : H].

3. H ist Normalteiler von G < Fix(H) ist normal {iber k. In diesem Fall gilt: Gal(Fix(H)|k) = G/H.

BEWEIS.
1. Noch zu zeigen: Fix(H;) C Fix(Hy) = H; O Hs. Es gilt

2. Setze L := Fix(H). Nach Lemma 4.7 gilt |H| = Gal(Fix(H)) = Gal(K|L) = [K : L], da K|L separabel
ist. Weiter gilt nach dem Gradsatz:
(KK _ 1G] _

[K:L]—H—[G:H].

[L: K] =

3. a) Esgilt o(L) = Fix(cHo™ 1) fiir o € Gal(K|k):

(or0™ 1) (a) = a fiir alle 7 € H < (o0~ ) (a) = 0~ (a) fiir alle T € H
& o Ya) €Fix(H) =L
< a€o(l).

b) Es gilt 01(L) = 02(L) < o01Hoy ' = 09Hoy
01(L) = 09(L) & Fix(o1Hoy ') = Fix(ooHoy ')

<:>01H0f1 = O'QHO';l.
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c) Esgilt H< G < o(L) =L fir alle 0 € G.

= Definiere res : G — Gal(L|k) durch o + o)z. res ist ein Gruppenhomomorphismus, denn es
gilt (0 o7), = o) o7p. Setze G := Bild(res). Dann ist G eine Untergruppe von Gal(Llk).

k = Fix(G) = k C Fix(G), sogar k = Fix(G). Also ist (L|k) eine Galoiserweiterung und damit
normal. Weiter gilt: Kern(res) = H, denn oz, = id, d.h. o € Gal(K|L) = H.

< Sei L normal iiber k, d.h. L|k ist Galoisch, und sei o € G. Zu zeigen: o(L) = L.

L ist der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € k[X], d.h. f(X) = [[(X — a;) mit
L =k(ay, ..., am). o permutiert die a;, d.h. o(L) C L und da [L : k] < oo, folgt o(L) = L.

Gal(Fix(H)|k) & G/H erhilt man dann aus dem Homomorphiesatz, angewandt auf den Einschrén-
kungshomomorphismus res. ]

4.3 Anwendungen der Galoistheorie

4.17. LEMMA

Seien K ein Korper und G eine endliche Untergruppe von K *. Dann ist G zyklisch.

BEWEIS.

Sei a € G mit Ord(a) = n, wobei n das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen aller Elemente in
G bezeichnet. Dann sind alle b € G Nullstellen von X™ — 1. Also ist |G| < n und zugleich Ord(a) = n,
d.h. [a?] = n < |G|, also G = a”. O

4.18. SATZ (Satz vom primitiven Element)

Sei K = k(aq,...,a,) mit alle a; algebraisch iiber k und as, ..., a,, separabel tiber k. Dann gibt es ein
primitives Element § € K mit K = k(¢6), d.h. K|k ist einfach.

BEWEIS.
(E betrachten wir den Fall n = 2; der Rest folgt mit Induktion.

1. Ist k endlich, dann ist auch K endlich. Nach Lemma 4.17 sind endliche multiplikative Untergruppen
von K stets zyklisch, also K = k(a”?) = k(a).

2. Ist k unendlich, so betrachte K = k(«, 3), «, algebraisch, 3 separabel iiber k. Seien f = Irr(«, k),
g = Irr(B, k) und L der Zerfallungskorper von fg iiber K, d.h. L enthalte alle Nullstellen a = a, ..., au,
von fund B = B, ..., Bm von g. Wahle c € k, so dass o; +¢fB; # a1 + ¢ fiir alle j # 1 und alle ¢, d.h.
c# =5 (dies ist moglich, da k unendlich ist). Setze 6 := ay+¢f1 = a+cf. Dann k(§) C k(a, 8) = K.
Wir zeigen also noch: k(a, 8) C k(9).

0 ist Nullstelle von ¢g(X) und von f(§ — ¢X) =: f1(X). Sei v € L\{8} eine Nullstelle von g, d.h.
v =0 firein j # 1. Dann 6 — ¢y = § — ¢f; # «; fiir alle 4, also f(6 —c¢y) = fi(y) # 0. Da g
separabel, folgt X — 8 = ggT(g, f1) in f1 und g € k()[X], also gibt es € € k() und hq, ha € k(0)[X]
mit (X — §) = hy f1 + hag, d.h. e(X — ) € E(0)[X], also % = [ € k(0). Dann auch a = § — ¢f3 € k(9),

d.h. k(a, B) C k(0). O

4.19. KOROLLAR
Ist K|k endlich und separabel, dann ist die Kérpererweiterung einfach.

Sind k vollkommen und K|k algebraisch, dann gilt: K|k ist endlich < K|k ist einfach.
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4.20. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei (R, <) ein reell abgeschlossener Korper, d.h. alle 2z > 0 seien Quadrate und jedes Polynom unge-
raden Grades habe eine Nullstelle in R.

Dann ist C':= R(y/—1) algebraisch abgeschlossen. Speziell ist C := R(y/—1) algebraisch abgeschlossen.

BEWEIS.

1. C ist quadratisch abgeschlossen: Definiere i := /—1. Zu x + iy setze
flr+ e +y? ) —a+ a4y
+1 )
2 2
.{/.’E-f- +/1.2+y2 -{/—"E—‘r +/x2+y2
—1
2 2 ’

y>0

)

y <0

Dann gilt « + iy = w?.
2. Jedes Polynom vom Grad 2 zerfilllt iiber C in Linearfaktoren: Sei f = aX?+bX + ¢ € C[X]. Dann ist

b+ Vb? — 4ac b — Vb2 — 4ac
PV (x4 YT e o,

f(X):a<X+ X+ 5

denn nach 1. existiert vb2 — 4ac in C. Also hat C keine Erweiterung [K : C] vom Grad 2, sonst
K = C(«) und es gébe ein irreduzibles Polynom vom Grad 2, ein Widerspruch.

3. C hat keine endliche echte Erweiterung [k : C]: Angenommen, es gibe eine endliche Erweiterung k|C
mit [k : C] > 2. Seien f = Irr(a, R) mit ¥ = R(«) und K der Zerfillungskorper von f iiber k.
Dann ist K|R eine echte Galoiserweiterung. G := Gal(K|R) ist endlich, denn |G| = [K : R], etwa
2™n, 24 n. Sei U eine 2-Sylow-Untergruppe von G, also |U| = 2™. Dann ist [Fix(U) : R] ungerade.
Sei Fix(U) = R(f), d.h. degIrr(8, R) = n. Da R reell abgeschlossen ist, folgt n = 1, d.h. Fix(U) = R.
Also ist Gal(K|R) = G eine 2-Gruppe.

H := Gal(K|C) ist eine Untergruppe von G vom Index 2: |[H| = 2™~ Ist m — 1 > 0, so gibt es eine
Untergruppe Hy von H mit [Hy| =2™72 also [H : H;] = 2 = [Fix(H;) : Fix(H)]. Dies ist unmdglich,
da C keine Erweiterung vom Grad 2 erlaubt. Also m — 1 =10, d.h. K = C. |

4.21. DEFINITION

a € K heifit n-te Einheitswurzel, falls a™ = 1, d.h. falls a Nullstelle von X™ — 1 ist.
Der Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber Q heifst der n-te Kreisteilungskorper.

a heifst n-te primitive Einheitswurzel, falls Ord(«a) = n.

Sei a € K. Dann heift X™ — a € k[X] reines Polynom.

4.22. BEMERKUNG

Seien char(k) = 0 und K der Zerfillungskorper von X™ —1 {iber k. Da X™ — 1 teilerfremd zu nX"~!, hat
X™—1 n verschiedene Nullstellen oy, ..., @, in K. Die Menge aller Nullstellen von X™ — 1 ist eine endliche
Untergruppe von KX, also zyklisch nach Lemma 4.17. Damit ist {a1,...,a,} = {1,,...,a"" 1} = U,
eine Gruppe. %

4.23. SATZ
Seien char(k) = 0 und K der Zerféllungskérper von X™ — 1 € k[X].
Dann ist Gal(K|k) abelsch.
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BEWEIS.

Seien K = k(a), « eine primitive n-te Einheitswurzel und o € Gal(K|k). o ist eindeutig bestimmt
durch o(a) = a™ fiir ein m € Z, denn es gilt o(a!) = (a™)! = o™ Also ist o)y, € Aut(U,,-) und
G = Gal(K|k) = {o, | 0 € G} < Aut(U,,-). BEs ist (Zn,+) = (Uy,-) mit i — «'; beachte dabei:
alad = o'tJ. Zu zeigen ist also: Aut(Z,,+) ist abelsch. Wir wissen: Z ist abelsch. Es geniigt also zu
zeigen, dass Aut(Z,,+) 2 2.

1. Sei m € Z). Dann wird durch ¥ : i +— mi ein Automorphismus auf (Z, +) definiert: Fir alle ¢, j gilt
V(i +5)=m(i+j) =mi+mj=U()+ P(j); da m # 0, gilt Kern(¥) = 0, also ¥ injektiv, und mit
j € (Zn,+) = j =m(m™1j) folgt: W ist surjektiv.

2. Sei 7: (Z,+) — (Z,+) ein Automorphismus. Dann ist 7 durch 7(1) festgelegt: Aus 7(1) = m folgt
7(i) = im, 0 <i < m. Weiter gibt es fiir jede Einheit m € (Z,+) einen Automorphismus 7 : i — mi,

denn 771(7) = im~!.

3. mymg induziert i — (myms)i = my(mai) = (71 0 72)(4). O

4.24. SATZ

Seien a € k, K der Zerfallungskorper von X™ — a und X" — 1 zerfalle in k, d.h. k enthéilt alle n-ten
Einheitswurzeln.

Dann ist Gal(K|k) zyklisch.

BEWEIS.

Sei U, = {(a), |U,| =n und w € K mit w" = a, d.h. (wa?)" = a und wa? (0 < j < n — 1) sind alle
Nullstellen von X —a und K = k(w) ist der Zerfallungskorper von X™ —a. Betrachte ¥ : Gal(K|k) — U,
mit o — § € Uy, falls o(w) = pw. Es gilt 0 o7 — Byor = B0r, denn

Boorw = (0 o7)(w) = o(T(w)) = o(Brw) = fro(w) = B-Bsw = BsBrw,

da U, zyklisch, also abelsch. Gilt 8, = 1 (d.h. liegt ¢ im Kern von ¥), dann o(w) = f,w = w, d.h.
o =id. Also ist ¥ ein injektiver Homomorphismus, d.h. ¥(Gal(K|k)) ist eine Untergruppe von U, also
zyklisch. O

4.25. SATZ
Seien K|k eine Galoiserweiterung, Gal(K |k) = Z, mit p prim und k enthalte alle p-ten Einheitswurzeln.

Dann gibt es ein d € K mit K = k(d) und d? = a € k.

BEWEIS.

Seien a € k primitive p-te Einheitswurzel, (o) = {1,a,a?,...,a?" 1}, Gal(K|k) = (o) = {id, 0, ...,0P71}
und ¢ € K\k beliebig. Da [k(c) : k] = p und k C k(c) C K, gilt dann K = k(c). Zu § € {(«) definiere
(B,¢) :==c+oa(c)B+0%(c)B%+ -+ P L(c)BP7L, die Lagrangesche Resolvente. Dann ist

a((8,0))8 = ()3 + () + -+ ") 7 + 0P(e)FF = (B, 0);

beachte dabei: B = (a’)? = (af)! = 1 fiir 0 < i < p— 1 und oP(B) = id(B) = B. Wir erhalten
a((B,¢)) = (B,¢)37L, d.h. o((8,¢)P) = o((B,¢))PB~P = (B, c)P, folglich ist (3,c)P invariant unter o und
damit auch unter o2, o3, .... Also ist o € Fix(G) = k. Setze §3; := o' € {(a) fir 0 < i < p— 1 und
betrachte das inhomogene lineare Gleichungssystem

X+ BoXe 4 -+ BTN, = (Boso)
; : ; ; (%)

X1 + B X + -+ ﬁﬁIiXp = (Bp-1,0)

Dieses wird gelst von (¢, o(c), ..., P~ (c)). Wir zeigen: Es gibt keine weiteren Losungen. Dazu betrachten
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wir die Van-der-Monde-Determinante

1 By - g*l
det | © o | =116 -8) #0.
1 By ... B i<y
Es konnen nicht alle (8;, ¢) in k liegen, sonst lage auch ¢ in k. Also gibt es ein i mit (G, ¢) € K\k. Wir
wéhlen d := (8;,, ¢), dann gilt dP € k. a

4.26. SATZ (Konstruktion regelméfiger p-Ecke)
Sei p eine Fermat-Primzahl, d.h. p € N prim mit p =2° 4+ 1 fiir ein s € N.

2mi
P
Insbesondere sind das regelméfige Fiinfeck und das regelméfige Siebzehneck konstruierbar.

Dann ist « := exp(=£) mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

BEWEIS.

K, := Q(«) ist der Zerfallungskérper von X? — 1 iiber Q, K,|Q ist eine Galoiserweiterung und die
zugehorige Galoisgruppe G := Gal(K,|Q) eine 2-Gruppe, denn |G| = [K, : Q] = p—1 = 2°. Dann
hat G =: G eine Untergruppe Gs_1 mit |Gs_ 1| = 257! also [Gs : Gs_1] = 2. Entsprechend gibt es
Gs_2 < Gy 1 mit |Gs_o] =252 ..., also hat G eine Kompositionsreihe

{id} =Gy <G1<9G2<-- <G <G =G
Dann gilt auch fiir die zugehérigen Fixkorper
Ky = Fix({id}) 2 L1 2 L3 2+ 2 Ly 1 2 Ly = Q,

dass [Ls—1 : Q] = 2 und [L;—; : L;] = 2 fiir alle 4. Nach Satz 3.24 ist « dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar. (]

4.27. DEFINITION

Seien char(k) = 0 und f € k[X]\k normiert. Wir sagen, f = 0 ist (mit Radikalen) {iber k auflosbar,
falls es eine Kette

k=KiCKyC---CK,,=K

von Korpern gibt mit K, = K;(d;), d:" =q; € K; fir ein n; € N, so dass K den Zerfallungskérper
von f iiber k umfasst.

4.28. BEMERKUNG

Setze n/a; := d;. Dann gilt: K; 11 = K;( v/a;) = K; ® K; n/a; © --- © K; ' at O

(2

4.29. SaTz (Auflosbarkeit in Radikale)
Seien char(k) = 0 und f € k[X]\k normiert. Dann gilt:
f(X) =0 ist tiber k auflésbar < die Galoisgruppe des Zerféllungskérpers von f iiber k ist auflosbar.

BEWEIS.

< Sei K der Zerfallungskorper von f iiber k, (E (f, f') = (1), d.h. f hat keine mehrfachen Nullstellen.
Weiter seien G = Gal(K k), n = |G| = [K : k], G auflésbar und « eine primitive n-te Einheitswurzel,
d.h. aZ beinhaltet alle Nullstellen von X™ — 1. Gesucht ist eine Korperkette k = K1 C Ko C --- C K,
K C K, mit K1 = K;( W/d;), d; € K;, d.h. eine Radikalerweiterung.

Setze K1 = k und Ko = K;(a). Seien ay, ..., a, alle Nullstellen von f in K\, also K = k(ay, ..., a,.) und
[K : k] =r. K(a)|k(a) ist eine Galoiserweiterung und K («) ist der Zerfallungskorper von f iiber k(c).
Zu H = Gal(K(a)lk(a)) ist @ : H — G, 0+ ok injektiv, denn ok = id, d.h. o(a;) = a; fiir alle
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i, also 0 = id. ® definiert also einen Isomorphismus zwischen H und G, d.h. nach Homomorphiesatz:
H =2 U < G. Da G auflésbar ist, ist auch H auflésbar. Nach Satz 1.51 gibt es eine Normalreihe
H=Hy>Hsr>--->Hp = {1} mit H;/H;4, zyklisch von Primzahlordnung. Setze K; := Fix(H;) fiir
2<i<m.Dann Ky C K3 C--- C K,,, = K(«) und wegen H; > H; 1 ist K;11 Galoisch iiber K; und
Gal(K,11|K;) = H;/H; 41 = Z,, nach dem Hauptsatz der Galoistheorie.

Wegen p; = |H;/H;11| = |H;|/|Hi+1] | |H| | |G| liegt in K; jede p;-te Einheitswurzel, denn es
gilt 1 = " = aPi® = (aP¥)®, d.h. « ist eine p;-te Einheitswurzel. Damit K; ; = K;( %¥/d;) fiir ein
d; € K; (2§z§m)

= Seien k = K; C K; C --- C K,, = K mit Ki+1 = Ki(dz), dzh = a; € K; und Zﬂ{(f,k) C K.
Wir suchen einen Oberkdrper L D K, so dass L|k Galoisch ist und Gal(L|k) auflésbar ist, dann ist
Gal(Ztk(f, k)|k) = Gal(L|k)/Gal(L|Ztk(f, k)), also auflosbar.
Konstruktion von L: Betrachte

k=K C Ky = Ki(d1) =k(d1) C k(d1,d2) C - Ck(dy,...,dm—-1) = K,

d.h. [K : k] < co. Nach dem Satz vom primitiven Element 4.18 ist K = k(b) fiir ein b € K. Setze
g = Irr(b, k) und K* := Zfk(g, k). Dann ist K*|k Galoisch. Setze G* := Gal(K*|k) mit |G| < co und
G*={id =o01,...,0, | r = [K*: k]}.

Fir F := k(o1(K)U -+~ U o, (K)) gilt 0;(F) = F fiir alle i = 1,...,r, also ist F|k eine normale

Galoiserweiterung. (E setze K* = F. Es gilt F' = k(o1(d1),...,01(dm-1),02(d1)s .y ooy 0 (dn—1)), denn
0:(K) = k(oi(dyr), ..., 04(dm—1)). Wir erhalten also eine Radikalerweiterungskette
k - k‘(O’l(dl)) c...C M = k‘(O’l(dl), ceey ...,O'T(dm_g)) - K - M(O’T(dm_l)).

Seien nun n = kgV{n;} und L = K*(«), «a primitive n-te Einheitswurzel. Da K*|k Galoisch, ist K*
Zerfallungskorper eines separablen Polynoms h € k[X]. h zerfallt auch in L und L ist Zerfallungskorper
von h(X)(X™ —1) € k[X], also ist auch L|k Galoisch. Noch zu zeigen: Gal(L|k) =: G ist auflsbar.

. I{:»/I\/—*((L') =L {ld}
K ! !

i | \
I - « y
[{2/1‘\2(0) = (‘72

k— lli—l /[\’vl((‘t‘) pr— Gl

Wir brauchen eine Normalreihe G> G > Gat>- - > {1}. k(«)|k ist abelsch, aufderdem Galoisch, denn
k(a) ist Zerféllungskorper von X" —1 € k[X]. Ko(a)| K1 () ist normal, da Ko(a) = K1 (a)( "/d1), und
abelsch, da zyklisch; X™ — oy € K;(a)[X] und n; | n, d.h. K;(«) enthélt die ni-te Einheitswurzel.
Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt dann: G > Gy > -+ > G; > Giy1 > -+ > {id} und weiter
Gi/GH—l = Gal(KH_l(Oé”Kz(Oé)) abelsch. O

4.30. KOROLLAR
Sei char(k) = 0. Dann ist jede Gleichung vom Grad n < 4 iiber k auflosbar.

BEWEIS.

Sei n = deg f < 4, f habe (E keine mehrfachen Nullstellen in & (sonst zerlege f in f* --- fim mit alle
fi € k[X] irreduzibel und betrachte f; - - - fi,; dieses Polynom hat dann keine mehrfachen Nullstellen) und
K der Zerfallungskorper von f iiber k. Dann gilt Gal(K|k) & G fir ein G < Sp: Zu K = k(aq,...,an)
mit aq,...,a, € K Nullstellen von f, ist 0 € Gal(K|k) eindeutig bestimmt durch die Permutation
o:{a,...,ant — {ay,...,a,}. Da fiir n <4 die S, und alle ihre Untergruppen auflosbar sind, ist dann
auch Gal(K|k) auflosbar. O

4.31. LEMMA

Seien p eine Primzahl und H eine Untergruppe von S,. Fiir alle 4,5 € {1, ..., p} gebe es ein ¢ € H mit
o(i) = j. Weiter enthalte H eine Transposition.

Dann gilt H = S,,.
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BEWEIS.

i~ j:&i=joder (i j) € H definiert eine dquivalenzrelation auf {1,...,p}, dann i ~ j < (i) ~ o(j)
fiir alle 0 € H und alle 4,5 € {1,...,p}:

= Sei i ~ j. Trivialerweise gilt i = j = o(i) = o(j). Ist i # j, dann (i j) € H und o(i) # o(j), da o
bijektiv. Also auch o(i j)o~t = (0(i),0(j)) € H, d.h. in jedem Fall o(i) ~ o(j).

< Sei (i) ~ a(j). Ist o(i) = o(j), dann auch i = j, da o invertierbar. Sonst o ~*(o(i)o(j))o = (i j) € H.

Betrachte nun die dquivalenzklasse [i] = {j € {1, ...,p} | j ~ i}. Wir zeigen, dass alle Aquivalenzklassen die
gleiche Anzahl an Elementen haben. Sei j € [i| & j ~ i< o(j) ~ o(i) < o(j) € [0(7)], also |[i]| = [[¢(3)]|-
Sei i € {1,...,p}. Dann gibt es fiir jedes k € {1, ...,p} ein 0 € H mit o(i) = k, d.h. alle dquivalenzklassen
haben die gleiche Anzahl S an Elementen.

Nun wissen wir aber, dass dquivalenzklassen disjunkt sind, d.h. [-];U---U[-]; = {1, ...,p}. Wegen |[]x| = S
fir alle k € {1,...,1} folgt Sl = p, d.h. S = 1 oder S = p. S = 1 ist unmoglich, sonst gibe es gar
keine Transpositionen in H, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Also ist S = p, d.h. alle
Transpositionen aus Sj, liegen in H und damit S, = H, da jede Permutation Produkt aus Transpositionen
ist. (]

4.32. SATZ
Seien p eine Primzahl und f € Z[X] irreduzibel mit deg f = p und genau zwei nicht reellen Nullstellen.
Dann gilt Gal(Ztk(f, Q)|Q) = S,,.

BEWEIS.

Sei a eine Nullstelle von f. Dann ist f(a) = 0 = f(@), also hat der Automorphismus 7 mit 7(a) = @
aus G = Gal(Ztk(f,Q)|Q) die Ordnung 2. G = H < Sp; dabei entspricht 7 eine Transposition in S,. H
operiert transitiv auf den Nullstellen aq,...,a, von f: f ist irreduzibel, also kann ein beliebiges «; auf
jedes o; abgebildet werden. Nach Lemma 4.31 gilt H = S,,. ]

4.33. BEMERKUNG (Nicht-Auflosbarkeit von Gleichungen fiinften Grades)
f = X% —2X% + 2 ist irreduzibel nach Eisenstein und besitzt genau zwei komplexe Nullstellen.

Da S5 nicht auflésbar ist, ist auch f nicht auflosbar. O

4.4 Galoisgruppe & symmetrische Gruppe

4.34. DEFINITION
Seien k ein Korper, R = k[X7, ..., X;,] und K = Quot(R) = k(Xy, ..., X;,). Dann heifien

802:1,

s1:=X1+--+ X,

s9 =X1Xo+ -+ + X0 1Xn, ...,
spi=X1-Xo - Xy

bzw. allgemein fiir v =0, ...,n

Sy = Z Xil "’Xiy

1<i;
<<
i, <n
die elementaren symmetrischen Funktionen in X7, ..., X,,.
4.35. BEMERKUNG
Fiir 0 € S, definiert ¢, (X;) := X,, einen Automorphismus ¢, auf k(X1,..., X,,). O
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4.36. SATZ
K|k(s1, ..., $n) ist eine Galoiserweiterung und es gilt Gal(K|k(s1,...,5,)) = {¢s | 0 € S} = Sp.

BEWEISs.
Setze L := Fix(G) 2 k(s1, ..., Sn). Zu zeigen: L = k(sy, ..., $5). Betrachte das Polynom

fX)=X-X1)--- (X=X, e K[X]= Z(—l)isiX"_i € k(81 ..y 8n)[X].
i=0

f ist irreduzibel iiber k(s1, ..., s, ), da G = S, transitiv auf den Nullstellen von f operiert, und aukerdem
separabel. Es gilt

Zﬂ{(f, k(Sl, ceny Sn)) = k(sl, veny Sn)(Xl, ...,Xn) = k(Xl, ,Xn) =K

Wegen n! > [K : k(s1,...,80)] > [K : L] = |G| = |Sn]| = nlist [K : k(s1,...,s,)] = [K : L], d.h.
L =k(s1,...,8n). O

4.37. DEFINITION

f € K heilt symmetrische Funktion, falls ¢, (f) = f fir alle ¢ € S,, d.h. falls f € Fix(G) mit
G={p, | oc€S,}=S5,.

4.38. BEMERKUNG

Insbesondere gilt: Ist f symmetrisch, so ist f € k(s1, ..., Sn)- O

4.39. LEMMA

Die n! Monome Xi*--- X mit 0 < v; < n — j bilden eine Modulbasis von k[Xy, ..., X,,] tiber
k[s1, ..., $n], d.h. jedes f € k[X1, ..., X,,] hat eine eindeutige Darstellung

J— V1 v.
f - E pul,...,unXl "'Xn”
1<j<n
0<y;<n—j

mit pylv---ayn € k[sl? ] 3n]~

BEWEIS.
Es ist
(X = X1)- (X = Xp) =D _(~1)'s; X",
i=0
d.h. X, ist Nullstelle eines normierten Polynoms iiber k[sy, ..., s,] vom Grad n. Setze s := (s1,..., 8p).

Dann X{* € k[s]1+k[s] X1 +---+k[s] X771, also sind X7 X7 L € k[s]+k[s] Xy +---+k[s] X771 Xo
ist Nullstelle von (X3)--- (X — X,,) € k[s][X1][X] und dieses Polynom ist normiert vom Grad n — 1, d.h.
Xo=to Xy, X0 € ks, X ]1+k[s, X1] Xo4 - +k[s, X1] X5 2. k[s, X1] C k[s]+k[s] X1+ - -+E[s] X] "
u.s.w. ergibt: k[s][X1, ..., X,,] wird als Modul tiber k[s] von folgenden n(n —1)(n —2) ---2 = n! Monomen
erzeugt:

Xi, oy X07U Xoy oy X072 X0 Xo, oy, XPTEXTT L
Dann wird der Kérper K = k(s)[X1,..., X,] iiber k(s) von diesen Polynomen erzeugt und da gilt
[k(s)[X1, ..., Xpn] : k(s)] = n!, sind diese linear unabhéingig iiber k(s) bzw. k[s]. O

4.40. BEMERKUNG

k lasst sich auch durch einen beliebigen faktoriellen Ring ersetzen. %
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4.41. SATZ

Jedes symmetrische Polynom ist ein Polynom in sq, ..., s5,.

BEWEIS.
Sei f € k[ X1, ..., X,,] symmetrisch. Dann ist f € k(sq, ..., s,) und mit Lemma 4.39 folgt:

mit py, ..., € k[s1,...y8n), dh. f =po... 0 € k[s1,..., $p]. Die Monome X" sind auch tiber k(s1,..., Sn)
linear unabhéngig. O

4.42. BEMERKUNG

Die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers von g iiber k(sy, ..., s,,) ist die symmetrische Gruppe S,,. O

5 Reelle Korper

5.1 Angeordnete Korper

5.1. WIEDERHOLUNG

< ist eine partielle Ordnung auf einer Menge A, falls fiir alle a,b,c € A gelten:
l. a<a,

2. a<bund b<c=a<cund

.a<bundb<a=a=hb.

< heifst lineare Ordnung, falls zusétzlich fiir alle a,b € A gilt:

4. a <boder b<a.

Wir schreiben a < b fiir a < b und a # b. O

5.2. BEISPIEL

C als Mengeninklusion ist eine partielle Ordnung auf einer Menge von Mengen. O

5.3. DEFINITION

(K, <) heikt angeordneter Korper, wenn K ein Korper ist und < eine lineare Ordnung auf K definiert
mit

h. a<b=a+c<b-+cund

6. 0<a,b=0<abfir alle a,b € K.

5.4. WIEDERHOLUNG
l.a<b&s0<b—a.

2. 0<a? denn 0 <aodera<0« 0<aoder0< —a,also0<aa=(—a)(—a) = a.

3. Insbesondere ist 0 < 1.

5.5. BEMERKUNG

1. C ist kein angeordneter Korper, denn wére < eine Ordnung von C, so 0 < ?=—-1=1<0.

2. a<bundc<d=a+c<b+d a<bund 0<c=0<bc—ac< ac<bc.

3.0<a=0<ak =21 AuRerdem0<a<b=0<1t<i demmO<b-a=0<t=1-1o1c¢

=
S

1
b
4. 0<abs0< g,

Martin Gubisch 56 WS 2006,/2007
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5. 0 < n fiir alle n € N, denn induktiv erhalten wir 0 < 1 =12 und 0 <n=1<n+1=0<n+ 1.
6. Insbesondere hat jeder angeordnete Korper K die Charakteristik 0, d.h. Q C K. O

5.6. BEISPIEL
1. (Q,<) und (R, <) sind angeordnete Korper.

2. Q(v2) := Q[X]/X? -2 =Q® Qv2 = Q(X). Betrachte den Automorphismus 7 : Q(v/2) — Q(+/2)
mit a4+ bv2 — a—by2 fiir a,b € Q und die Einbettungen ¢; : Q(v/2)—R, a+bXa -+ byv2 und
e : Q(W2)—=R, a+bX — a—byv/2, dh. e = € o 7. Wir definieren <; und <, auf Q(v/2): Seien
a, 8 € Q(v/2). Dann gelten:

a) a <1 b:5 e1(a) <e€(0) in R, d.h. insbesondere 0 <; X.

b) a <5 b:¢ ex(a) < e2(B) in R, d.h. insbesondere X < 0. O

5.7. DEFINITION

(K, <) heifst archimedisch geordnet, falls es zu jedem a € K ein n € N gibt mit « < n.

5.8. BEMERKUNG

R(X) hat unendlich viele Anordnungen. Diese sind alle nicht-archimedisch. O

5.9. LEMMA

Ist (K, <) archimedisch geordnet, so liegt Q dicht in K, d.h. zu a < b gibt es stets ein r € Q mit
a<r<b.

BEWEIS.

Seia<b=0<b—a=0< = <mfir ein m € N, da K archimedisch ist. Damit 1 < m(b— a), also
ma < mb — 1. Wihle n € Z minimal mit mb < n + 1; dann ma <mb—1<n <mb, also a < ;- <b. [

5.10. DEFINITION

(K, <) heift schnittvollstindig, falls fiir alle U,0 C K mit U,0 # 0§ und U < O (d.h. u < o fiir alle
uweU, o€ 0)einac€ K existiert mit U <{a} <O.

U < O heifit Dedekind-Schnitt, falls U,O # 0, U <Ound UUO = K.

5.11. LEMMA

Jeder schnittvollstindige Korper (K, <) ist archimedisch.

BEWEIS.

Gébe es ein a € K mit a > N, dann setze U =N, O = {z € K | x > N}. Damit U,0 # () und U < O,
also gibt esein v € K mit U <z < O0.Dann N< 2z =N <z -1, also x —1 € O. Dann folgt aber
x < x — 1, Widerspruch. |

5.12. Sarz (Holder)

Jeder archimedisch angeordnete Korper (K, <) lidsst sich ordnungstreu in (R, <) einbetten, d.h. es
gibt einen Epimorphismus p : K — R mit o < 8 = p(«a) < p(B) fur alle o, 8 € K.

BEWEIS.
Definiere pig = id. Seien a € K, Uy := {s € Q | s < a} und O, := {r € Q | @ < r}. Damit gilt

WS 2006,/2007 57 Martin Gubisch



5.1 ANGEORDNETE KORPER 5 REELLE KORPER

Uy, # 0, Oy # 0 und U, UO, = Q. Betrachte nun U,, O, in R. Wihle x € R mit U, < x < O,. Dann ist
z eindeutig bestimmt, denn wire U, < 2’ < O,, (B z < 2/, dann wahle t € Q mit z <t < z’. Aus t < z'
folgt t € U, und aus z < t folgt t € O,, was unméglich ist, da die Mengen disjunkt sind. Setze p(a) = x.
Dann gelten p(a + b) = p(a) + p(b) und p(ab) = p(a)p(b) und p ist ordnungstreu. O

5.13. KOROLLAR

(R, <) ist bis auf Isomorphie der einzige schnittvollstindige, angeordnete Korper.

BEWEIS.

Sei (K, <) schnittvollstdndig und damit auch archimedisch. Dann ist obiger Epimorphismus p : K — R
surjektiv. ([l

5.14. DEFINITION

Sei T'C K. T heifit Praordnung oder Prépositivbereich, falls gelten:
1. T+TCT,

2.T-TCT,

3. K2CT,

4. —1¢T.

T heiflit Positivbereich, falls zusétzlich gilt:

5. TU-T=K.

5.15. BEMERKUNG

Ist T ein Positivbereich, so folgt 3. K2 C T schon aus den anderen Axiomen, denna € T = a® =aa € T
und a ¢ T= —a€T =a%=(-a)(—a)eT. O
5.16. BEISPIEL

Sei < eine Anordnung auf K. Dann ist P< := {a € K | a > 0} ein Positivbereich. O

5.17. BEMERKUNG
Es gilt PN —P = {0}, denn géibe es ein z € PN —P, x # 0, dann —1 = z(—z)(1)? € P. O

5.18. LEMMA

Sei P C K ein Positivbereich. Dann definiert a < b :< b — a € P eine Anordnung auf K.

BEWEISs.

1. a <agilt,da0=0%¢c P.

2.a<bund b<c=a<cgilt,da P+ P CP.
3.a<bundb<a=a=bdemnb—acPund —(b—a)e P=b—a=0&b=a.

4. Esgilt a <boder b<a,denn PU—-P =K.

5. a<b= a+c<b+ ¢ nach Definition von <.

6. 0<a,b=0<abfolgt aus P- P C P. O

5.19. BEMERKUNG

Wegen P<, = P und <p_ = <, entsprechen sich Anordnungsaxiome und Positivbereich bijektiv. %
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5.20. LEMMA
Seien T' C K eine Préordnung und z ¢ T. Dann ist 7" := T — 2T eine Priordnung.

BEWEISs.
1. Es gilt T/ + T’ C T’, da T additiv abgeschlossen ist.

2. Bsgit T/ - T"CT —aT +2?>TCT —xT =T".

3. Es gilt K2 C T, da bereits K2 C T.

4. Falls —1 = ¢ — xto, t1,t2 € T mit to # 0, dann ldge auch = = (¢t; + 1);—% inT. O
2

5.21. LEMMA

Es gilt: T ist bzgl. C eine maximale Praordnung < T ist ein Positivbereich.

BEWEISs.
= Seiz ¢ T.Dann —x € T — 2T O T und da T maximal, git T=T — 2T = -z € T.

< Wir nehmen an, dass T C T". Sei x € T'\T, dann —z € T = —z € T", alsoz € T' N —T". Dann gilt
aber z = 0, was unmoglich ist, da x ¢ T. O

5.22. SATZ

Sei T' eine Préaordnung. Dann gilt:

T = N P.

POT
P Positivbereich

BEWEIS.
C Klar nach Konstruktion.

Wir nehmen an, es gibt « € (\{P 2 T | P Positivbereich} mit ¢ T. T’ := T — 2T D T ist eine
Praordnung. Mit Zorns Lemma wihlen wir eine maximale Priordnung @ iiber 7. Dann ist @ ist ein
Positivbereich mit T' C Q. Weiter gilt —z € T/ C Q und =z € Q. Also ist x € @ N —Q = {0}, ein
Widerspruch. O

U

5.23. BEMERKUNG

Betrachte die Menge aller Quadratsummen iiber K,

Z K?:= {i a?
i=1

n €N, aieK}.

Es gilt

YK+ K*C) K7 K> K*CY K*  ud  K*C Y K’ O

Dies motiviert zu folgendem Lemma:

5.24. LEMMA
Es gilt: K besitzt eine Anordnung < —1 ¢ > K2.

BEWEIS.
= Klar, da > a* > 0 fiir alle a € K.

< Sei —1¢ Y K? dann ist Y K? eine Priordnung. Wihle mit Zorns Lemma eine maximale Priiordnung
P iiber >" K?2. Dann ist P ein Positivbereich. ]
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5.25. DEFINITION

Ein Korper K heifit reeller Koérper, wenn er eine Anordnung besitzt.

5.26. BEMERKUNG

1. Nach Lemma 5.24 wiire eine dquivalente Formulierung: —1 ¢ > K2.

2. Ist K reell, dann ist > K 2 in allen Préordnungen von K enthalten. O

5.2 Fortsetzungen von Anordnungen

5.27. WIEDERHOLUNG
Sei L|K eine Korpererweiterung. (K, <) C (L, <s) & fiir alle a,b € K gilt: a <1 b < a <5 b.
c

aquivalente Formulierung: (K, P;) C (L, P2) & PN K = P;. O

5.28. LEMMA
Es sind dquivalent:

1. Ein Positivbereich P von K lasst sich auf L fortsetzen.

2. Tp(P) := {Z pif?|neN, p,eP, B € L} ist eine Préordnung von L.
i=1

BEWEIS.

= Sei (K, P) C (L, P'), dann Ty (P) + T (P) C T1(P), Tr(P) - T1(P) C Tr(P) und L? C Ty, (P). Weiter
gilt Tp,(P) C P’, denn alle Summanden liegen in P’, also auch die ganze Summe. Wegen —1 ¢ P’ liegt
auch —1 nicht in T, (P).

< Seien T(P) eine Praordnung und P’ O T (P) Positivbereich von L. Dann ist P” := PPNK D P
Positivbereich von K. Damit P = P”, da Positivbereiche maximale Praordnungen sind. O

5.29. SATZ
Seien L = K(y/a), a € K\K? und P ein Positivbereich von K. Dann gilt:
P hat eine Fortsetzung auf L < a € P.

BEWEISs.
= Sei (K, P) C (L, P'). Dann gilt fiir jedes a € L, dass a = (y/a)> € PPNK = P.

< Sei a € P. Wir zeigen: —1 ¢ Ty (P). Lige —1 in T1(P), d.h. =1 = > a;(w; + y;v/a)? mit a; € P
und z;,y; € K, dann —1 = Zaixf + aiay% € P, ein Widerspruch. Nach Lemma 5.28 ist P damit
fortsetzbar. O

5.30. BEISPIEL
1. (Q, <) lisst sich auf Q(v/2) fortsetzen.

2. (Q, <) lasst sich nicht auf Q(v/—2) fortsetzen. O

5.31. SATZ
Sei [L : K] = 2n + 1. Dann lasst sich jeder Positivbereich P von K auf L fortsetzen.

BEWEIS.

Angenommen, es gébe ein Gegenbeispiel (L, K, P) von minimalem Grad. Nach dem Satz vom primitiven
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Element 4.18 gilt: L = K (o) = K[X]/(f) mit f = Irr(o, K), deg f = 2n + 1. Nach Annahme liegt —1 in
TL(P), d.h. es gibt a; € P und ; € L mit —1 =Y a;7? in K[X]/(f). Also gilt

1+Zaifi2:fh (*)

fiir gewisse f;,h € K[X], (E deg f; < 2n. Die linke Seite von (x) hat geraden Grad (da Leitkoeffizienten
von a; f? aus P sind, kénnen sich die Leitmonome nicht gegenseitig ausléschen) und dieser Grad betriigt
hochstens 4n. Also hat h ungeraden Grad von héchstens 2n — 1. Wihle einen irreduziblen Faktor h; von
h mit ungeradem Grad. Sei 3 eine Nullstelle von hy. Dann ist (K(8), K, P) ein Gegenbeispiel von echt
kleinerem Grad als (K, L, P). Setzt man 3 in (x) ein, ergibt sich 14+ a; f7(8) = 0. Wegen —1 € Tk (s (P)
lasst sich P auf K () nicht fortsetzen, ein Widerspruch. O

5.32. SATZ
Jeder Positivbereich P von K lésst sich auf K (X) fortsetzen.

BEWEIS.

X ist transzendent iiber K. Wir nehmen an, —1 liegt in Ty x] (P), dh. =1 = 3, aiff flir gewisse
fi € K[X]. Schreibe f; = 9 mit g;,h € K[X] und (E teile kein irreduzibler Faktor von h alle g;, also
h* + 3. a;,g? = 0. Einsetzen von 0 liefert 22(0) + >, a;g?(0) = 0 und alle Summanden liegen in P, also
0 = h(0) = g;(0) fiir alle ¢. Damit X | h und X | g; fur alle 4, ein Widerspruch. O

5.3 Reell abgeschlossene Korper

5.33. DEFINITION

Ein angeordneter Korper (K, <) heifft maximal angeordnet, falls sich < auf keine echte algebraische
Erweiterung von K fortsetzen lasst.

Ein reeller Kérper K heiftt reell abgeschlossen, wenn er keine echte algebraische reelle Erweiterung
besitzt.

5.34. LEMMA

Ist (K, <) maximal angeordnet, so ist jedes nicht-negative Element von K ein Quadrat.

Insbesondere ist < die einzige Anordnung auf K.

BEWEIS.

Sei a € K, a > 0. Angenommen, a ¢ K2. Dann ist K(y/a) eine echte Erweiterung von K, auf die sich <
fortsetzen ldsst, da a > 0, ein Widerspruch. Also ist P< = K?2. Ist () nun ein weiterer Positivbereich von
K, dann P< C Q und damit () = P< wegen der Maximalitdt von P<. O

5.35. LEMMA

K ist reell abgeschlossen < K besitzt genau eine Anordnung < und (K, <) ist maximal angeordnet.

BEWEIS.

= Sei P ein Positivbereich von K. Dann ist (K, P) maximal angeordnet. Also ist nach Lemma 5.34 P
die einzige Anordnung von K.

< Hitte K eine echte algebraische reelle Erweiterung L, so hétte L eine Anodnung, welche die einzige
Anordnung < von K fortsetzen wiirde, was im Widerspruch dazu steht, dass (K, <) bereits maximal
angeordnet ist. ([l
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5.36. SATZ (Artin & Schreier, 1926)

Es sind dquivalent:

1. K ist reell abgeschlossen.

2. K? ist Positivbereich von K und jedes f € K[X] von ungeradem Grad hat eine Nullstelle in K.
3. K # K(v/—1) und K(y/—1) ist algebraisch abgeschlossen.

BEWEIS.

1. (1) = (2): Ist K reell abgeschlossen, dann ist K2 ein Positivbereich. Sei p € K[X] mit degp ungerade.
Zu zeigen: p hat eine Nullstelle in K. (E sei p irreduzibel. Dann lisst sich P = K? auf K[X]/(p)
fortsetzen. Wegen K[X]/(p) = K hat p eine Nullstelle in K.

2. (3) = (1): Wir zeigen K? + K2 = K?. Seien a,b € K. Es gilt a + by/—1 = (x + y/—1)? fiir gewisse
r,y € K, dh. 22 —y? = a und 22y = b. Also a® + b = 2% — 22%¢y% + ¢y* + 42%y? = (22 + y?)? € K2
Weiter gilt: —1 ¢ K2, also insbesondere —1 ¢ >~ K2 d.h. > K? bildet eine Priordnung. Damit gibt
es auf K eine Anordnung, d.h. K ist reell.

Sei nun L eine algebraische Erweiterung von K. Da K(v/—1) der algebraische Abschluss von K ist,
gilt K C L C K(v—1). Aus [K(v/-1) : K] = 2 folgt dann L = K oder L = K(v/-1). Auf K(v/-1)
gibt es aber keine Anordnung.

3. (2) = (3): Dies ist der Fundamentalsatz der Algebra.

6 Ubungsaufgaben

6.1 Aufgaben zur Gruppentheorie

6.1. AUFGABE
Seien G eine Gruppe und Z(G) := {a € G | Vz € G : ax = xa} ihr Zentrum. Man zeige:

1. Z(G) ist eine abelsche Untergruppe von G.
2. Z(G) « G.
3. Ist G/Z(G) zyklisch, dann ist G abelsch. O

6.2. AUFGABE

Seien G1, Go Gruppen, H; < G1, Hy < Gy und f : G; — G5 ein Gruppenhomomorphismus. Man zeige
oder widerlege:

1. Hi <Gy = f(Hl) < Ga.
2. HQQGQ:f_l(HQ)QG]_. O

6.3. AUFGABE

Sei G eine endliche Gruppe. Man zeige:

1. Ist H eine p-Sylow-Untergruppe von G, dann gilt: H << G < H ist einzige p-Sylow-Untergruppe von
G.

2. Gibt es Primzahlen p,q mit pg> = |G|, so besitzt G eine p- oder eine ¢-Sylow-Untergruppe, die
Normalteiler von G ist. O

6.4. AUFGABE

Seien G eine endliche Gruppe, H < G, p die kleinste Primzahl, die |G| teilt, und X := {gH | g € G} die
Menge der Linksnebenklassen von H und es gelte | X| = p.

Man zeige: H ist ein Normalteiler von G. O
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6.5. AUFGABE

1. Man zeige, dass je zwei m-Zykel in S,, zueinander konjugiert sind.

2. Man bestimme die Anzahl der n-Zykel in S,,. O

6.6. AUFGABE

Man zeige, dass (1 2) und (1 2 --- n) die Gruppe S, erzeugen. O

6.7. AUFGABE

Seien p eine Primzahl und H eine Untergruppe von S,. Fiir alle 4,5 € {1,...,p} gebe es ein ¢ € H mit
o(i) = j. Weiter enthalte H eine Transposition.

Man zeige, dass H = 5p. O

6.8. AUFGABE

Seien G eine Gruppe und a € G.

1. Man zeige: Die Konjugation p, : G — G, b+ aba™! ist ein Automorphismus.

2. Weiter gebe man sowohl fiir eine abelsche als auch fiir eine nicht-abelsche Gruppe einen Automorphis-
mus an, der keine Konjugation ist. O

6.9. AUFGABE

Seien G eine Gruppe, N <1 G und es gebe keine echte Zwischengruppe von N und G.

Man zeige, dass je zwei Untergruppen H; # {1} und Hy # {1} von G mit NN H; = NN Hy, = {1}
isomorph zueinander sind. O
6.10. AUFGABE

Die Diedergruppe D,, ist fiir jedes n > 2 auflosbar. O

6.11. AUFGABE

Seien G eine endliche Gruppe, X eine endliche Menge und o : G x X — X, (g,2) — g o x eine Gruppen-
operation. Weiter bezeichnen F(g) := |[{z € X | g = x}| die Anzahl der Fixpunkte von ¢ in X und s die
Anzahl der Bahnen in X.

Man zeige: s = ﬁ > F(g). O
geG

6.12. AUFGABE

Seien G eine endliche Gruppe, H < G und es gelte G = |J gHg !. Man zeige, dass G = H. O
geG

6.13. AUFGABE

Jede Gruppe G der Ordnung 2™3 hat einen Normalteiler vom Index 2 oder 3. %

6.14. AUFGABE
Man gebe eine Gruppe G und eine Gruppenoperation auf C an, deren Bahnen gerade die Mengen
B,:={z€C||z| =7}

mit r € Rg sind. O

6.15. AUFGABE

Seien G eine Gruppe, X eine Menge und G x X — X, (g, ) — gz eine Gruppenoperation.

1. Man zeige: Liegen z1,22 € X in der selben Bahn (das heift Gz = Gz3), so sind die zugehorigen
Fixgruppen G, und G, zueinander konjugiert.

2. Weiter zeige man, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt. %
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6.2 Aufgaben zur Ringtheorie

6.16. AUFGABE

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir Ideale I, J in R definiert man
I:J:={xe€eR|Vbe J:bxel}.

Man zeige:

1. I:J ist ein Ideal.

2. Fiir alle Ideale I, J, K in Rgilt (1 :J): K=1:(J-K).

3. Ist R ein Integritétsbereich und sind I, J und I + J Hauptideale in R, so ist auch I : J ein Hauptideal
in R. O

6.17. AUFGABE
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und I4,..., I, Ideale in R mit I; + I; = R fir alle 4,5 € {1,...,n}
mit i # j.
Dann gilt
LN-NI,=1-1,. O

6.18. AUFGABE

Fiir jede Primzahl p bezeichne F,, den Kérper Z/(p). Man zeige:
1. Fo[X]/(X3 + X + 1) ist ein Korper.
2. F3[X]/(X3 + X + 1) ist kein Korper. O

6.19. AUFGABE

Gegeben sei R := {a +by/—3 | a,b € Z} C C. Man zeige:
1. R ist ein Noetherscher Integritatsbereich.

2. 2 ist irreduzibel in R, aber nicht prim.

3. R ist nicht faktoriell. O

6.20. AUFGABE

Seien R ein kommutativer Ring mit 1, S C R eine multiplikative Menge, d.h. 1 € S und SS C S, und I
ein Ideal in R mit I NS = (). Man zeige:

1. Die Menge aller Ideale J in R mit I C J und J NS = () besitzt ein maximales Element.

2. Jedes solche maximale Element ist ein Primideal. O

6.21. AUFGABE

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, Spec(A) := {I C A | I Primideal in A} und K C Spec(A) eine
nicht-leere Kette in Spec(A).

Man zeige: (| K € Spec(A), d.h. der Schnitt aller Primideale in K ist wieder ein Primideal. O

6.22. AUFGABE
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und p € Spec(A).

Man zeige, dass Spec(A) dann ein minimales Element ¢ besitzt mit ¢ C p. O

6.23. AUFGABE
Seien B C A Ringe mit 1 und ¢ € Spec(A4) minimal.
Man zeige, dass es ein p € Spec(A) minimal gibt mit pN B = q. %
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6 UBUNGSAUFGABEN 6.3 AUFGABEN ZUR KORPERTHEORIE

6.24. AUFGABE

Man untersuche die folgenden Polynome auf Irreduzibilitdt in Q[X]:
1. pgi=X*—9X3 - 6X +3

2. pp =X+ X3+ X +1

3. po:=2X3—-5X +1

4. pgi=X*+1

5. pe :=2X*4+6X3 —54X?% + 18X +6. O
6.25. AUFGABE

Seien R ein kommutativer Ring mit 1, I, J Ideale in R und p ein Primideal in R.

Man zeige: IJ Cp= 1 C p oder J C p. O

6.3 Aufgaben zur Korpertheorie

6.26. AUFGABE

Seien R ein faktorieller Integritdtsbereich mit Quotientenkérper K, f € R[X] ein normiertes Polynom
und ¢ € K mit f(a) =0.

Man zeige: a € R. Weiter folgere man fiir m,n € N :

/n eN = ®/n € 7. O

6.27. AUFGABE
Gesucht ist das Minimalpolynom von v/2 + /5 iiber Q. O

6.28. AUFGABE

Man zeige, dass es ein @ € R gibt mit a® — a? + a + 2 = 0, und bestimme das Minimalpolynom von a

iiber Q. O

6.29. AUFGABE
Es sei M C C mit 0,1 € M. Man zeige, dass Kon(M) ein Oberkdrper von Q(M U M) ist. O

6.30. AUFGABE
Sei M C C mit 0,1 € M. Dann gilt: a € Kon(M) = \/a € Kon(M). O

6.31. AUFGABE

Gesucht sind die Zerfallungskorper und deren Grade iiber Q von

1. X —18,

2. X? -2,

3. X4+ X241 und

4. X5 —1. O

6.32. AUFGABE

Gegeben seien die Korper K und L sowie der Ring R. Es gelte K C R C L und die Korpererweiterung
L|K sei algebraisch.

Man zeige, dass dann auch R ein Kérper ist. O
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6.3 AUFGABEN ZUR KORPERTHEORIE 6 UBUNGSAUFGABEN

6.33. AUFGABE
Gegeben seien der Korper K und ein Polynom f € K[X] vom Grad n € Ny. L bezeichne den Zerfallungs-
kérper von f {iber K. Man zeige: [L : K] | n! (in Z). O
6.34. AUFGABE

Seien L|K eine Korpererweiterung, a € K, f:= X" —a € K[X] irreduzibel in K[X] und b € L Nullstelle
von f.
Man zeige, dass fiir alle m € Z gilt:

n

[K(bm)iK]:m O

6.35. AUFGABE
Seien L|K eine algebraische Korpererweiterung und jedes Polynom aus K[X] zerfalle iiber L.

Man zeige, dass L dann algebraisch abgeschlossen ist. O

6.36. AUFGABE

Sei K ein endlicher Kérper mit char(K) = p.

1. Man zeige: Es gibt ein n € N mit |K| = p".

2. Weiter zeige man: Sind p prim, n € N und |K| = p™, dann ist K der Zerfallungskorper des Polynoms
XP" — X € F,[X] tiber F),. O

6.37. AUFGABE

Gegeben seien nun ein primes p, ein € N, ¢:= X?" — X € F,[X] und L = Zfk(q,F,).

Zu beweisen sind folgende Aussagen:

1. ¢ hat nur einfache Nullstellen in L.

2. K:={a€L|a"" =a} ist ein Unterkdrper von L.

3. L=K.

4. |K| =p". O

6.38. AUFGABE

1. Man zeige: Zu jedem endlichen Korper K gibt es genau ein Paar (p,n)N x N mit p prim und |K| = p™.

2. Weiter weise man nach, dass es zu jedem Paar (p,n) € N x N mit p prim (bis auf Isomorphie) genau
einen endlichen Korper K mit |K| = p gibt.

Dieser ist der Zerfillungskérper von XP" — X € F,[X] iiber F,. O

6.39. AUFGABE

Seien L|K eine normale, algebraische Korpererweiterung, L der algebraischer Abschluss von L. Seien
z,y € L.

Man zeige die dquivalenz folgender Aussagen:
1. z und y haben das selbe Minimalpolynom iiber K.
2. Es gibt einen Automorphismus der Korpererweiterung L|K, der z auf y abbildet.

3. Es gibt einen Automorphismus der Kérpererweiterung L|K, der = auf y abbildet. O

6.40. AUFGABE
Seien K ein Korper und f € K[X] irreduzibel mit Zerfallungskorper L.
Man zeige, dass alle Nullstellen von f in L die selbe Vielfachheit haben. %
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6.4 Aufgaben zur Galoistheorie

6.41. AUFGABE
Sei K = Q(v2,v5).
1. Man bestimme [K : Q).
Warum ist K|Q eine Galoiserweiterung?
. Man bestimme |Gal(K|Q)|.
. Welche Gruppen der Ordnung 4 gibt es?

2.

3

4

5. Wie viele Untergruppen hat Z,?

6. Man zeige: Gal(K|Q) = Zy X Zs.

7. Man gebe alle Zwischenkorper von K|Q an.
8

. Man zeige: Q(v2 + V5) = K. O
6.42. AUFGABE
Seien f = X3+ X2 —2X — 1 € Q[X] und K der Zerfillungskérper von f iiber Q.
1. Man zeige: f ist irreduzibel in Q[X].
2. Man rechne nach, dass fiir alle @ € K mit f(a) = 0 gilt: f(a? —2) =0 und K = Q(a).
3. Man bestimme [K : Q.
4. Man zeige: Gal(K|Q) = Zs. O

6.43. AUFGABE

Sei K =0,1,a,b ein Kérper mit 4 Elementen. Man zeige:
1. char(K) = 2 (das heift 1 +1 =0 in K).
2. Firallex € K gilt 22 =1= 2 = 1.

3. Weiter gebe man (ohne Begriindung) eine Additions- und Multiplikationstabelle fiir K an. O

6.44. AUFGABE

Seien K ein Kérper mit char(K) # 2 (d.h. 2 =141 # 0 in K) und die Koérpererweiterung L|K vom
Grad 2" habe die Gestalt L = K(\/a1, ..., /an) mit a1, ...,a, € K. Sei x := /a1 + - - + \/ap.

Man zeige:

1. L|K ist eine Galoiserweiterung.

2. Es gibt kein o € Gal(L| K (z)) mit o # idy,.

3. L =K(z). O

6.5 Aufgaben zur Theorie angeordneter Korper

6.45. AUFGABE

Seien (K, <) ein archimedisch angeordneter Korper, U, := {r € Q | r < a}, Oy :={r € Q| a <r} und
p: K — R eine Abbildung mit U, < p(a) < O,.

Man zeige:
1. p ist ein Ringhomomorphismus.
2. Fir alle a,b € K gilt: a < b < p(a) < p(b).

3. Ist (K, <) schnittvollstindig, dann ist p ein Isomorphismus angeordneter Korper. O
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6.46. AUFGABE

Seien K ein Korper und P ein Positivbereich von K. Man zeige:
1. K2C Pund PN —P = {0}
2. Ist C eine Anordnung von K, dann ist P< := {a € K | a > 0} ein Positivbereich von K.

3. Ist P ein Positivbereich von K, so wird durch a <p b:< b—a € P (a,b € K) eine Anordnung von K
definiert.

4. Durch < — P< und P — <p werden zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge der Anord-
nungen von K und der Menge der Positivbereiche von K definiert. %

6.47. AUFGABE
Fiir ein Polynom f € R[X] bezeichne lc(f) seinen Leitkoeffizienten.

1. Man zeige, dass

P:= {g ‘ f,g €R[X], g #0, f=0 oder 1c(fg)>0} C R(X)

ein Positivbereich von R(X) ist.

2. Weiter zeige man, dass seine zugehorige Anordnung <p nicht archimedisch ist. O

6.48. AUFGABE

Man zeige, dass der Korper
K :=QX)(v/—-(1+X2))

(X eine Unbestimmte) sich nicht anordnen lésst. O
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