Sktiprum zur Vorlesung

Algebraische Zahlentheorie

Private Mitschrift

7

iy,
i

8

I

i,
wm%ﬁﬁ%mﬁﬁs
AT
il
MR
..s%“““_mm%w__
IR Z 0

i

gelesen von
Prof. Dr. Alexander Prestel

Martin Gubisch

Konstanz, Sommersemester 2007



Inhaltsverzeichnis

Problemstellungen der Zahlenthorie

1 Kongruenzen und Moduln
1.1 Lineare Kongruenzen . . . . . . ... ...
1.2 Hohere Kongruenzen . . . . .. ... ...
1.3 Moduln . ... ... ... ... ... ..
2 Ganze algebraische Zahlen
2.1 Ganze Groken . . . . . ...
2.2 Dedekind-Ringe . . . . ... ... ... ..
2.3 Spuren und Normen . . ... .... ...
2.4 Lokalisierung . . . .. ... ... .....
3 Geometrie der ganzen Zahlen
3.1 GitterimR™ . ... ... L.
3.2 Darstellung von O als Gitter
3.3 Der Minkowskische Gitterpunktsatz
3.4 Endlichkeit der Klassenzahl . . . . . . ..
3.5 Der Dirichletsche Einheitensatz
4 Zerlegungstheorie
4.1 Fortsetzung von Idealen . . . . ... ...
4.2 Verzweigung von Primidealen . . . . . . .
4.3 Zerlegung und Verzweigung in Galoiserweiterungen
4.4 Zerlegung und Verzweigung in Kreisteilungskoérpern
4.5 Das quadratische Reziprozitétsgesetz
4.6 Der Satz von Kummer . . . . ... .. ..
5 Der Primzahlsatz von Dirichlet
5.1 Dirichlet-Dichten und Dirichlet-Reihen
5.2 Die Riemannsche ¢-Funktion . ... ...
5.3 L-Reihen und Charaktere . . ... .. ..
5.4 Der Dirichletsche Primzahlsatz
Ubungsaufgaben
Index

Literaturverzeichnis

21
21
22
23
25
26

28
28
31
32
35
36
37

39
39
40
41
42

43
51

53



1 Kongruenzen und Moduln Problemstellungen der Zahlenthorie

Problemstellungen der Zahlenthorie
Die Zahlentheorie beschéftigt sich mit der Theorie der ganzen rationalen Zahlen Z:

1. Die Suche nach ganzzahligen Losungen von diophantischen Gleichungen, also Gleichungen mit ganz-
zahligen Koeffizienten. Ein bekanntes historisches Beispiel ist die Fermatsche Gleichung

Xt+Ynr=2"

Diese hat offensichtlich die trivialen Losungen (a,0,a) und (0,a,a). Auch trivial ist der Fall n = 1.
Weitere Losungen: Fiir n = 2 gibt es unendlich viele (ganzzahlige) Losungen, zum Beispiel 32 +4* = 52.
Fiir n > 3 hingegen gibt es keine nicht-triviale Losung (Fermatsches Problem). Fermat schrieb dazu
an den Rand von Diophants Arithmetica:

Es ist unmaglich, einen Kubus in zwei Kuben zu teilen, eine vierte Potenz in zwei vierte Potenzen
oder, allgemeiner gesagt, irgendeine Potenz tiber der zweiten in zwei Potenzen des gleichen Grades:
Ich habe eine wahrhaft wunderbare Beweisfiihrung entdeckt, die auf diesem Rand keinen Platz findet.

Die Nichtlésbarkeit der Gleichung konnte fiir viele einzelne n gezeigt werden; endgiiltig gelést wurde
das Problem aber erst 1995 von Andrew Wiles und Richard Taylor.

2. Wann ist eine Primzahl Summe zweier Quadrate, d.h.
p=a%+y*?

Genau dann, wenn p = 1 mod 4, z.B. 5 = 12 + 22 oder 13 = 32 + 22. Der Beweis dazu ist etwas
komplizierter und setzt folgendermaken an: Zu Q(v/—1) = Q + v/—1Q betrachte N : Q(i) — Q mit
N(a+ib) = a® +b* = (a+ib)(a — ib). Dies ist eine (multiplikative) Normabbildung, d.h. es gelten die
Axiome einer Norm und N(af8) = N(a)N(B) fiir alle a, 8 € Q(¢). Beachte dabei: o : Q(i) — Q(¢) mit
a+1ib +— a—ib ist ein Homomorphismus. Also: Eine Primzahl ist genau dann Summe zweier Quadrate,
wenn sie eine Norm ist: N(n +im) = n? + m? € Z. Betrachte zur Losung weiter den faktoriellen Ring
Z+iZ C Q(¢). Allgemein: Z C Q C K mit Grad [K : Z] = n, d.h. K ist eine Korpererweiterung
K = Q(a) C C (Satz vom primitiven Element). Wir kommen auf dieses Problem spéter zuriick.

3. Die Goldbachsche Vermutung, dass jede gerade Zahl sich als Summe zweier Primzahlen darstellen lasst,
konnte bis heute weder bewiesen noch widerlegt werden und ist eines der sogenannten Hilbertschen
Probleme.

4. Bereits Euklid konnte zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt: Angenommen, es gébe nur
endlich viele Primzahlen, etwa p1, ..., p,. Dann kann p = p; - - - p,, + 1 nicht prim sein, muss also einen
Primteiler haben. p; ---p, hat diesen ebenso als Primteiler, also wird auch 1 von ihm geteilt, ein
Widerspruch.

1. Kongruenzen und Moduln

1.1. Lineare Kongruenzen

Wiederholung 1.1.

1. Sei ab jetzt R stets ein kommutativer Ring mit Eins. Weiter sei [ ein R-Ideal, d.h. [ C Rmit I+1 C T
und RI C I.

2. Mit R bezeichnen wir den Restklassenring R/I = {a+ I | a € R}.

3. Fiir Hauptideale (b) in R setzen wir @ mod (b) = a mod Rb = a mod b. a = b mod I bedeutet dabei,
dass a — b € I. Wir schreiben @ = b, wenn klar ist, dass Restklassen bzgl. des Ideals I gemeint sind.

4. Tm Fall R = Z und I = nZ fiir ein n € Z ist beispielsweise R = Z/nZ = {0+ nZ, ..., (n — 1) + nZ} die
Menge {0, ...,n — 1} (welche nicht notwendig aus n ELementen bestehen muss). Wir bezeichnen diese
auch mit Z,,. a = b mod nZ bedeutet dabei a — b € nZ, d.h. n ist ein Teiler von a — b.

5. Die Restklassenabbildung R — R/I mit a — a+ I =@ ist ein Ringhomomorphismus, der kanonische
Homomorphismus, denn es gelten a + b = @ + b sowie ab = ab.

6. Mit (a,b) = (ggT(a,b)) ist das Ideal, das vom grokten gemeinsamen Teiler der Zahlen a,b erzeugt
wird. Wir bezeichnen auch ggT(a,b) selbst mit (a,b). O
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1.1 Lineare Kongruenzen 1 Kongruenzen und Moduln

Satz 1.2. (Chinesischer Restsatz, ca. 3. Jh. n. Chr.)
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und seien [, ..., I,, Ideale in R mit I; + I; = R fiir alle i # j.

u xy,...,x, € R gibt es dann ein x € R mit x = x; mod I; fiir alle 1 < i < n.

Beweis. (per Induktion iiber n)
1. n=2: Seien a; € I1 und as € Iy mit a1 + as = 1. Setze x = x1a2 + x2a1. Dann gelten

x=z1a2 = (1 —a1)z1 =1 — a121 = 1 mod I4,

x = x9a1 = (1 — ag)xe = T2 — asxy = x9 mod Is.

2. n > 2: Wir betrachten den Fall I1 + I, = R. Fiir ¢ > 2 gibt es a; € I; und b; € I; mit a; +b; = 1. Dann

1st

i>2 i>2 i>2
wobei alle Faktoren bis auf den letzten in I; liegen und der letzte in I = (\{I; | i > 2}, d.h. 1 +1 = R.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es y; € R mit y; = 1 mod I; und y; = 0 mod I. Analog gibt es
y; € Rmity; =1 mod I undy; =0 mod ({I; | i # j} firallel < j <n.Setze x = z1y1+ - -+TnYn,
dann = = z;y; mod I; (denn x; € I; fiir alle ¢ # j) und z;y; = ;1 = z; mod I;. O

Korollar 1.3.
Seien R ein Hauptidealring und ps, ..., p, € R paarweise verschiedene Primelemente.

Dann gibt es zu vy, ..., € Nund z1,...,2, € R ein 2 € R mit = 2; mod p;".

Beweis.

Fir I, = Rp;" gilt: Ist ¢ # j, dann I; + I; = R, denn (p;”‘,p;’) = (1). Die Behauptung folgt somit mit
dem Chinesischen Restsatz 1.2. O

Satz 1.4. (Losbarkeit linearer Kongruenzgleichungen in 7))

1. Die Kongruenzgleichung ax = b mod n ist genau dann losbar, wenn (a,n) ein Teiler von b ist.

2. Ist (a,n) ein Teiler von b, so gibt es genau (a,n) viele Losungen modulo n.

Beweis.
1. a) Gelte ac = b mod n, dann ist ac — b = dn fiir ein d € R, also b € (a,n) und damit (a,n) | b.

b) Sei umgekehrt b = ¢d mit d = (a,n). Dann ist d = axg + nyo, d.-h. b = cd = acxy + ncyo, also
b = a(cxzp) mod n, also ist a(cxg) eine Losung der Kongruenzgleichung.

2. Bezeichne d = (a,n), sei g eine Losung der Kongruenzgleichung und sei n = de. Dann gilt fir jedes
0 <i < d, dass a(xg + z%) = axrg = b mod n, denn a% = gn. Seien also 1,2 zwei Losungen der
Kongruenzgleichung, dann existieren 0 < i < j < d mit z; = o + 1% und xe = xo +j%. Fiir diese gilt:

:Eo—l-igzxo—kjgmodn = (i—j)%:()modn
.n
= all-i5
= de | (i—j)e
= 1 =7 mod d
= i=7.
Also gibt es genau d Loésungen. O
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1 Kongruenzen und Moduln 1.1 Lineare Kongruenzen

Korollar 1.5.
1. Sind a,n teilerfremd, so besitzt die Gleichung ax = b mod n genau eine Lisung.

2. Es gilt: ax = 1 mod n ist losbar g.d.w. ax = 1 mod n ist eindeutig losbar g.d.w. (a,n) = 1.

Bemerkung 1.6.

m € Zy ist genau dann eine Einheit, wenn maz = 1 mod n l6sbar ist. Nach Korollar 1.5 ist dies genau
dann der Fall, wenn (m,n) =1, d.h. Z besteht genau aus den zu n teilerfremden Resten. O

Definition 1.7.
Die Abbildung ¢ : Z — N mit p(n) = $Z¢ heifit die Eulersche ¢-Funktion.

Bemerkung 1.8.

Genau dann ist n € Z prim, wenn ¢(n) =n — 1:

en)=n-1 — ax = 1 mod n ist fiir alle @ # 0 lésbar
— fiir alle a € Z, die nicht von n geteilt werden, gilt (a,n) =1
= n ist eine Primzahl.
Folglich erhalten wir daraus, dass Z,, genau dann ein Korper ist, wenn n prim ist. O

Satz 1.9. (Euler, 1763)

Seien a,n € Z mit (a,n) = 1. Dann ist a¥™ =1 mod n.

Beweis.

Aus (a,n) = 1 folgt @ € 2%, d.h. @™ =@ =1 in Z,. O

Beispiel 1.10.
Es gilt 55 =1 mod 7, da (5,7) = 1. Da 19, 23 teilerfremd, ist 19%?2 = 1 mod 23. O

Lemma 1.11.

Ist K ein endlicher Korper, dann gilt [[ a= [ a=-1.
ac KX a#0

Beweis.

Sei fK = ¢, dann ist ¢ eine Primzahlpotenz, d.h. es gibt ein primes p € N und einen Exponenten m € N
mit ¢ = p™, und es gilt §K* = ¢ — 1.

1. Fiir p # 2 ist ¢ — 1 gerade. Das Polynom X9~ — 1 hat alle a # 0 als Nullstellen, denn Ord(a) | $K*
in der multiplikativen Gruppe K*, d.h. a?~! = 1. Dann ist

q—1
X0 o1=(X—a1) (X —ag1) — —1=][(-a)=]] e
i=1 a#0
2. Ist p =2, dann gilt —a; = q; fiir alle 4, also —1 = [] a. |
a#0
Satz 1.12. (Wilson, 1771)
Fiir n € N gilt: n ist genau dann prim, wenn (n — 1)! = —1 mod n.
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1.2 Héhere Kongruenzen 1 Kongruenzen und Moduln

Beweis.
1. Sei n prim, dann ist Z,, ein endlicher Kérper und die Behauptung folgt aus Lemma 1.11.

2. Nehmen wir umgekehrt an, n = pg mit p prim und ¢ # 1. Dann ist (n — 1)! = 0 mod p. Aus
(n —1)!'= —1 mod n folgt dann (n — 1)! = —1 mod p, d.h. 0 = —1 mod p, ein Widerspruch. O

Satz 1.13.
. Es gibt ¢(n) viele Erzeugende von (Z,,, +).
. Sei p prim. Dann hat (Z),-) ¢(p — 1) viele Erzeugende.
. Es gibt ¢(n) viele primite n-te Einheitswurzeln.

1
2
3
4. Besitzt n € N die Primfaktorzerlegung n = p7* - - - p¥m. Dann gilt ¢(n) = p(p7*) - - - (pim).
5. Seien p prim und v € N. Dann ist p(p¥) = p*~L(p — 1).

6

. Insbesondere ist o(n) = p* (1 —p;Y) - pm (1 —p; ) =n [[(1 —p~1).
Pl

Beweis.

1. (Zn,+) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n, welche beispielsweise von 1 erzeugt wird. Sei T ein
beliebiger Erzeuger der Gruppe, dann ist Z,, = {m, 2m, ...,nm}, d.h. die Abbildung p : Z,, — Z,, mit
5+ m5 = ms ist ein Gruppenisomorphismus. Damit gilt: m erzeugt Z, g.d.w. mz = 1 ist eindeutig
losbar g.d.w. m € Z). Also besitzt (Z,,+) genau p(n) viele erzeugende Elemente.

2. Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers ist zyklisch. Damit ist speziell
Z, eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1 und hat somit ¢(p — 1) Erzeuger.

3. Bezeichne ¢, = e*+" und U,, = {¢™ | m € Z} die (zyklische) Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Dann
27

definiert p : (Zyn, +) — (Up,-) mit m +— e» ™ = (™ einen Isomorphismus, denn p(r +s) = ¢"¢2. Dann

ist """ eine primitive n-te Einheitswurzel, d.h. ein Erzeuger von U, g.d.w. ™ € Z*.
n 1% ’ g ) & n

4. p: 7 — prlq X o X Lyrm mit @ = (a1, ..., am), a; = a mod p;*, ist ein Ringhomomorphismus (im Fall
m = 1 der kanonische Homomorphismus). p ist surjektiv, denn nach Korollar 1.3 zum Chinesischen
Restsatz gibt es zu a; € Zpiw eina € Zmit a = a; mod p;*,i=1,...,m, d.h. p(a) = (a1, ..., an,). Weiter
ist Kern(p) = (p")N---N(pi) = (n). Nach dem Homomorphiesatz ist somit Zy, = Zy1 X« X Zyzm .
Damit gilt: (aq, ..., @) ist eine Einheit in Loy X -+ X Lz g.d.w. alle a; sind Einheiten in Z,v: . Dies
liefert einen kanonischen Isomorphismus Z;¢ Z;Tl X +ee X Z;,”,Z"” d.h. o(n) = @(P7) - ppim).

5. Fiir alle 0 < a < p” gilt: @ € Z,, g.d.w. (a,p”) = 1. Gelte nun @ = pb, dann ist 0 < b < p¥~1, also

)

t{a| (a,p¥) =1} =p" —p"~ L =p" ' (p—1). O

1.2. Hohere Kongruenzen

Satz 1.14.
Besitze m € Z die Primfaktorzerlegung m = pi* ---p%* und sei f € Z[X]. Dann sind &quivalent:
1. Die Kongruezgleichung f(X) = 0 mod m ist losbar.

2. Die Kongruenzgleichungen f(X) = 0 mod p;”* sind losbar fiir alle 1 < < s.

Beweis.

1. Sei a € Z mit f(a) =0 mod m, dann gilt f(a) | m, somit auch p;”

m fiir alle ¢, d.h. f(a) =0 mod p;".

2. Seien umgekehrt a1, ...,as € Z mit p;* | f(a;). Mit dem Chinesischen Restsatz 1.2 wihlen wir ein

a € Z, das alle Kongruenzgleichungen a = a; mod p}* erfiillt, d-h. @ = @ in Z,vi. Aus f(a;) = 0 in

L, folgt dann f(a) = 0 in Z,v fiir alle 1 <@ < s, d.h. m = py* ---py* ist ein Teiler von f(a) und

S

somit f(a) =0 mod m. O
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1 Kongruenzen und Moduln 1.2 Héhere Kongruenzen

Satz 1.15. (Euler-Kriterium)
Seien p # 2 prim und @ € Z mit p { a. Dann sind dquivalent:
1. a ist ein quadratischer Rest modulo p, d.h. die Kongruenzgleichung X2 — a = 0 mod p ist lésbar.

2. "7 st die Kongruenzgleichung X = 1 mod p.

Beweis.

1. Seien b € Z mit a = b> mod p und ¢ ein Erzeugendes von Z), d.h. Ord(¢) = p — 1. Dann existieren
Exponenten 0 < 7,5 < p—1mit @ = ¢" und b = ¢*; wegen " = (%>*ist r =2smod p — 1. Dap—1
ungerade, ist r somit gerade, d.h. @ liegt in der Untergruppe der Quadrate U={¢*|0<s< %}

von Z, . Damit teilt Ord(a@) die Gruppenordnung Ord(U) = 55~ L dh.as =1
2. Sei wieder @ = ¢". Wir miissen zeigen, dass r gerade ist. Wegen Ord(a) | p% ist (CT)’%1 =1, d.h.
(p—1) | 7‘1’2;1 und damit 2 | r. O

Definition 1.16. (1798)
Seien p prim, p # 2, und a € Z.

a 0 pla
() = 1 a ist quadratischer Rest mod p

p —1 sonst

heifst das Legendre-Symbol von a iiber p.

Bemerkung 1.17. (Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol)
1. Gelte pfa. Dann ist () = a*= mod p:
Wegen a? ' =Tist @ %5 = £1. Mit dem Euler-Kriterium 1.15 folgt: ( )=+1 g.d.w. T = +1.
2. Speziell gilt (=) = (-1)"= .
3. Gelte a = b mod p, dann ist () = (%):
Wegen @ = b ist a”= = b"=" mod p, d.h. (%) = (%).
4. (+) ist multiplikativ, d.h (%) =(2)(%):
Gelte E p1ta, ptb, dann ist (%) (ab)pT_1 =az bz = (%)(%) mod p, d.h. (%) = (%)(g)
5. (L) = (2)(=1)"7"*3" fiir ¢ # 2 prim und () = (—1)*%" fiir ¢ = 2.
Dies ist das sogenannte quadratische Reziprozitatsgesetz und wird in Kapitel 4.5 bewiesen.

Beispiel 1.18.

L (82) = (2)(E)(E) = (E)(E) = (DHE)-1) = (-DE)(3) = (D) = (-)(-1)F =1.
2. () =G =EDE)=EDEDE) = (F) =(3) =1 0

Bemerkung 1.19.

1. Seienm = p{* -+ - p% und a € Z. Dann gilt: a ist quadratischer Rest modulo m g.d.w. a ist quadratischer
Rest modulo p;* fiir alle 1 < i < s.

2. Sel p # 2 mit p { a. Dann gilt: a ist quadratischer Rest modulo p¥ g.d.w. a ist quadratischer Rest
modulo p.

3. Gelte 2 a. Dann gilt: a ist quadratischer Rest modulo 22 g.d.w. @ = 1 mod 22 und a ist quadratischer
Rest modulo 2 g.d.w. a ist quadratischer Rest modulo 2" fiir alle r > 3. O
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1.3 Moduln 1 Kongruenzen und Moduln

Bemerkung 1.20. (Dirichletscher Primzahlsatz)
Seien r, s € Z mit (r,s) = 1. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = r mod s.

Der Beweis ist ziemlich kompliziert und findet sich in Kapitel 3.5. %

Korollar 1.21.

Sei a quadratischer Rest modulo p fiir fast alle Primzahlen p. Dann ist a ein Quadrat in Z.

Beweis.

Habe a € Z die Darstellung a = +b%p; - - - 41 fiir ein m € Ny und paarweise verschiedene Primzahlen
D1y eeey Pmt1. Wir suchen unendlich viele Primzahlen p mit (%) =1firalle:=1,...,mund (pm%) = -1,
(’71) =1, denn dann gilt nach den Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol, dass (%) = —1 und somit ist
a kein Quadrat modulo p.

1. Sei m > 1 und seien alle p; ungerade. Sei v € Z mit (pnz‘“ ) = —1. Mit dem Chinesischen Restsatz 1.2
wahlen wir ein r € Z mit » = 1 mod 4p; - - - p;,, und 7 = u mod Py, 11. Dann gilt fiir s = 4p;y - Prt1,
dass (r,s) = 1. Nach dem Dirichletschen Primzahlsatz 1.20 gibt es somit unendlich viele Primzahlen
p mit p = 7 mod s. Also gelten p = 1 mod 4p; - - p,,, d.h. es gilt (pﬁ) =1 fir alle 1 < i < m,

und p = u mod py41, d.h. (prf’ﬂ) = —1. AuRerdem ist (_?1) =1,da4 | (p—1), dh 2 ist

gerade. Mit dem quadratischen Reziprozitatsgesetz 1.17 erhalten wir schlieklich 1 = (p%) = (%) und
— P _ (Pm+1

_1 - (p7n+1) - ( p ).

2. Seien m > 1 und py,4+1 = 2. Wahle r =5 mod 8 und » = 1 mod p; - - - p,. Setze s = 8py -+ - pmy, dann
ist (r,s) = 1, also sind die Voraussetzungen des Dirichletschen Primzahlsatzes 1.20 erfiillt. Mit den

Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol erhalten wir: p = 5 mod 8, d.h. p = 1 mod 8, also (i) = (%),

und p = 1 mod p1 - py,, d.h. (pﬁ) = 1. Wie eben ist (_71) = 1. Aus p = 5 mod 8 folgt schlieklich, dass
(%) =—1,da p2g1 ungerade ist.

3. Der letzte zu betrachtende Fall ist @ = —b?. Wihle p = 3 mod 4, dann ist p — 1 = 2, d.h. % =1
bzw. (_71) = —1, also (}) = —1. Nach dem Dirichletschen Primzahlsatz 1.20 finden wir unendlich viele
solche p. ([l

1.3. Moduln

Wiederholung 1.22.

1. Sei stets A ein kommutativer Ring mit Fins. Beispiele fiir A-Moduln sind:
a) (A,+) selbst mit der Multiplikation az = a - z.
b) Jeder A-Vektorraum mit der Skalarmultiplikation, falls A ein Korper ist.
¢) Im Fall A =7 wird jede abelsche Gruppe (G, +) mit mz =z + - -- + x zu einem A-Modul.
d) Seien V ein K-Vektorraum und f € End(V). Dann ist V mit p(f)z = p(f)(x) ein K[f]-Modul.
e) Sei I ein A-Ideal, dann ist A/ mit aa = @a ein A-Modul.

2. Es gilt der Homomorphiesatz: Ist f : L — M ein Modulhomomorphismus, dann ist L/Kern(f) = f(L)
via des kanonischen Homomorphismus f : T — f(x).

Bemerkung 1.23.

1. Sei M ein R-Modul und sei (Uy)xea eine Familie von R-Untermoduln von M. Dann ist
Z Uy = {Z uy | ux € Uy und fast alle uy = 0}
AEA AEA

ein R-Untermodul von M.
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1 Kongruenzen und Moduln 1.3 Moduln

2.

3.

Sei (My)xea eine Familie von R-Moduln. Dann ist
[T M = {(tma)ren | ma € My}
PYIN
mit komponentenweiser Addition und komponentenweiser skalarer Multiplikation ein R-Modul.

Ein R-Untermodul von [] M) ist gegeben durch
AEA

D My = {(ma)aea | ma € My und fast alle my = 0} . o
A€A

Wiederholung 1.24. (Erzeugendensystem und Basis)

1.

Seien M ein R-Modul und Uy, ..., U,, R-Untermoduln von M. Dann gelten:
a) M=U, + -+ U, g.d.w. jedes a € M besitzt eine Darstellung a = uy + - - - + uy, mit u; € U;.

b) M=U1®---®U,, g.d.w. jedes a € M besitzt eine eindeutige Darstellung a = uy + - - - + uy, mit
u; € Uj.

. Ein Erzeugendensystem eines R-Moduls ist eine Familie (vy)xea mit M = Y Ruy.

AEA

. M heifit endlich erzeugt, falls es ein Erzeugendensystem endlicher Linge gibt, d.h. falls es eine endliche

Indexmenge A gibt, so dass (vy)aea ein Erzeugendensystem von M ist.
Eine Basis von M ist eine Familie (v))xea mit

M = Z Ru), und Z a vy = 0 impliziert ay = 0 fiir alle A € A.
AEA AEA

M heifst ein freier Modul, falls M eine Basis besitzt. Ist M ein freier Modul mit Basis {v1, ..., v},
dann heifit m der Rang von M. Der Rang eines endlich erzeugten Moduls ist eindeutig bestimmt, aber
nicht jeder Modul ist frei.

. Sei M ein freier R-Modul mit Basis {v1, ..., vy, }. Dann ist die Koordinatenabbildung ¢ : M — R™ mit

¢(v;) = €' ein R-Modul-Isomorphismus. Es gilt R" & R™ g.d.w. n = m.

M = Rvy + - -- + Ru,, ein freier R-Modul mit Basis {vy, ..., v }. Dann ist M = Rv; & - - - @ Roy,. Die
Umkehrung ist falsch: Sei M = Rv; @ - - @ Ro,y,, dann folgt aus > ayv; = Y Sv; nur ayv; = Biv;,
aber nicht unbedingt o; = 5;, d.h. {v1,...,v,,} ist dann im Allgemeinen keine Basis von M.

. Sind L € M zwei R-Moduln, so kénnen beide die gleiche Basislinge haben: Beispielsweise haben Z

und nZ beide die Basisldnge 1, denn (1) ist eine Basis von Z und (n) ist eine Basis von nZ. O

Bemerkung 1.25. (Annihilator)

1.

Zu dem Homomorphismus f : R — Rv mit a — av heifit das R-Ideal Kern(f) = {a € R | av = 0}
der Annihilator von v und wird mit Ann(v) bezeichnet.

. In dem Z-Modul Z/nZ ist Ann(1) = nZ. Z/nZ ist nicht frei: (1) ist ein Erzeugendensystem von Z/nZ,

aber nl = 0 fiir n # 0. o

Wiederholung 1.26. (Modul-Struktursitze)

1.

Seien R ein Hauptidealring, M ein freier R-Modul mit Basis {vi,...,v,} und M’ # {0} ein R-
Untermodul von M. Dann ist M’ frei vom Rang m < n und es existiert eine Basis {e1,...,e,} von M
und eine Teilerkette von Koeffizienten oy | -+ | au € R\{0}, so dass eine Basis von M’ gegeben ist
durch {aqey, ..., mem}. (Elementarteilersatz)

. Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existieren vy, ...,v,, € M

und eine Teilerkette o | -+ | @y € R mit M = Rvy @ --- @ Rv,, und Ann(v;) = Ra;, speziell
Ann(viy1) € Ann(v;), fiir alle i =1, ..., m. (Erster Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln)
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2.1 Ganze Grofen 2 Ganze algebraische Zahlen

3. {v1,..., U} muss keine R-Basis von M sein. Es gilt stattdessen:
Y ovivi=Y Bivi <= (vi—B)vi =0 <= (3, —fB;) € Ann(v;) <= 7, = f§; mod a;.
i=1 i=1

4. Sei R ein Hauptidealring und Integritédtsbereich und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt
€8 U1, ooy U € M, p1, ... D € R prim (bzw. irreduzibel) und vy, ..., vy, € Ng mit M = Ru; @+ - - ® Ry,
und Ann(v;) = Rp;" oder {0}. (Zweiter Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln)

5. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist direkte Summe von endlich vielen Kopien von Z und von
gewissen zyklischen Gruppen Z/p;Z. (Struktursatz fiir endlich erzeugte, abelsche Gruppen)

Beweise der Struktursétze finden sich in [6], Kapitel 4.6. O

Korollar 1.27.
Sei G eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe. Dann gibt es v € G mit Ord(v) = kgV{Ord(w) | w € G}.

Beweis.

G ist ein endlich erzeugter Z-Modul. Nach dem Ersten Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln 1.26
besitzt G dann eine Darstellung G = Zv1®- - -®Zv,, =2 myZ®- - -®m,,Z mit Ann(vy) 2 -+ - 2O Ann(v,) bzw.

my | -+ | mp und Ord(v,) = my, fir gewisse vy, ...,v, € G. Sei w € G. Dann ist w = av1+- - -+ @, vy, fiir
gewisse a, ..., . Damit ist m,w = aympv1+- - -+ aymyv, = 0, denn m,, € Ann(v,), d.h. m,, € Ann(v;)
fir i = 1, ...,n. Also ist auch m,, € Ann(w) = Ord(w)Z, d.h. Ord(w) ist Teiler von m,,. O

2. Ganze algebraische Zahlen
2.1. Ganze Grofien

Definition 2.1.

Seien L ein Korper, R ein Unterring von L und o € L. Dann heifst  ganz {iber R, falls es ein normiertes
Polynom f € R[X] gibt mit f(a) = 0. « heifst ganz algebraisch, falls R = Z ist.

Beispiel 2.2.

1. Sei a € Z, dann annuliert « das normierte Polynom f(X) = X — a € Z[X], d.h. die “ganzen” Zahlen
Z sind ganz im Sinne der obigen Definition.

2. Sei a« € Q\Z, etwa a = ,% mit 7, 8,y € Z, 7 prim und 7 { (3. Dann ist « nicht ganz: Angenommen,
fiir das Polynom f(X) = X"+ a,—1 X" ! +ag € Z[X] gilt f(a) = 0. Multiplikation mit (ym)" liefert:
B+ an_18" "L (yw) + -+ ag(ym)™ = 0. 7 teilt alle Summanden auRer dem ersten und = teilt auch 0.

Also muss auch 7 | 8™ gelten, d.h. 7 | 8, ein Widerspruch.

3. Wir haben dabei nur benutzt: Q = Quot(Z) und Z ist faktoriell, d.h. ist allgemein L der Quotienten-
korper eines faktoriellen Ringes R, dann gilt: o € L ist ganz liber R g.d.w. a € R. %

Lemma 2.3.

Seien L ein Korper, R ein Unterring von L und o € L. Dann sind dquivalent:
1. « ist ganz iiber R.

2. RJa] ist ein endlich erzeugter R-Modul.

3. Es gibt einen nicht trivialen, endlich erzeugten R-Modul M mit aM C M.

Beweis.
Wir zeigen die Implikationen (1) = (2), (2) = (3) und (3) = (1).
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2 Ganze algebraische Zahlen 2.1 Ganze Gréken

1. Sei o ganz iiber R, etwa a” + a,_10™" "' + .-+ 4+ ag = 0 fiir gewisse Koeffizienten a; € R. Also liegt
a™ = —a,_1a" "t —- .- —qg im endlich erzeugten R-Modul M = Ra™ '+ .-+ R. Per Induktion folgt:
Alle o™ liegen in M, also R[a] C M C R|a], d.h. M = R[a].

2. Sei M = R][q] ein endlich erzeugter R-Modul. Wegen 1 € M ist M # {0}. Weiter ist aR[a] C R|a].

3. Sei M = Rp1 + -+ + RBn, M # {0}, mit aM C M, etwaaﬁi:aﬂﬁl—i—'n—&—qmﬁn,1§i§n, mit

nicht notwendig eindeutig bestimmten a;; € R. Bezeichne A die Matrix (au)iggs . Dann gilt fiir das

normierte Polynom f(X) = det(XId — A) € R[X], dass f(a) =0, d.h. a ist ganz tiber R. O

Definition 2.4.

1. Seien M ein R-Modul und o € R mit M C M. Dann heiflt o ein Stabilisator von M.
2. R={a € L | «aist ganz iiber R} heifit der ganze Abschluss von R in L.

3. R heiflt ganz abgeschlossen in L, falls R = R erfiillt ist.

Bemerkung 2.5.
1. Rist Teilring von L mit R C R:

Wir zeigen, dass R abgeschlossen ist unter den Ringoperationen. Seien dafiir ar, 3 € R. Dann existieren
nichttriviale, endlich erzeugte R-Moduln M, M mit aMy C My und SMs C Ms. Setze M = My M,
dann gelten (a+B8)M C M und (af)M C M, d.h. a+3 € Rund a8 € R. Also ist der ganze Abschluss
von R in L ein Ring.

2. Sei R faktoriell mit L = Quot(R). Dann gilt R = R.

Der Beweis wurde bereits in Beispiel 2.2 gefiihrt.

3. Esgilt: R=R:

Wir zeigen R CR.Seiac R. Dann gibt es einen nichttrivialen R-Modul M = RB; + -+ RS, mit
aM C M, dh. af; = anfr+ -+ ainfy fiir gewisse a;; € R, 1 <4,j < n. Dann ist R’ = R[a”]E;EZ
ein endlich erzeugter R-Modul. Setze M’ = R’ + - - -+ R'f3,,. Dies ist ein endlich erzeugter R’-Modul,

also auch R-Modul, mit aM’ C M’. Also ist o ganz iiber R, d.h. o € R. O

Definition 2.6.

—_

. Eine Erweiterung von Q durch Quadratwurzeladjunktion nennt man eine quadratische Erweiterung.
2. d € Z heikt quadratfrei, falls fiir alle a € Z aus a? | d folgt, dass a = +1.

3. Der Korper K = Q(\/E) mit d € Z quadratfrei heifft quadratischer Zahlkorper.

4

. Wir bezeichnen den ganzen Abschluss von Z in K mit Og.

Beispiel 2.7.

1. Im Fall K = Q(v/—1) ist O = Z + Z(y/—1) ein Hauptidealring.

2. Fiir K = Q(\/5) ist Ox = Z + 1+T‘/EZ ebenfalls ein Hauptidealring.

3. Fiir K = Q(v/-5) ist Ok = Z + Z(v/—5) dagegen kein Hauptidealring.

Allgemein gilt: %

Satz 2.8.
1. Es ist Og = Z + Z+V/d, falls d = 2 mod 4 oder d = 3 mod 4.

2. Esist Ox =7Z + 1+2\/3Z, falls d = 1 mod 4.
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2.2 Dedekind-Ringe 2 Ganze algebraische Zahlen

Beweis.

Seia=a+bv/de K mit a,b e Qund k: K — K mit a + bV/d — a — bv/d die Konjunktion in K; wir
setzen @ = k(). Dann gilt:

« ist ganz tiber Z Irr(o, Q) € Z[X]
(X —a)(X —a) € Z[X]
a+a, ac €7

2a, a® — b*d € Z.

[

Setze a = 5 und b = § mit u,v € Q. Dann ist a = %—i—%\/gganz gdw. u € Z,u?—v%:d € 4Z und v € 7Z.

1. Gelte d = 2 oder d = 3 mod 4. Dann ist v2u? = 0 oder v2u? = 1 mod 4. Es ist

u? —1?d=0mod 4 <= v*=0=v"mod4 < 2|u, 2|v < a,bcZ

Also ist O = Z + ZV/d.
2. Gelte d =1 mod 4. Dann gilt

w—1v?d=0mod4 — u=v=0mod 2 und u=v =1 mod 2.

Damit ist O = (Z + Zvd) U ((AZ) + (L + 2Vd)) = Z + 1Yz, O

2.2. Dedekind-Ringe

Definition 2.9.

Seien K ein Korper und R ein Teilring von K. Dann heifst R ein Dedekind-Ring, falls R ganz ab-
geschlossen in K ist, nicht-triviale Primideale von R maximal sind und R Noethersch ist, d.h. alle
R-Ideale endlich erzeugt sind.

Bemerkung 2.10.

1. In Hauptidealringen sind Primideale maximal: Seien némlich p prim und p = Rp C Ra, dann wire a
ein echter Teiler von p, ein Widerspruch.

Genau dann ist R ein Hauptidealring, wenn R faktoriell ist und Primideale von R maximal sind.

Ein Dedekind-Ring ist genau dann faktoriell, wenn er ein Hauptidealring ist.

Seien R ein Hauptidealring und K = Quot(R). Dann ist R ein Dedekind-Ring.

Der ganze Abschluss Ok von Z im quadratischen Zahlkérper K ist ein Dedekind-Ring, vgl. Satz 2.23.
Ideale in einem Dedekind-Ring R haben die Gestalt Ra; + --- + Ra,, mit a; € R.

Ein R-Modul in K ist Rby + -+ + Rby, mit b; = 7 fiir a; € R und ¢ € R, also %(Ral + -+ Rap).0

R A S

Definition 2.11.

A C K heift gebrochenes R-Ideal, falls es ein ¢ € R\{0} gibt, so dass cA ein R-Ideal ist, und ganzes
R-Ideal, falls bereits A C R gilt.

Bemerkung 2.12.

1. Sei R Noethersch. Da alle R-Ideale endlich erzeugt sind, gilt: A ist ein gebrochenes R-Ideal genau
dann, wenn A ein endlich erzeugter R-Modul ist.

2. Seien A, B gebrochene R-Ideale und C' ein ganzes R-Ideal. Wir setzen

m

i=1

Es gelten:

mEN,aieA,biEB} und Clz{aEK

ozAQR}.
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2 Ganze algebraische Zahlen 2.2 Dedekind-Ringe

a) Ist A C K ein gebrochenes R-Ideal, dann aA C A fiir alle a € R. Da A ein R-Modul ist, gilt
aullerdem A + A C A.

b) Sind A C K ein gebrochenes R-Ideal und aé C A, dann ist a € R, denn da A endlich erzeugter
R-Modul, ist a ganz iiber R und damit a € R = R.

¢) Sind A, B gebrochene R-Ideale, dann ist auch AB ein gebrochenes Ideal.

d) Seien A, B,C C K gebrochene R-Ideale. Dann gelten A(BC) = (AB)C und AB = BA sowie
RA=A.

e) Seien A, B ganze R-Ideale, dann ist AB C AN B.

f) Sei A ein ganzes R-Ideal, dann ist A~! ein gebrochenes R-Ideal, denn aus d € A folgt stets
A 'd=dA ' CR.

g) Essind RCA™, RATVC A 'und A~ + A1 C A1 sowie A71A C R.

3. Fir ganze R-Ideale A, B C K setzen wir A | B :< B C A. Dann gilt speziell in Hauptidealringen:
(@) | () = al|be(b) < (a) %

Proposition 2.13.
Sei p ein Primideal in R und seien A, B ganze R-Ideale. Dann gilt p | AB <= p | A oder p | B.

Beweis.

Gelte zunichst AB C p. Angenommen, A ¢ p und B ¢ p, dann gibt es a € A und b € B mit a,b ¢ p.
Wegen ab € AB C p folgt aber a € p oder b € p, ein Widerspruch.

Die Riickrichtung ist trivial, denn es gilt AB C A. |

Lemma 2.14.

Sei R ein Dedekind-Ring. Fiir nicht-triviale Primideale p gilt dann: pp~! = R.

Beweis.

Schritt 1: Sei A # {0} ein ganzes Ideal. Angenommen, es gibt keine Primideale p1,...,p, # {0} mit
p1---pn € A. Sei M die Menge aller solchen A. Dann M # () und da R Noetschersch, gibt es ein
maximales A € M. A ist nicht prim, d.h. es gibt a,b € Rmit ab € Aund a,b ¢ A. Setze Ay = A+ Ra 2 A
und A3 = A+ Rb 2 A. Also gibt es Primideale pq,...,ps und qi,...,q; mit p = p;---p; € A; und
q=0q1---q: C As. Alsop-qC A1 Ay C A+ aA+bA+ abR C A, ein Widerspruch.

Schritt 2: Seien a € p und r minimal mit p; ---p, C Ra C p. Wegen p | p1---p,, etwa p | p1, folgt also
p = p1, da p; maximal ist, also po---p, € Ra. Damit gibt es ein b € py---p, mit b ¢ Ra, d.h. g ¢ R.
pb C py---p, impliziert pg C R, d.h. g € p~!\R. Wegen p C pp~! C R und p maximal folgt somit
p = pp~! oder pp~! = R. Allerdings kann p = pp~! nicht sein, sonst wire gp Cp, d.h. g € R= R, ein
Widerspruch. ([l

Satz 2.15.
Sei R ein Dedekind-Ring. Fiir jedes ganze A # {0} gilt dann: AA~! = R.

Beweis.

Angenommen, AA™! # R. Da R Noethersch, besitzt A eine Darstellung A = 1(Ra; +--- + Ray,) # {0}
maximal. Speziell ist A nicht prim, d.h. es gibt ein Primideal p mit A C p, insbesondere p~! C A~1L,
dh. A CptAC A 1TAC R Wire A = Ap~!, dann App~! = Ap und fiir ba=! € p~!\R wiirde
folgen (ba=')Ap C Ap, d.-h. ba~! wiirde den endlich erzeugten Modul Ap erzeugen, d.h. 2 € R = R, ein
Widerspruch. Also gilt A C B fiir B = Ap~!. Damit ist Ap~'B~! = BB~! C R. Es gilt sogar Gleichheit,
denn Ap~! 2 A und A maximal mit AA~! # R, also BB~! = R. Damit A(p~'B~!) = R. Zu zeigen
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2.2 Dedekind-Ringe 2 Ganze algebraische Zahlen

ist also nur noch: C = A~! fiir C = p~'B~!. Dazu: AC C R = C C A~!. Fiir die andere Inklusion sei
a € A7 Dann ist aA C R, dh. aR = aAC C RC =C, also a-1 = a € C und damit C = A~!, d.h.
AA~! = R, ein Widerspruch. Fiir alle A # {0} gilt somit: AA~! = R. O

Bemerkung 2.16.
1. Fird € Rgilt (dR)"! =d 'R, denn a € (dR) ' ad€ R a€d 'R.

2. Jedes von {0} verschiedene, gebrochene Ideal A ist invertierbar: Sei dA C R, dann gilt fiir B = (dA) ™1,
dass (dA)B = A(dB) = R. Die Menge der von {0} verschiedenen, gebrochenen R-Ideale bilden folglich
eine multiplikative Gruppe, die wir mit Z(R) bezeichnen.

3. Seien A, B ganze R-Ideale. Dann gilt A | B < es gibt ein ganzes R-Ideal C' mit AC = B: Gelte
zunichst B = AC, dann B C ANC C A, d.h. A | B. Sei umgekehrt A ein Teiler von B, dann setze
C=BA'CAA ' =R, d.h. C ist ganz und AC = A(A'B) = (AA~')B = RB = B. O

Satz 2.17. (Hauptsatz fiir Dedekind-Ringe)

Seien R ein Dedekind-Ring und K = Quot(R). Dann bilden die von {0} verschiedenen gebrochenen
Ideale von K eine multiplikative Gruppe Z(R). Und jedes ganze Ideal ldsst sich bis auf Permutationen
eindeutig als endliches Produkt von Primidealen schreiben.

Beweis.

Existenz: Sei A ganz und nicht von dieser Gestalt. Dann gibt es ein maximales A, das sich so nicht
schreiben lédsst. A kann nicht prim sein. Also gibt es ein Primideal p mit A C p, d.h. es gelten die
Inklusionen A C p~!A C A=A = R. Nun ist A = p~1 A unméglich, da p~! # R: Multipliziere dazu beide
Seiten mit A~!. Also muss gelten A C Ap~! C R. Damit ist Ap~* = po---p,, d.h. A = ppa---p,, ein
Widerspruch.

Findeutigkeit: Sei A = py---p. =q1---qs. Es gilt also p1 | A = q1---qs, etwa py | 1. Da g1 maximal,
folgt p1 = q1. Also ist po---p,. = g2 - - - qs und per Induktion folgen r = sund p; = q; fir 1 <i<r. O

Bemerkung 2.18.
1. Bilden die gebrochenen Ideale von K = Quot(R) eine multiplikative Gruppe, so ist R Dedekind-Ring.

2. Sei A gebrochenes Ideal, d.h. es gibt B ganz und d € R\{0} mit A = &. Dann A = B(Rd)~! = Hbe

3. Uber einem Dedekind-Ring R C K = Quot(R) ist die Gruppe Z(R) eindeutig erzeugt von den Prim-
idealen, d.h. die abelsche Gruppe Z(R) ist frei.

4. Wir schreiben (aq, ..., ay,) fiir das endlich erzeugte Ideal Ray + - -+ + Raw,. Speziell ist (o) = Ra ein
Hauptideal fiir o € K. Es gilt (a)~! = (a™1) fiir alle o # 0. O

Definition 2.19.
Sei R ein Dedekind-Ring. Bezeichne 7 die Untergruppe der Hauptideale von Z.
Dann heifit Z/Z; die Idealklassengruppe und h(R) = #(Z/Zy) die Klassenzahl von R.

Bemerkung 2.20.

Gelte [K : Q] < oo, d.h. K sei eine endliche algebraische Erweiterung von Q. Dann ist auch die Klassenzahl
h(Ok) endlich, vgl. Satz 3.24. O

Korollar 2.21.
Zu jedem A C O gibt es eine Erweiterung L = K(«) mit A = K N Opw fiir ein w € Op,.

Speziell gilt fir v € Ok, dass y € A< w | v in Of.
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Beweis.

Bezeichne h = h(Ok) die Klassenzahl von Og. Nach dem kleinen Satz von Fermat [6], Kapitel 2.3, ist
dann A" = OB fiir ein 3 € O Hauptideal. Setze w = /B und L = K (w). In Ok gilt dann:

h h
yEAS(VNVCAsA| () A () e <:> :%60L<:>%€(’)L<:>w|’yin(’),;,
denn allgemein gilt ¥ € O = X* — 6% € OL[X] = 6 € O = Or. Beachte dabei: 07, N K = Ok. O
Bemerkung 2.22.

Es gilt sogar: Zu jedem A C Ok gibt es eine Erweiterung L = K(a) mit A = K N Ora, d.h. man kann
w = o wahlen. O

Satz 2.23.

Seien o ein Dedekind-Ring mit K = Quot(o) und L|K eine endliche separable Erweiterung. Dann ist
der ganze Abschluss O von o in L ein Dedekind-Ring von L.

Beweis.
1. O ist ganz abgeschlossen in L = Quot(O).

2. Sei P # {0} prim in O. Dann ist N o = p prim in 0. Sei a € P, dann 0 = ™ + @, _1a™ L+ -+ +ag
mit Koeffizienten a; € o fiir alle 4; 0.B.d.A. ag # 0. Dann ag = o™+ - -+ay1a € PNo = p. Also p # {0}.
Dann ist k = o/p ein Korper. Betrachte den Homomorphismus ¢ : 0 — O/ mit o(a) = a + . Es ist
Kern(o) = 0 NP = p und damit ist o/p < O/P eine Einbettung. Sei a« € O, d.h. @ = a +P € O/P.
Wegen 0 = o™ + apm_10™ ' 4+ -+ ap mit a; € 0ist 0 = @™ + @G1@™ ' + -+ + ag, d.h. @ ist
algebraisch iiber o/p = k, also ist k[@] ein Korper und damit @~ ! € k[a]. Also ist auch O/ ein
Korper, d.h. 8 ist ein maximales Ideal.

3. Sei A C O ein O-Ideal. Wir zeigen: O ist ein endlich erzeugter o-Modul, denn dann folgt aus o ist ein
Noetherscher Ring, dass O Noetherscher o-Modul ist, d.h. A = oay + - - - + oay, ist endlich erzeugter
0-Modul und damit A = Oa; + - -+ + Oay,. In Proposition 2.39 zeigen wir dafiir, dass in der Tat ein
endlich erzeugter o-Modul M = op; + - - - + op,, existiert mit O C M C L. (Il

Bemerkung 2.24.

Es gilt L = Quot(Op): Sei a € L, dann ist « algebraisch {iber Q, d.h. es gibt a; € Q, i = 0,...,n — 1,
mit a” + a,_ 10" + -+ +aja + ap = 0. Wegen Q = Quot(Z) gibt es dann by, ..., b, mit b, # 0 und
bpa™ +b,_10" "+ -+ by = 0. Multiplikation mit 67! ergibt: (b, )™ +b,_1(bya)" 14 +b""Lag = 0.
Also ist bya = g € Op,. O

2.3. Spuren und Normen

Bemerkung 2.25.

Seien A C B kommutative Ringe mit Eins, so dass B iiber A ein freier A-Modul ist. Sei E = (ey, ..., e,)
eine Basis von B iiber A, d.h. B = Ae;®- - -®Ae,, mit aye1+- - -+aye, = 0 nur wenn bereits ay, ..., a,, = 0.
Sei w : B — B ein Modul-Endomorphismus, d.h. eine A-lineare Abbildung: u(aby+8b2) = cu(by)+Lu(bs)
fiir alle , 3 € A und alle by, by € B. Sei Math(u) = (a;;) € A" die Darstellungsmatrix von u bzgl.
der Basis F, d.h. a;; = u;(e;). Dann ist das charakteristische Polynom y,,, gegeben als die Determinante
Xu(t) = det(tld — Math(u)) = t"* — ap_1t" ' + - - + (—1)"ag, unabhingig von der Wahl der Basis. ¢

Definition 2.26.
Die Spur S(u) € A und die Norm N(u) € A des Endomorphismus u sind gegeben durch

S(u) = ap_1 = Z ai; und N(u) = ag = det((ai;))-
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Bemerkung 2.27.

1. Norm und Spur sind unabhéngig von der Wahl der Basis. Sei namlich F' = (f1, ..., f,) eine andere Basis
iiber A, d.h. es gibt Matrizen 8 = Mat®(Id) und v = Mat%(Id) mit 3y = Id, d.h. det(8) det(y) = 1,
also sind die Determinanten der Basiswechselmatrizen Einheiten in A. Insbesondere gilt:

det(Math(u)) = det(yMat(u)3) = det(3) ™! det(Matk(u)) det(3) = det(Math(u)),
d.h. die Determinante ist unabhéngig von der der Darstellungsmatrix zugrunde liegenden Basis, und

det(tId — Mat 4 (u)) = det(y(tId) 8 — yMat £ (1)) = det(y(tId — Math(u))3) = det(tId — Mat(u)),

d.h. auch das charakteristische Polynom und insbesondere ag, a,,—1 hdngen nicht von F ab.

2. Fir « € B betrachten wir m,, : B — B mit m,(y) = yz. Dies ist ein Endomorphismus:
my(ay + Bz) = z(ay + Bz) = azy + frz = am,(y) + fm,(z) firalley,z € Bund «, 5 € A.

Weiter gelten my i,y = my + My und My, = my 0 my, Sowie mg, = am, fir alle a € A. O

Definition 2.28.

Sei x € B, dann heiit Sg|4(z) = S(m,) die Spur von xz, Npj4(z) = N(m;) die Norm von x und
xB|a(z) = x(m,) das charakteristisches Polynom von z.

Bemerkung 2.29.
1. Fir alle z,2" € Bund alle a € A gelten S(z+2") = S(x)+S(2') und S(az) = aS(x), speziell S(a) = na.
2. AufRerdem gelten N(za2’) = N(2)N(2’) und N(axz) = a"N(z), insbesondere N(a) = a™. O

Satz 2.30.
Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung vom Grad n. Weiter seien « € L, f = Irr(z, K) € K[t]

und z1y,...,z, seien alle Nullstellen von f im algebraischen Abschluss von K, wobei jede Nullstelle
deg(f) = [K : K(x)] oft wiederholt wird. Dann gelten:

Spix () =21+ + Ty, Npg(w) =21 2y und Xk (x) = fILEE)]

Beweis.

Fall 1: Gelte L = K(z) = K+ Kz +---+Ka" 1, dh. [L: K(z)] = 1 und [K(z) : K] = deg(f) = n. Dann
ist 1,7, ...,2" ! eine K-Basis von L und f lisst sich schreiben als f = t"+a,,_1t" "1+ - -+ait+ag, f(z) =0
und alle a; € K. Es gelten m,(z™) = 2™ m < n—1und m,(z""1) = 2" = —ag—a1x— - —an_12" L.
Bzgl. der gewihlten Basis erhalten wir die Darstellungen

0 -+ -+ 0 —ap t o --- 0 ag

1 0 : —ay —1 : al
My =1 ( —as und tld — my, = 0o . .0 as

: 0 : : . .t :

0 0 1 —an_1 o --- 0 -1 t+ap_1

Entwicklung nach der letzten Spalte liefert:

det(tId — my)
_ (71)”71(10(71)”71 + (71)n72a1t(71)n72 N (71)101”_1157172(71)1 + (t + an_l)tnfl
=aotait+-Fa, "+t = f(t) = Iir(x, K) = (t—x1) - (t — )
im algebraischen Abschluss, also speziell S(z) = —ap,—1 =21+ -+ 2, und N(z) = (—1)"ag = x1 - - - T
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2 Ganze algebraische Zahlen 2.3 Spuren und Normen

Fall 2: Seien [L : K(z)] =7, [K(z): K] =mund [L: K] =n, dh. r = £ Dann ist 1,z,...,2™ ! eine
Basis von K (z) iiber K. Wihle als Basis von L iiber K(z) eine Basis z1, ..., 2z, dann ist eine K-Basis
von L gegeben durch 1z1,...,2™ 21,129, ..., 2™ ‘29, ...y oo, 12p, ..., 2™ 12, eine Basis von L iiber K. Die

Matrix m, von y — xy in L hat die Gestalt

0 0 —ao
O o 0 .
1 0 —a
0 O 0 mit 0= 0 —ay
0 ‘
0o --- 0 O : . -0 :
0o --- 0 1 —ap_1

Also folgt: X (z) = det(tld — m,) = det(tld — O)" = Irr(z, K)" = Irr(z, K) LK @) Desweiteren sind
Spix(w) =S(m,) = rS(0) = x1 + -+ + 2, und Ny g (2) = det(m,) = det(d") = 1 - - - 2. O

Proposition 2.31.
Sei 0 in K ganz abgeschlossen und sei x € L ganz {iber o.

Dann ist xz,x () € o[X], insbesondere S,k () € 0 und Ny g (z) € o.

Beweis.

Zu zeigen ist: Alle x; von eben sind ganz iiber o, denn dann liegen die Koeffizienten von f in ONK = o, da
sie ganz iiber 0 und aus K sind. Es sind f = (t—21) - - (t—w,) und x|k (z) = det(tld —m,) = f" € o[X].
Wir zeigen also: Alle Nullstellen von f sind Nullstellen gewisser normierter Polynome iiber o. Sei « € L
dazu ganz {iber o, dann ist g(z) = 0 fiir ein normiertes g € o[X]. Mit f = Irr(x, K) wird durch f(z) = z;
eine Einbettung iiber K von K (z) in den algebraischen Abschluss von K induziert. Also gilt g(x;) = 0;
da g normiert mit Koeffizienten aus o, sind die x; damit ganz iiber o. O

Satz 2.32.

Sei L|K separabel vom Grad n und sei N O L eine Galoiserweiterung von K. Seien L) = ¢;(L),
1 < ¢ < n, die n verschiedenen Einbettungen von K in N und 0 = o;(z). Dann gelten fir x € L:

NL|K(35)::U(1)~~$(”) und SL|K(:c):x(1)+~~+:L'(").

Beweis.

Seien L = K(z) und Irr(z, K) = (X — 01(2)) - - - (X — on(2)). Wir betrachten die beiden Galoisgruppen
G = Gal(N|K) > H = Gal(N|L).Dann zerlegt G sich disjunkt in G = o1 H U --- U o, H. Weiter sind die
0; : L = N definiert durch z — 29 = 04(2). Zu x € L ist Irr(z, K) = (X — 1) --- (X — x,.); fiir die
Erweiterungsgrade r = [K(z) : K] und s = [L : K(z)] gilt rs = [L : K] = n. K(z) hat r Einbettungen
tiber K in N und L hat s Einbettungen tiber K (z) in N sowie rs = n Einbettungen iiber K in N. Jedes
x; taucht dabei s-mal als Bild auf. Also gelten

SL|K(x):8ixj:ioi(:ﬁ):ix(i) und NL|K(37):sﬁxj:ﬁai(sc):ﬁx(i),
j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 i=1

womit alles gezeigt ist. O

Satz 2.33.

Spur und Norm sind transitiv: Seien K C L C L’ separabel und endlich, dann gelten fiir z € L’:

N () =Npx(Npqp(z))  und  Spyx(z) = Spir(Swn(z)).
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2.3 Spuren und Normen 2 Ganze algebraische Zahlen

Beweis.

Wéhle N DO L' mit N|K Galoisch. Dann gelten fiir die Galoisgruppen G = Gal(N|K), H = Gal(N|L)
und H' = Gal(N|L'), dass G > H > H'. Weiter lassen sich G, H zerlegen in G = o1 H U --- U o, H und
H=0{U---Uo,,H,dh. G=010{H'U---U---Uoyo,,H'. Also

Sk = ZJJ o0} ):ZZ%‘ °0§($)=ZUJ(0N§($))ZZ%‘(SL%(CE)): Spix (Spc(@)),
Npx = HUJ o ‘7 (z) = HHUJ‘ o Ug(l") = ng((’igg(f)) :H(Tj(NL'\L(I)) :NL\K(NL’|L(I))~

4,J

O

Bemerkung 2.34.

Sei wieder B ein freier A-Modul und sei (eq, ..., e,,) eine Basis von B iiber A, d.h. B = Ae; & --- @ Ae,.
Dann ist 0 : B x B — A mit (z,y) — Sp|a(zy) eine symmetrische Bilinearform:

o ist symmetrisch, da A kommutativ, und bilinear, da fir alle a;,as € A und alle x1,x2,y € B gilt

ola1z1 + 0222,y) = S((a1z1 + asz2)y) = S(ai(z1y) + az(z2y)) 0
=a1S(x1y) + a2S(x2y) = azo(x1,y) + azo(x2,y)

Definition 2.35.

.. . 1<i<n ge e g
Fiir o1, ...,x, € B heifit D g p(21,...,2,,) = det(S(xiajj))@;gZ die Diskriminante von x1, ..., Z,.

Bemerkung 2.36.
1. Seien (a;;) € A™*™ und y1, ..., yn € B gegeben durch y; = a;121 + - - - + @i xy. Dann gilt
D(y1, .y Yn) = det(aij)2D(x1, ey X))
Bs ist (S(yiy;)) = (aiy)" (S(wiz;))(aij), also det(S(yiy;)) = (det(ai;))? det(S(ziz;)).
2. Seien (21, ...,2y) und (y1, ..., yn) zwei A-Basen von B. Dann ist det((au)}z;?fl) eine Einheit in A, d.h.

AD(21, ..., Zpn) = AD(Y1, oo, Yn)-

3. Seien L|K eine endliche Kérpererweiterung und (z1, ..., Z,), (Y1, -.., ¥n) Basen von L|K. Dann gilt
D(xla"'vxn)7£0 — D(ylvayn) 7&0 O

Satz 2.37.
Sei [L : K] =n. Dann gilt fiir jede Basis (x1, ..., z,) von L|K: L|K ist separabel < D(xy,...,2,) # 0.

Beweis.

Sei zunichst L|K separabel, 0.B.d.A. L = K(z) = K @ --- ® Kz"~! mit Basis (1,,...,2"!). Seien
T1,..., T, die Konjugierten von x (d.h. die anderen Nullstellen von Irr(z, K) = (X —21) -+ (X — x,)).
Setze y; = 0y(y), dann (2'z7); = ziz] und es gilt mit der van-der-Monde-Entwicklungsformel

D(L,z,..,2"" ") = det(Sp k(2" - @ )82;2; ) = det <lea¢l> = H x; —x;)? #0.

1<J

Nehmen wir umgekehrt an, L|K wire nicht separabel. Sei char( ) = p. Dann ist Sy x(z) = 0 fiir alle
z € L: Ist z separabel, dann Sp|x(2) = [L : K(2)] - (21 + -+ + 2[k(2):K]); da L|K(2) aufgrund der
Transitivitdt der Separabilitét selbst nicht separabel sein kann folgt somit p | [L : K(z)] und wegen
char(K) = p also S(z) = 0. Ist dagegen z nicht separabel, dann hat jede Nullstelle von Irr(z, K) die
Vielfachheit p, also auch in dem Fall S(z) = 0. O
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Satz 2.38. (duale Basis)

Sei L|K endlich und separabel mit Basis z1,...,z,. Dann existiert eine duale Basis z7,...,z} mit
Spik (wix}) = 6ij, wobei ¢ das Kronecker-Symbol bezeichnet.

Beweis.

Setze zj = E{xl + -+ &, und l6se die j linearen Gleichungssysteme

S(wizr) + - + G S(wmiwn) =0 (i #5),  &S(zjm) +--- + ES(wjaa) = 0.

Die Systeme sind universell 16sbar, da fiir die zugehorigen Koeffizientenmatrizen nach Satz 2.37 gilt
det(S(z;z;)) = D(z1,...,2,) # 0. Noch zu zeigen: z7,...,z} sind K-linear unabhéngig. Gelte hierfiir
0=a1z] + -+ apz), dann

0=S(0) =S((a12] + - - - + anzy)(x;)) = S(a;zfx;) = a;S(x;x)) = a;. O

K2

Proposition 2.39.

Seien L|K separabel und endlich, o ein Dedekind-Ring, K = Quot(o) und O der ganze Abschluss von
o in L. Dann gibt es einen endlich erzeugten o-Modul M C L mit O C M.

Beweis.

Wihle x4, ...,z, € O als Basis von L|K (Genauer: Wahle die Basis y1, ..., ¥, € K und multipliziere dann
mit dem Hauptnenner). Sei (7}, ..., 2%) die duale Basis von (1, ...,2,). Setze M = ox} + --- + ox. Zu

a € O gibt es dann ay,...,a, € K mit o = a2 + ... + apzk, also a; = a;S(x;2f) = S(ax;) € o, da
a,r; € O, und somit O C M. O

2.4. Lokalisierung

Definition 2.40.

Seien R ein Integritétsbereich, K = Quot(R) und S C R\{0}, S # 0 multiplikativ abgeschlossen, d.h.
SSC Sund1eS. Dann heift ST'R= {2 |a€ R, se€ S} der Fraktionsring von R nach S.

Ist p € R ein Primideal, dann ist S = R\p multiplikativ abgeschlossen und R, = S™IR heifit die
Lokalisierung von R nach p.

Beispiel 2.41.
1. Ist S € R*, dann S™'R = R. Fiir S = R\{0} ist S7!R = Quot(R) = K.

2. Quot(R) = R(y) und z.B. Z(z) = {2 | n,m € Z, 31 m}. Beachte aber: 2 € Z3). Priiziser miissten wir
also schreiben Z3y = {z € K | es gibt n,m € Z mit = ™ und 3 {m}. O

Lemma 2.42.

Seien R ein Integritatsbereich, S C R\{0}, S # () multiplikativ abgeschlossen und K = Quot(R). Fiir
R = S71R gelten dann:

1. Jedes R’-Ideal b erfiillt (b N R)R’' = b.

2. Die Abbildung ¢ : p’ — p’ N S ist bijektiv und inklusionserhaltend von {p’ C R’ Primideal von R’}
auf {p Primideal von R mit pN S = 0}.

Wir identifizieren hierbei R mit seinem Bild unter Einbettung R — R’, definiert durch a — ¢, d.h.
wir nehmen an R C R'.
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Beweis.

1. (bNR)R C b ist klar. Zu D: Habe x € b die Darstellung # = ¢ mit s € S und a € R. Dann gilt
a=uxs € bNR, dh. x = al € (bN R)R. Insbesondere ist die Abbildung b — b N R injektiv und
inklusionserhaltend.

2. Sei p’ ein Primideal in R’, dann ist p = p’ N R ein Primideal in R. Die Surjektivitat wird in Aufgabe
20 gezeigt. SchlieRlich ist p NS =, denn angenommen, s € pN S =p' NS, dann 1 = 1se R'p’ =/,
ein Widerspruch. ([l

Korollar 2.43.

Sei der Integritatsbereicht R Noethersch, dann ist auch R’ Noethersch.

Beweis.

Gelte aj C a5 Caj C ... in R/, dann bricht die Kette y N R CabNR CasNR C ... in R ab, d.h. es gibt
ein n € N mit a}, N R = a), N R fiir alle £ > n. Mit Lemma 2.42 folgt dann a], = aj, fiir alle k£ > n. O

Lemma 2.44.

Seien R ein Integritétsbereich, K = Quot(R) der Quotientenkdrper von R, L|K eine Kérpererweiterung
und R der ganzer Abschluss von R in L. Dann ist S™!'R der ganze Abschluss von S™!'R in L.

Beweis.

Sei zunéchst bs~! € STTR mit b € R und s € S. Dann gilt b" 4 a,_ 16" 4+ - -4+ a1b+ ag = 0 fiir gewisse
ag, ..., an 1. Multiplikation mit s~" ergibt: bs~! ist eine Nullstelle von X" +(a, 15~ 1)a" 14 -+ (ags™™),
d.h. bs~! ist ganz iiber ST'R.

-1

Sei umgekehrt 2™ + (a,_15," )" 1 4+ -+ + (apsy *) = 0. Durchmultiplizieren mit (s,_; - --s9)" ergibt

n—1
(so-Sn—-1)" + an-1(s0 - Sn—1)(xsg--- 5,51)"’1 + .- =0. Also ist s - S,—1 ein Element aus R,
dh.z=(xs0- - 8p-1)(s0*+8n_1)"+ € STIR. a

Korollar 2.45.
Ist der Integrationsbereich R ein Dedekind-Ring, so ist auch R’ ein Dedekind-Ring.

Beweis.
Nach Korollar 2.43 ist R’ Noethersch. Da R ganz algebraisch, liefert Lemma 2.44: S—1R = S™1R = S~ 'R,

d.h. auch S™'R = R’ ist ganz algebraisch. Sei schlieflich p’ prim in R’, dann ist p’ " R = p prim in R,
wegen der Injektivitdt der Abbildung ¢ in Lemma 2.42 ist damit p’ maximal in R'. O

Lemma 2.46.

Seien R ein Integritétsbereich und p C R prim. Dann ist pR, das einzige maximale Ideal von R,, d.h.
R, ist ein lokaler Ring. Es gilt R,/pR, = Quot(R/p).

Beweis.

Es gilt S = R\p und p ist maximal mit pN.S = . Dann ist p eindeutig bestimmt mit dieser Eigenschaft und
wegen der Bijektion p — pNS ist p R, das einzige maximale Ideal von Rj,. Betrachte den Homomorphismus
¢ : Ry, — Quot(R/p), definiert durch ¢(as™') = (a +p)(s +p)~'. Dieser ist surjektiv, das=s+p #0,
d.h. s ¢ p und damit € S, und es gilt Kern(¢) = pR,, denn (as~!) — 0 genau dann, wenn a € p. a

Lemma 2.47.

Sind R ein Dedekind-Ring und p C R prim, p # (0), so gilt R,/pR, = R/p und es gibt ein 7 € Ry, so
dass jedes Ideal in R, von der Form 7" R, ist.
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Beweis.

Die erste Behauptung folgt wegen R/p = Quot(R/p) aus Lemma 2.46. Weiter besitzt R, nur ein maxi-
males Ideal, also auch nur ein von {0} verschiedenes Primideal, némlich pR, = p’, denn ist ¢’ prim in
Ry, dann ist ¢ = (¢’ N R) prim in R und wegen q NS # () folgt q C p, d.h. ¢ = p und damit auch q' = p’.
Sei nun o’ ein Ideal im Dedekind-Ring Ry, dann gilt o = (p’)™. Sei 7 € p/\(p’)?, dann (7) C p’ und
() € (p')2. Aus (7) = (p')" folgt n = 1. O
Bemerkung 2.48.

Seien R ein Dedekind-Ring, K = Quot(R) und {0} # p C R prim. Dann definiert die Abbildung
rp : K — ZU{oo} mit ab™' — n—m, a,b € R\{0} und r,(0) = oo, wobei Rpa = (p’)" und Ryb = (p')™,
eine Bewertung [5] von K, d.h. es gelten ry(af) = ry(a) + 75(8) und ry (o + §) > min(ry(e), 7, (8)) fiir
alle o, € K.

Setze |a|, = exp(—rp(a)), dann gelten |0, = 0, |af|, = |&|p|B]p und |a + 8|, < max(|aly,|B8p). Aus
Letzterem folgt die ultrametrische Dreiecksungleichung: |a+ 8], < |afy + [B]p-

3. Geometrie der ganzen Zahlen
3.1. Gitter im R”

Definition 3.1.

Ein Gitter G im R™ ist ein Z-Modul, der von endlich vielen R-linear unabhéngigen Elementen des R™
erzeugt wird, d.h.G =7Zp1 @ - - - ® Z3,, mit R-linear unabhéngigen Erzeugern 1, ..., 8, € R™. G heifst
vollstindig, falls r = n ist. M C R™ heifit diskret, falls U,.(«) N M endlich ist fiir alle « € R™ und alle
r > 0, wobei U,(a) = {f € R" | ||8 — a| < r} die offene Umgebung um « vom Radius r bzgl. der
euklidischen Metrik bezeichnet. 7 = {r1f1 + - 4+ rmfBm | 0 < r; < 1} heift die Grundmasche des
Gitters bzgl. p1, ..., Bm. Sofern existent, wird mit v(7") das Volumen (bzgl. eines geeigneten Mafies) von
T bezeichnet.

Bemerkung 3.2.

Ist G vollstandig, so 14sst sich der R™ disjunkt zerlegen in die Menge der Maschen R = [ J{a+T | @ € G}
des Gitters, wobei a+ T ={a+7 | 7€ T}. o

Beispiel 3.3.

Sei T die Grundmasche des vollstandigen Gitters ZS3; @ --- ® ZS,, wobei f1, ..., 5, eine Basis des R"
bilden. Dann ist 7 = Bild{(r1,...,7,) | 0 < r; < 1} unter der R-linearen Koordinatenabbildung e; — ;.
Sei dazu B; = (b4, ..., bp;). Dann ist das Volumen von 7 gegeben durch v(7) = | det(b;;)|. Insbesondere
ist das Volumen der Grundmasche von G unabhéngig von der Wahl der Basis 31, ..., 8. %

Lemma 3.4.

Sei G ein Gitter im R™. Dann ist G vollsténdig genau dann, wenn es eine beschrankte Menge M C R"
gibt mit R” = J{a+ M | « € G}.

Beweis.

Ist G vollstdndig, dann wihle M = T. Nehmen wir dagegen an, G ist unvollstindig und habe die
Darstellung G = Zay @ - - - @ Zay,y, mit m < n. Setze W = span(G) € R™ und wéhle r > 0 mit M C U,.(0)
sowie ein v € W+ mit ||y]| > r. Dann folgt v € U{a + M | a € G} € U{a + U.(0) | a € G}, also
v € a+ U.(0) fir ein @ € G. Damit ist v = a + § mit § € U,(0). Dann kénnen wir abschétzen
1712 = Iy oyl < IVIIBI < rlivll, dh. Iyl <7, ein Widerspruch. O

Satz 3.5.

Eine Untergruppe G des R" ist genau dann diskret, wenn G ein Gitter ist.
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Beweis.

1. Sei zunéchst G ein Gitter vom Rang m. Ergénze a, ..., &y mit a1, ..., @ zu einer Basis, dann ist
G C G, fiir das vollstandige Gitter G1 = Zoy @ -+ @ . Sei aof, ..., a) € R” dual zu ay, ..., ay, bzgl.
1<i<n

o, d.h. ajaj = §;;. Beachte dabei, dass det(a; o o), 2,2, # 0 gilt. Sei nun eine Kugel U, (a) C Uy, (0)

gegeben und sei v € U, (0). Dann ist v = a1 + -+ + apay, € G1, d.h. alle a; € Z. Dann ist die

folgende Abschéitzung erfiillt: |a;| = |y o of| < [|v[[[laf]] < r1l[af]| < r1max([|a]|]). Da es nur endlich

viele a; € Z mit dieser Eigenschaft gibt und damit auch nur endlich viele v € U, (0) N Gy, ist das
Gitter diskret.

2. Sei nun G eine diskrete Gruppe im R™ und sei S = span(G) mit dim(S) = m, d.h. S =R5 & --BRS,,
mit By, ..., 8 € G. Setze M =751 @ - - ®ZS,,. Dann ist M ein Gitter in R™ mit M C G. Die Gruppe
G/M ist endlich, denn jedes o € G lésst sich schreiben als o = 1581 + -+ - + 1, B, mit t1, ..., Ey € R.
Danmma=p+dmit y=a161+-- -+ amfm und 6 =71681 + -+ + 7 8m, wobei a; € Z und 0 < 7; < 1.
Also ist &« = d mod M fiir ein § € {rif1+ -+ +7rmfBm | 0 <1 < 1} C U,(0) mit geeignetem r > 0,
d.h. § = a — p liegt in der endlichen Menge G N U, (0). Sei |G/M| = d. Dann gilt ad € M fiir alle
a€G. Also a = (ard™)B1+ -+ (and™1)Bm mit ay, ..., an € Z, d.h. G ist ein Untermodul des freien
Z-Moduls ZB1d~' & - - ® Zf,,d~ . Nach dem Elementarteilersatz 1.26 gibt es eine Z-Basis 1, ..., Ym/
fiir G mit m’ < m. Schlieklich gilt dim(span(G)) = m’ = m; insbesondere sind 71, ..., ¥’ auch R-linear
unabhéngig. Damit ist G ein Gitter. ]

3.2. Darstellung von O als Gitter

Definition 3.6.

Seien [K : Q] = n und py,...,p, die Einbettungen von K in Z. p; heifit reelle Einbettung, falls
K@ = p,(K) C R. Andernfalls heifit p; komplexe Einbettung.

Bemerkung 3.7.

Falls p; : K — 7Z eine komplexe Einbettung ist, so definiert auch p, : K — Z mit 8 — p;(8) eine komplexe
Einbettung, die von p; verschieden ist. Es gibt also s,¢ € N mit n = s+2t, so dass p1, ..., ps die reellen und
Dstlseeos Psits Pals s Pogi die komplexen Einbettungen von K in C sind. Wir schreiben o(? fiir p;(c).
und betrachten die Q-lineare Abbildung p : K — R® x C?, definiert durch o + (a(l), ...7a(s+t)). Bzgl.
komponentenweiser Multiplikation in Kt = R x C! ist p multiplikativ, d.h. es gilt p(af) = p(a)p(B).
K*! ist eine n-dimensionale R-Algebra, die als Vektorraum isomorph ist zu R™. O

Beispiel 3.8.

Sei K = Q(v/d) fiir ein quadratfreies d € Z. Beachte: Q(v/d) = Q[X]/(X? —d) = Q + XQ. Ist d > 0,
dann gelten s = 2 und ¢ = 0. Andernfalls sind s = 0 und ¢ = 1. Fiir & = a + bv/d mit a,b € Q sind
a® = a+bvd und a® = a—bV/d. p ist eindeutig definiert durch seine Werte auf der Q-Basis 1, v/d von
Q(Vd): p(1) = (1,1) und p(Vd) = (Vd, —Vd). o

Satz 3.9.

a1, .., @ € K sind linear abhéngig iiber Q g.d.w. p(ay), ..., p(ay,) linear abhéingig {iber R sind.

Beweis.

Sind ag, ..., ay, linear abhéngig tiber Q, d.h. gilt >~ a;a; = 0 fiir gewisse a; € Q, die nicht alle Null sind,
dann auch 0 = p(>" a;0) =Y a;p(ay), d.h. die p(aq), ..., p(ay,) sind linear abhéngig tiber R.

Seien dagegen p(ay), ..., p(a,) R-linear abhdngig. Fiir gewisse $§1)7-~-7$§-S) € R, ug‘SH)w-vu;H € R,
vj(-SH), . UJ(SH) € R ist dann

T =

p(Oéj) = (a§1)7 s O 1) (S)’ u§s+1) + iUJ(»S+t), .

(
5 e T

! u(s—i—t) + i?]](s+t))

oy U
in R® x Ct = K*t.

SS 2007 22 Martin Gubisch



3 Geometrie der ganzen Zahlen 3.3 Der Minkowskische Gitterpunktsatz

Es gilt
2
Jﬁgl) l_g?) $gs) ugerl) U§s+1) ugert) U§S+t)
0 = det : : 22t(—i)2t
zl ot
2
1 s s+1 . (s+1 s+1 . (s+1 s+t . (s+t

xg I xg ) (ug ) —l—wg )) (ug ) wg )) (ug ) wg ))

= det : :
ch) (ugfﬂ) — iv,(ert))

2

agl) a§2) ags) ags—&-l) ags-u) ags—&-t) ags—&-t)

= det : :
al ay

2 T

NN A e\ o e

= det : . = det : o : S
o Ll o Ll o L alY

= det (Za?aé”)}ggg = det(S(oziaj))iggfl =D(ag,...,an).
1=1

Aus D(ay, ..., ay,) = 0 folgt dann mit Satz 2.37, dass aj, ..., a;, linear abhéingig sind. |

Bemerkung 3.10.

1. Insbesondere haben wir eine Formel zur Berechnung der Diskriminante iiber die Koeffizienten der
p(c;) gefunden. Sei T die Grundmasche von p(Of ), dann ist speziell v(Tx) = 271 /|D(au, ..., ).

2. O ist ein freier Z-Modul vom Rang n: Mit 0 = Z und K = Quot(Ok) (Bemerkung 2.24) liefert
Proposition 2.39, dass O in einem freien Z-Modul von Rang n liegt und nach dem Elementarteilersatz
1.26 daher selbst ein freier Z-Modul vom Rang m < n ist; da O eine Basis von K|Q enthilt, ist
zugleich m > n. Daraus folgt: p(Ok) ist ein vollstindiges Gitter im R"™, denn sei O = Zay ®- - - ®Zay,
als Z-Modul. Dann ist p(Ok) = Zp(a1) © - - - © p(a,) mit p(ay), ..., p(ay,) linear unabhéngig iiber R.

3. Sei A ein gebrochenes Ideal von K. Dann folgt fiir jedes v € A\{0}, dass yay, ..., ya, linear unabhéngig
iiber Q ist. Also ist A ein freier Z-Modul vom Rang n und damit A = Z#; & - -+ ® Z3,. Wir setzen
D(A) = D(B1, ..., Bn), speziell D(Ok) = D(aq, ..., ay,). Also ist p(A) ein vollstandiges Gitter im R"
und es gilt v(p(A)) = 27%/|D(A)|. O

Beispiel 3.11.

Sei K = Quot(v/d) mit d quadratfrei. Dann liisst sich O als Z-Modul darstellen iiber O = Z + Zw mit
w = Vd fiir d = 2,3 mod 4 und w = 1+—2‘/E fiir d = 1 mod 4, vgl. Satz 2.8. Mit D(1,w) = (w™® — w®)?
gelten

o] Vi o d=23mod4 L, [ Vd d=23mod4 D(1l.w) — {4 4=2.3mod 4
S|4 d=1mod4 T4 d=1mod4 7 \d d=1mod4

Speziell fiir d = 2 ist v = vD = v/8 = 2v/2 und fiir d = —2 ist v = 1/=D = V2. O

3.3. Der Minkowskische Gitterpunktsatz

Definition 3.12.

M C R"™ heifst zentralsymmetrisch, falls —M = M, und konvex, falls mit «, 3 € M auch ta+(1—t)8 €
M fir alle 0 <t < 1.
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3.3 Der Minkowskische Gitterpunktsatz 3 Geometrie der ganzen Zahlen

Lemma 3.13. (Blickfeld)

Sei A C R™ messbar und beschrinkt mit v(A) > v(7), wobei T die Grundmasche eines vollstindigen
Gitters G im R"™ sei. Dann gibt es o, 8 € A mit a # f und a — 5 € G.

Beweis.

Wegen R” = J{{a+T |a € G}ist A =J{a+T | a € G}NA, also gilt fiir das Volumen der Grundmasche
T die Abschitzung v(7) < v(A) =Y {v(An(a+T)) |ac G} =>{v((A—a)NT) | a € G}. Wegen
(A—a)NT C T sind die (A—a)NT mit o € G in T nicht alle disjunkt. Also gibt es oy # a2 in G mit
(A=a)NT)N((A—az)NT) # O. Damit ist auch (A — a1) N (A — az) # 0, d.h. es gibt o, 8 € A mit
a—a; =f—ag bzw. a— f=a; —as € G\{0}. O

Satz 3.14. (Minkowskischer Gitterpunktsatz, 1889)

Sei G ein vollstédndiges Gitter im R™ mit Grundmascheninhalt v(7) = A. Ist dann M C R™ zentral-
symmetrisch, messbar, beschrinkt und konvex mit v(M) > 2"A, so ist M N (G\{0}) # 0.

Beweis.

Wir fiihren die Situation auf das Lemma von Blickfeld 3.13 zuriick. Die Menge A = 1M = {1~ |y € M}
ist messbar und beschrénkt. Weiter ist v(A) = 5-v(M) > A. Also gibt es zwei verschiedene Elemente
V1,72 € M mit 371 — 372 € G\{0}. Da M zentralsymmetrisch, liegt auch —y, in M. Beide Summanden
von 371 — 195 = 141 + 1(—2) liegen in A, also auch in M, und wegen der Konvexitiit von M liegt dann
auch die Summe in M, also ist 71 — 272 € M N G\{0}. O

Beispiel 3.15.

Wir betrachten das Gitter G = Z%2 = Z x Z C R? und die zentralsymmetrische, messbare, beschrinkte,

konvexe Menge M = {a € R? | ||a||s < 1}, wobei die Maximumsnorm || - ||« auf R? gegeben ist durch
lalleo = |a1| + |az|. Dann ist M N Z? = {0}, dh. M N (G\{0}) = 0. Dies widerspricht nicht dem
Minkowskischer Gitterpunktsatz 3.14, da v(M) = 22 = 22A. O

Korollar 3.16.

Sei G ein vollstindiges Gitter im K*? = R™ mit Grundmascheninhalt A und gelte fiir ¢y, ..., cs4¢ > 0,
dass A(%)t < 1+ Csq¢- Dann gibt es im Gitter G einen Vektor (aq,...,as4¢) # 0 mit |a;] < ¢; fiir
1<i<sund|a> <¢;firs+1<j<s+t.

Beweis.

Die Menge M = {(a1,...,a,) € K | |a1| < c1, ..., |as¢|* < cst¢} ist zentralsymmetrisch und konvex.
Weiter gilt

(&) Cs
V(M) = / dxl e / dl’s // d(us+1,vs+1) e // d(us+t,vs+t)
A —Cs u§+1+vf+1 <Cs+1 uf+t+vi+t<cs+t
s+t t
st st 4 s+2t n
= (201) -+ (2cs)(measr) -+ (meops) = 27 [ [ oo > 2%t ( = ) A =27"A = 2"A,
T
i=1
Nach dem Minkowskischer Gitterpunktsatz 3.14 gibt es dann ein (a1, ..., as1¢) € M N (G\{0}). O

Korollar 3.17.

Sei A ein gebrochenes Og-Ideal. Dann existiert ein o € A, welches der folgenden Abschétzung geniigt:

0 < Nia(a)| < (2) VIDEAL
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3 Geometrie der ganzen Zahlen 3.4 Endlichkeit der Klassenzahl

Beweis.

p(A) ist ein vollstiandiges Gitter in K*?, vgl. Bemerkung 3.10, mit A = v(7) = 27*/|D(A)|. Fiir beliebiges
c € R mit ¢y coy > (2)A = (2)'/|D(A)]. Dann existiert geméf Korollar 3.16 ein a € A\{0}
derart, dass \a(i)\ < ¢ fir alle 1 < ¢ < s gilt sowie |04(“”“)|2 < csqq fiir alle 1 < 4 < ¢ erfillt ist, d.h.
wir haben [N(a)| = aM) ... a5t < ¢; .- coiy. Da p(A) diskret ist, existiert weiter ein a # 0 aus A,
sodass gilt [N()| < ] ¢; fiir unendlich viele solche Produkte, 0.B.d.A. mit Infimum (2)*y/[D(A)|. Sei dazu

(c9));en eine komponentenweise streng monoton fallende Folge, d.h. es gelte (] cgj))jeN — (2)'/|D(A)],

dann folgt N(a) < (2)'1/|D(A)]. O

3.4. Endlichkeit der Klassenzahl

Definition 3.18.

Seien O =Zoa1 @ -+ D Zay, und A =ZS1 § - -+ B ZB, ein gebrochenes Ideal in Ok . Dann setzen wir
N(A) = |det(a;;)|, wobei (a;;) die zu § gehorige Koeffizientenmatrix bezeichnet: 8; = > a;;a;.

Bemerkung 3.19.

Die Definition von N(A) ist unabhingig von der Wahl der Basis «, da der Wert der Determinante
invariant unter Basistransformationen ist. O

Lemma 3.20.

Sei A=7Zp1 ®---®ZpS, ein gebrochenes Ideal in O . Dann gelten:
1. Ist A ganz, dann ist N'(A4) = |O/A].

2. N(aA) = [Ngg(a) |V (A).

3. N ist multiplikativ: N (AB) = N(A)N(B).

4. D(A) = D(O)(N(4))2.

Beweis.

1. Es gibt nach dem Elementarteilersatz 1.26 eine Basis ay, ..., a, von O mit A = Zdyoq + - -+ + Zd, o
fiir gewisse dy, ...,d, € Z. Dann ist (a;;) = diag(dy, ...,d,) bzw. a;; = d;0;;, d.h. N(A) = |dy|---|dn].
Weiter gilt fir « € O: o = vya1 + -+ + vy, mod A mit 0 < v; < |d;], d.h. es gibt |dy]---|dy]| viele
Elemente in O/A.

2. Mit O =Zo1®-+-®Za, und A =Zp1 ®---BZLB, ist afy, ...af, eine Basis von aA und fiir alle 7 gilt
Bi = ai;ey, also af; = a ) a;ja;. Die Ubergangsmatrix von s, ..., o, 20 of, ..., afy ist ma(aij),
wobei m,, die bzgl. ay, ..., oy, ist. Also gilt N(aA) = |det my||det(a;;)| = [Ngg(a)|N(A).

3. Seien zuerst A, B ganz. Zu zeigen ist: |O/AB| = |O/A||0/B|. Wir zeigen nur: |O/Ap| = |O/A]|O/p|
mit p prim, dann kénnen wir mit Induktion auf den allgemeinen Fall schliefsen. Fiir additive Gruppen
gilt mit dem Zweiten Isomorphiesatz 7], Kapitel 1.1: O/A = (O/Ap)/(A/Ap). Es geniigt also zu zeigen:
A/Ap = O/p. A/ Ap ist ein endlich dimensionaler O /p-Vekrorraum, wenn wir als skalare Multiplikation
withlen (o + p)(a + Ap) = aa + Ap fir « € O und a € A. Diese Operation ist wohldefiniert: Falls
a—a € pund a—d € Ap, so gilt aa — a’a’ = (@ — a')a + o'(a — d’) € Ap. Wir zeigen nun,
dass A/Ap iiber O/p die Dimension 1 hat. Sei hierfiir W ein Untervektorraum von A/Ap, dann setze
C=U{a+ Ap | @ e W}. C ist ein Ideal, denn fir @y, 0y € W ist @y + @ = a1 + ag € W und mit
acW,BeO/pist Ba € W. Aus Ap C C C A folgt dann C = Ap oder C = A, d.h. W = {0} oder
W =A/Ap = dim W < 1, es gilt also |A/Ap| = |O/p|. Seien A, B gebrochene Ideale mit dA,d'B C O
fir d,d’ € O. Mit (2) folgt N(dd')N(AB) = N(dAd'B) = N(dA)N(d'B) = N(d)N(A)N(d"N(B),
d.h. N(AB) = N(A)N(B).

4. Mit (S(8:8;)) = (a)(S(asar;)) (a;;)" folgt D(A) = det(a;;)2D(O). O

Martin Gubisch 25 SS 2007



3.5 Der Dirichletsche Einheitensatz 3 Geometrie der ganzen Zahlen

Bemerkung 3.21.

Als Folgerung erhalten wir, dass N normiert und vertriglich bzgl. der Invertierung ist, d.h. es gelten

N(O)=1und N(A~ ) =N(4)~L. O

Satz 3.22.
Zu jeder Idealklasse ATy € /T gibt es ein ganzes Ideal C mit N(C) < (2)'/|D(0)].

Beweis.

Setze B = A™!. Nach Korollar 3.17 gibt es 0 # 8 € B mit |[N(8)| < (2)'/[D(B)| = (2)'N(B)+/[D(0)],
dh. N(BB™!) = IN(B)IN(B)~! < (2)"\/ID(O)|. Wegen 3 € B ist (8) C B, d.h. BA = B~ C O, also
erfiillt das ganze Ideal C' = BA die geforderte Normabschétzung. |

Bemerkung 3.23.

Die Schranke (2)! kann verbessert werden zu (£)! 2L = (2)t2n! giehe [13], Satz 2.23. O

™ nm" ™ nm ’

Satz 3.24. (Endlichkeit der Klassenzahl)
Die Klassenzahl h = |Z/Zy| eines algebraischen Zahlkérpers K ist endlich.

Beweis.

Setze ¢ = (2)!,/|D(O)]. Es gibt nur endlich viele Normen N'(A) < c¢ fiir ganze Ideale A, da N(A4) € N.
Sei m = N(A), d.h. m = |O/A| nach Lemma 3.20; mit dem Kleinen Satz von Fermat [6], Kapitel 2.3,
folgt dann mO C A. Damit gilt A | mO = p7* ---p¥=, d.h. es gibt nur endlich viele Teiler A von mO.
Also ist die Klassenzahl endlich. d

Korollar 3.25.

Es gibt nur endlich viele nicht assoziierte Elemente oo € O mit [N(a)| < c.

Beweis.
Es gilt N(a) = M(a0), da N(O) = 1. Also existieren nur endlich viele Hauptideale a® mit |V (aQ)| < ¢;
wegen a; ~ ag < @10 = a0 folgt die Behauptung. O

3.5. Der Dirichletsche Einheitensatz

Lemma 3.26.
Seien K|k endlich, o ein Dedekind-Ring in k& und O der ganze Abschluss von o in K. Dann gilt:

a € O ist eine Einheit in O — Ng () € o ist eine Einheit in o.

Beweis.
Sei zundchst @ € O, d.h. es gibt § € O* mit af = 1. Dann ist N(a)N(3) h. N(«

=1, d.
Sei dagegen N(a) = aM...al® € 0%, Wegen a = oV ist dann a(a® .- -a™N(a)™t) =
a® ... a(™N(a)~! ganz iiber o in K, d.h. eine Einheit in O ist, folgt a € 0%,

~—

€ o*.
1. Da
O

Satz 3.27. (Dirichletscher Einheitensatz, 1837)

Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen des algebraischen Zahlkorpers K mit [K : Q] = n = s + 2t, wobei
s die Anzahl der reellen Einbettungen in Z bezeichnet.
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3 Geometrie der ganzen Zahlen 3.5 Der Dirichletsche Einheitensatz

Dann gibt es in Ok Einheiten €1, ...,e, mit r = s +¢ — 1, so dass sich jede Einheit ¢ € O eindeutig
in der Form € = (e} - - - €' darstellen lésst, wobei m; € Z und ( eine Einheitswurzel ist.

Die ¢; heifen Fundamentaleinheiten und {¢; | 1 <4 < r} ein Einheiten-Fundamentalsystem von K.

Beweis.

Betrachte die Einbettung p : K < K% mit p(a) = (a,...,a**") und die logarithmische Darstellung
0:p(K*) C Kt — Rt gegeben durch £(xq, ..., z54¢) = (In]z1], ..., In |xs14|?). Via Identifikation mit den
Bildern unter der Einbettung schreiben wir () statt (¢op)(«), dann ist £(af) = £(a)+£4(B) fir o, B € K*,
d.h. ¢ vermittelt einen Gruppenhomomorphismus von (K*,-) nach (R¥** +). Fiir « € O\{0} gilt laut
Lemma 3.26: a € O* < [N(a)| = 1 & |aM) .. a5t . ot a s+ = 1 & alle [al)] = 1
sowie £(a) o (1,...,1) = 0 & In|aM| + .- + In]a5TM |2 = 0, d.h. £(O*) = £(O\{0}) N (1,...,1)*. Dabei
ist W = (1,...,1)* eine Hyperebene im R*** der R-Dimension s+t — 1 = r.

1. £(0%) ist ein Gitter im R3Tt: Wir zeigen dazu, dass £(O*) diskret ist. Seien r > 0 und € € O mit
|£(e)|| < r, dann ist |In[e®|V2] < ¢ fiir alle 1 < i < s+, d.h. p(e) = (e, ..., 5D liegt in einer
beschrinkten Teilmenge von K*!. Da G = p(O) ein Gitter im K*! ist, gibt es nur endlich viele solche
e € 0%, d.h. £(0*)NU,(0) ist endlich.

2. L(O*) ist ein vollstindiges Gitter in W: Wir zeigen, dass es eine beschrinkte Menge S in W gibt,
so dass W = |J{l(e) + 5 | ¢ € O*} gilt. Wir weisen dazu die Existenz einer beschréankte Menge
So C K** nach mit £=1(W) C J{p(e)So | € € O*}, denn dann gilt W = J{l(e) + S | € € O*}
mit S = £(Sp) N W und S ist beschrankt: Gelte ||(x1,...,254¢)]] < 7, dann sind alle |z;] < r, also
auch In|z;| < In(r), ohne Einschrinkung In |x;|1? < In(r), und mit £(xq,...,75¢) € W erhalten wir
a2 = S {— Do fag 12 | £ £ j} > —(5 + £ — 1) In(r).

Bleibt also die Existenz von Sy zu zeigen. Bezeichne A den Grundmascheninhalt von G. Gilt fiir den
4

Zylinder M = {(21, ..., xst) | |21] < 1,y [Tope|* < cope} © K, dass ¢ = 1 copr > (2)A,
dann ist laut Korollar 3.16 p(O)\{0} N M # (. Es gilt im Ubrigen bereits p(O)\{0} N M’ # 0
mit M’ = {(z1,....,054¢) € M | [[2i # 0}, denn aus a # 0 folgt stets auch [[a® # 0. Sei
N = (Y1, Ystt) € LHW) C K dh. |y1]- - |ys+¢|*> = 1. Wir betrachten die komponentenweise
Multiplikation 7 : K&t — K*! mit (21, ..., Zs41) = (T1Y1, -y Ts41Yst¢)- 7 ist R-linear und injektiv, also
bijektiv. Damit ist auch 77(G) ein vollstéindiges Gitter im K*!. Die Ubergangsmatrix ist gegeben durch
M = diag(y1, ..., Ys, O1, ..., Op) mit O = (5217 77217 ), wobel yoqj = gy + 051, 1 < j <t

Vstj Ustj

Wegen det(M) = y1 - ys(udy +v2p) - (udyy +02) = Y1 yslysta]? - |ysee> = £1 gilt fiir das
Grundmaschenvolumen von 7(G), dass v(T,q)) = v(7Ta) = A. Mit Hilfe von Korollar 3.16 finden wir
ein a € O\{0} mit n(p(a)) € M'. Dann ist [y1aD|--- |y @2 < [ = ¢, d.h. es gilt auch
laM] .. |altD|2 = N(a) < c. Laut Korollar 3.25 gibt es nur endlich viele nicht-assoziierte Elemente
a € O mit |[N(a)| < ¢, etwa aq,...,a,. Also gilt a ~ o; fiir ein i € {1,..,n}, etwa o = aze !
mit e € 0. Dann ist n(p(a;))p(e™') € M’. Wir setzen nun Sy = J{p(a; )M’ | 1 < i < m},
dann gilt n € £=Y(W) C {p(€)So | € € O}. Wegen der Submultiplikativitit ||x||||ly]| > ||zy| (bzgl.
komponentenweiser Multiplikation ) impliziert die Beschrinktheit von M: Sy ist beschrinkt.

3. Kern(f) N O besteht aus Einheitswurzeln und bildet damit eine endliche Gruppe: Sei o € K* eine
Einheitswurzel, dann ist o™ = 1 fiir ein m € N, d.h. a ist ganz und erfiillt |a(?| = 1 fiir alle 1 < i < n.
Sei umgekehrt a € O mit £(a) = (0, ...,0). Dann ist |o(?| = 1 fiir alle i, d.h. es gilt [N(a)| = 1 und mit
Lemma 3.26 folgt o € O*. Weiter sind die a € O mit |a(?| = 1 beschrénkt in K** und da O diskret
in K*t, ist £71({0}) N O eine endliche Untergruppe von K*, also zyklisch.

4. Jedes € € O lasst sich eindeutig schreiben als € = (e]™ --- €' : Seien €1,....,6, € O* mit r =s+t—1
und £(O*) = Zl(e1) ® -+ ® ZL(e,.). Da L(e) = myl(er) + -+ + m,l(e-), mit eindeutig bestimmten
My .oy My, ist € Lel™ - € € Kern(€) N O, d.h. es gibt eine Einheitswurzel ¢ mit € = (e} - - €.
Diese ist eindeutig bestimmt, denn aus € = 'e]"* - - - €'~ folgt sofort, dass ¢’ = (. O

Bemerkung 3.28.

Zu jedem algebraischen Zahlkorper K existieren also ein Einheiten-Fundamentalsystem €1, ..., €, der Lénge
r = s+t — 1 sowie eine m-te Einheitswurzel ¢, mit Ox 2 Z" X ((p) = (€1) X -+ X (&) X {Cm)- O
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4.1 Fortsetzung von Idealen 4 Zerlegungstheorie

Bemerkung 3.29. (Einheiten in komplex-quadratischen Zahlkoérpern)

Sei K = Q(v/d) mit d € —N quadratfrei. Dann sind s = 0 und ¢ = 1, d.h. O* = ¢Z fiir eine geeignete
Einheitswurzel (. Wegen O = Z & wZ, vgl. Beispiel 3.11, existieren a,b € Z mit ( = a + bw, und mit
Lemma 3.26 folgt £1 = N(¢) = a? + S(w)ab + N(w)b?, speziell N(¢) = +1. Fiir d = 2,3 mod 4 folgt
+1 = a? — b?d, sonst +1 = a® + ab + %b? Wir unterscheiden vier Félle:

1. d = —1, dann sind w = i und 1 = a? + b? hat genau die Losungen (£1,0) und (0, +1), die zugehdrigen
vierten Einheitswurzeln sind 1, —1, 4, —i.

2. Ist d = 2,3 mod 4 mit d # —1, dann w = v/d und 1 = a® — db? hat die Losungen (41,0) mit
zugehorigen Einheitswurzeln 1, —1.

3. Fiir d = —3 ist w = 2Y=2 und 1 = a® + ab+b? besitzt genau die Losungen (+1,0), (0, +1), (£1, F1);
wegen 1 — ab = a? + b? > —2ab = —1 < ab gibt es keine weiteren. Dies impliziert, dass ¢ eine sechste
Einheitswurzel ist.

4. Sei d =1 mod 4 mit d # —3, dann folgt b = 0, denn es ist 1 = a® + ab+ 152b? > a® +ab+b? > 0 und
a = 0 ist wegen d # —3 unmoglich. Also gilt (a,b) = (£1,0) und ( ist eine zweite Einheitswurzel. ¢

Bemerkung 3.30. (Einheiten in reell-quadratischen Zahlkorpern)

Sei K = Q(+/d) mit d € N quadratfrei. Dann gibt es nur die beiden Einheitswurzeln ¢ = +1 in O
und es sind s = 2, t = 0, d.h. » = 1. Also besitzt O die Darstellung O* = ¢’ fiir eine geeignete
Fundamentaleinheit ¢ € O*. Die Pellsche Gleichung X? — dY?2 besitzt fiir jedes quadratfreie d > 0
eine nicht-triviale Losung (a,b) € Z, vgl. [1], Satz 10.3 oder [13], Satz 2.4 (ist d = §2 ein Quadrat,
dann ist X? —dY? = (X — Y)(X + dY) offenbar nur trivial 16sbar durch a = £1 und b = 0). Sei also
€ = a+bw € O* eine nicht-triviale Einheit. Unter den Einheiten +e, ¢! existiert eine, welche grofer als
1 ist, 0.B.d.A. € selbst. Die nicht-leere Menge E = {¢ € O* | 1 < ¢ < ¢} ist endlich, denn sei € € E, dann
ist N(¢) = £1, d.h. £ = +2=1. Weiter ist [¢®)] < 1, d.h. es gilt [S(g)| = |e® + @ | < |e| + e < e+ 1;
da S(e) € Z, kommen also nur die Spuren s € Z mit |s| < € + 1 in Frage. Das Minimalpolynom von &
hat somit die Gestalt m(X) = X2 + S(e)X £ N(e) = X? + sX £ 1. Also liegt ¢ in der endlichen Menge
{e€O* | X?+sX+1=0}DE.

Damit existiert ein kleinstes € > 1, welches die Pellsche Gleichung 16st. Offenbar ist dieses € eine Fun-
damentaleinheit, denn sei e € O*, & > 1 beliebig, dann existiert ein n € Z mit ¢ € [¢",e"™1). Dann ist
auch ee™™ € O* und da 1 < ee™™ < ¢, folgt aus der Minimalitdt von €, dass ee™™ = 1, d.h. € = €™. Die
Forderung e > 1 stellt dabei keine Einschrinkung dar, da wieder eines der Elemente +¢,4+e! in (1, 00)

liegt. Zur Berechnung der Fundamentaleinheit € = a + byv/d im Fall d = 2,3 mod 4 bzw. ¢ = %‘/E im
Fall d = 1 mod 4 bestimmen wir a,b € Z mit a,b > 0 und b minimal, welche eine der diophantischen
Gleichungen a? — db? = +1 bzw. a? — db* = +4 losen, vgl. [1], Satz 10.8:

1. Fiir d = 2 ist € = 1 + /2 mit N(¢) = —1.
2. Im Fall d = 3 sind € = 2 4+ /3 und N(e) = +1.
3. Mit d = 5 erhalten wir € = 1+T‘/5 mit N(e) = —1.

4. Fiir d = 7 berechnen wir zu b = 1,2, ... die zugehérigen a2 (b) = db* + 1 und a2 (b) = db* — 1. Wir
erhalten die Paare (a%,b) = (8,1),(29,2), (64,3),... und (a*,b) = (6,1),(27,2), (53,3), ..., also ist die
gesuchte Losung (a4 (3),3) = (8,3) und die Fundamentaleinheit zu d = 7 somit € = 8 4 3+/7 mit
N(e) =1. O

4. Zerlegungstheorie

4.1. Fortsetzung von Idealen

Definition 4.1.

Seien o ein Dedekind-Ring mit Quotientenkdérper K = Quot(o), L|K eine separable Korpererweiterung
vom Grad n, O der ganze Abschluss von o in L und p # (0) ein Primideal in o.

P =pO =PT* - - - P& mit paarweise verschiedenen O-Primidealen PB; liegt iiber p, falls PNo = p.
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4 Zerlegungstheorie 4.1 Fortsetzung von Idealen

Bemerkung 4.2.
1. Es gelten die Aquivalenzen B liegt iiber p g.d.w. p € {P1, ..., B} g.d.w. p | B:

Liege B iiber p, dann P No = p, also p C P, d.h. p =P, fiir ein ¢ € {1,...,7}. Auch klar: Aus p C B
folgt p | P. Gelte schlieklich p | B, dann liefert p C P N o mit der Maximalitdt von p, dass schon
p="PnNo.

2. Der kanonische Homomorphismus o — O/P mit a — a + ‘P hat den Kern oNP = p, d.h. o/p — O/P
ist eine Einbettung. Wir identifizieren dann o/p mit seinem Bild: o/p C O/B.

3. Der Grad der Koérpererweiterung f; = [O/%; : o/p] heifst der Restklassengrad. O

Satz 4.3. (Fortsetzungssatz)
Mit [L: K] =n, fi = [O/%B; : o/p] und P = P5* - - - P gilt die Gradormel n =ey f1 + -+ + e, fr.

Beweis.

1. Sei k = o/p. Wir zeigen zuerst, dass O/pO die k-Dimension dim O/pO = e1f; + -+ + e, f, besitzt.
Wegen pO No=pist O/pO ein k-Vektorraum mit

ODPi2PI D DFP DPIP2 2 - 2P P =pO Do

Dann sind die O/pO 2 PB1/pO D ---, die wir mit U; 2 Uy D - bezeichnen, alles k-Vektorrdume;
beachte dabei: aus A,, | pO folgt A,, No = p, wobei U,, = A,,/pO. Fiir deren k-Dimensionen
gilt dim O/pO = Uy /Us + -+ + Uy, /Upn 1. Die Kette der Untervektorrdume hat e; + -+ + e, viele
Glieder. Es bleibt also zu zeigen, dass dim U,, /U, 1 = f;. Wir betrachten dazu den Epimorphismus
Unp = A /p0O — Ay /AR mit a + pO — a+ A,B;; dieser hat den Kern A,,,B;/pO = U101 Also
ist Uy, /Up+1 als Vektorraum isomorph zu A,, /A, 3B;. Weiter ist A,, /A, B; ein O/P;-Vektorraum der
Dimension 1, vgl. den Beweis zu Lemma 3.20. Wegen dim O/, = f; folgt daraus dim A,,,/A,,B; = fi.

2. Wir lokalisieren nach S = o\p und schreiben O, fiir S~'O. Wir haben bereits in Lemma 2.44 bewie-
sen, dass O, der ganze Abschluss von o, in L ist. Weiter ist der Bewertungsring o, ein faktorieller
Hauptidealring und damit O, ein Dedekind-Ring, vgl. Korollar 2.45. Wir setzen B, := B,;0,, dann
ist pO, = P PO, = PL' P Wegen P, No = p ist 0 : Op — Quot(O/P,;) = O/P;
mit as~!' + @5 ! ein Epimorphismus mit Kern PO, = P.. Also ist P ein Primideal und es gilt
O, /B0, = O/P;. Fir die Einschrinkung von o auf o, gilt: o,/po, = o/p, woraus wir folgern
fi=[0/B :0/p] =[Op/pO, : 0,/po,] und mit Teil (1): e1 f1 + - - -+ e, fr ist die 0, /po,-Dimension von
Op /90y,

3. Bleibt zu zeigen, dass n die o, /poy-Dimension von O, /pO, ist. Wir lassen die Lokalisierung wieder
weg und setzen voraus, dass o ein Hauptidealring ist. Wir wissen: O/pO ist ein o/p-Vektorraum und
miissen zeigen, dass dim O/pO = n iiber dem Korper k£ = o/p. Da o Hauptidealring, ist O ein freier
0-Modul vom Rang r, denn O C M C L mit M freier o-Modul vom Rang n, vgl. Proposition 2.39.
Es gibt also eine Basis (aq,...,ap) mit O = oy & - - ® oy, d.h. O/pO = o/pay + -+ + o/pq,, mit
a=a+p0. Falls nun 11 + - - - 4+ ana, € pO, d.h. Gy + - - - + G, = 0 flir gewisse aq, ..., a, € 0,
dann ist zu zeigen, dass alle @; = 0, d.h. a; € p. Mit ajay + -+ + apay = prog + -+ - + ppay, fiir p; € p
folgt a; = p;, also ist @y, ..., @, eine k-Basis von O/p0O, d.h. O/pO = o/pa; @ - - ® o/pa,. Folglich
gilt dim O/pO = n und damit ey f1 + -+ + e, fr = n. a

Beispiel 4.4.

Seien wieder 0 = Z, K = Q und L = K(v/d) mit d € Z quadratfrei. Dann ist O = Z + Zw mit w = v/d
flir d = 2,3 mod 4 und w = 1+T‘/E, falls d = 1 mod 4. Weiter seien p = Zp fiir eine Primzahl p € Z und
pO =P - PEr mit f; = [O/B, : Z/pZ). Dann ist [L : K] = 2 und es bestehen folgende Moglichkeiten:

1. pO = pO = P! mit [O/P : Z/pZ] = 2, man nennt p dann triige;
2. pO = P2 mit O/P = Z/pZ, dann nennt man p verzweigt;
3. pO = PBIP2 mit O/P; = Z/pZ; dann heilt p zerlegt. O
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4.1 Fortsetzung von Idealen 4 Zerlegungstheorie

Satz 4.5.

Gibt es ein « € O mit O/pO =k @ --- © ka"~1, wobei k = mod o/p und @ = a + pO. Gelte fiir das
Polynom f = Irr(w, k), dass f = gi* ---go- iiber k, wobei g; € 0o[X] und g, irreduzibel sowie paarweise
verschieden seien. Dann ist

pO =P B mit Py =pO+gi()O und  fi =[O/Pi:0/p] = degy.

Beweis.

Es gilt f € 0[X], da a € O, also sind auch alle Konjugierten von « ganz iiber o; die Koeffizienten von f
sind Linearkombinationen dieser Konjugierten. R = O/pO =k @ --- @ ka" ! ist isomorph zu k[X]/(f):
Der Epimorphismus ¢ : k[X] — R mit g(X) + g(@) hat den Kern (f). Offenbar gilt f € Kern(y), denn
o(f(X)) = f(@) = 0. Weiter ist dim(R) = n. Setze Kern(p) = (h) prim und normiert, dann gilt h | f
und wegen deg h = n, dass h ~ f; da h normiert, folgt also f =

Setze A; = pO + g;(@)O, dann 4; = (g,(@)). Also ist g,(@) keine Einheit in R, sonst gibe es Polynome
hi, ho € o[ X] mit g;h1 = 1+ fhy. Wegen g, | f wiirde dann gelten g, | 1 in k[X], ein Widerspruch. Weiter
ist A; ein Primideal in R: falls h1hy = g;hs + fhy mit h; € o[X], j = 1,...,4, dann gilt g; | k1 oder
G, | ha, d.h. hy(@) € A; oder hyo(@) € A;. A; ist prim in (9 denn O/A; = R/A (ein Integritétsbereich)
und die Abbildung © — R/A; mit 8 + B+ A; hat den Kern A;. Schlielich ist A; # A; fiir alle i # j,
insbesondere A; # A;. Sonst wire etwa g, (@) € A;, d.h. es gibt hy, hs € o[X] mit g; = gjhl + fha, also
g; | g;, ein Wlderspruch zur Irreduzibilitét.

Wir schreiben 9B; fir A;; wegen B; D pO wird pO von P, geteilt. Weiter gilt g;(a) € PB; und folglich
O/Bi = k+k(a+B;) + -+ k(a+ ;)71 also f/ = [O/P; : k] < f; = degg;. Beachte dabei:
gi(a) € By = gi(a) +Pi = 0+P;). Wegen B; C pO + g;(a)O ist P7* C pO + g;(a)®*O. Also gelten die
Inklusionen RB§* - P& C pO + g1(a)® -+ g, () O C pO. Folglich ist pO = P - P mit €] < e,
und der Fortsetzungssatz 4.3 liefert n = e} f] + -+ el.fl < eifi+ -+ e.fr = degf = n, also gilt
Gleichheit und damit e; = e} sowie f; = f!. Es folgen pO = BT -- - P& und degg; = [O/P; : k] O

Beispiel 4.6. (Fortsetzung in quadratischen Zahlkérpern)

Sei wieder d € Z quadratfrei. Dann gelten:

1. Sind d = 2,3 mod 4 und p # 2 eine Primzahl in Z, dann kénnen fiir das iiber Q irreduzible Polynom
f(X) =Trr(w,Q) = X2 — d mit w = v/d die folgenden Fille auftreten:

a) X2 — d ist irreduzibel in k = Z/pZ = 7Z,. Dann ist d kein quadratischer Rest modulo p und es
gelten (%) =—-1,p{d Alsor=1,e; =1, fi =2, dh. pO =P, ist trége und [O/P1 : Z,] = 2.
b) X?—d= (X —a)(X —b) iiber Z, mit a # b < d ist quadratischer Rest und p { d & (%) =1 und
pfdAlsor=2e=e=1=f1 = fo=1und pO = PB1P; zerlegt mit O/P;, =Z,, i =1,2.
¢) X2 —d = (X —a)? iiber Z, & p| d,dh.d =0. Dann sind r = 1, e; = 2 und f; = 1, d.h.
O/PB1 = Zp und pO = PB? ist verzweigt.
2. Sind d = 2,3 mod 4 und p = 2, dann X? — d = (X — d)? iiber Zs, also ist 20 verzweigt in L.
3. Im Fall d = 1 mod 4 mit p # 2 prim ist O/pO = Z + Z\/d/pO = Z/pZ[\/E] =Z/pZ + Z/pZ\/g, denn

ist u € Z ungerade, dann u + p = u mod p und u + p ist gerade. Also & (1 + \/g) € Z + 7Z~/d mod p.
Ist dann f(X) = X2 — d, dann gelten (a),(b),(c) wie eben.

4, Sind d = 2,3mod 4 und p = 2, dann f(X) = X? — X — %. Weiter sind % = 1 mod 2, falls
d =5mod 8, und 4 = 0 mod 2 fiir d = 1 mod 8, modulo 2 gilt also: f(X) = X? - X = X(X — 1)
zerlegt fiir d =5 mod 8und f(X)= X2 — X — 1 ist triige, da irreduzibel, fiir d = 1 mod 8.

Mit Dy, = 4d fiir d = 2,3 mod 4 und Dy = d im Fall d = 1 mod 4 erhalten wir:

p#27 (%):+1
p=2 d=1mod38’

p#2, (%)

p verzweigt < p | Dy, pzerlegté{ ptrég(ﬂi’{p:27 dE? mod 8 0
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4 Zerlegungstheorie 4.2 Verzweigung von Primidealen

Korollar 4.7. (Primzahlen als Quadratsummen)

Sei p # 2 prim. Dann gilt: p = X? + X7 ist losbar in Z < p = 1 mod 4.

Beweis.

Setze L = Q(i) = Q(v/—1), dann O = Z + Zi, h(O) =1 und Dy = —4. Wegen p # 2 gilt (p)o = (7) oder
(p)o = (m1ma). Sei a € O, dann oY) = a+ibund a? = a—ib mit a,b € Z, also N(« ) aMa® = a2 4p2.
Gilt nun (p) = (), so N(w) = £p? und p = er. Andernfalls ist (p) = (m17m2) = p? = £N(m)N(m2), d.h.
IN(71)| = [N(72)| = p. Damit gilt mit Bemerkung 1.17:

p=X?+ X2 losbar <+ p = N(a+ib) <= pist zerlegt in O (da N(p) = p?)

— (771):(_1)’%1:1 <= p=1mod4. -

4.2. Verzweigung von Primidealen

Definition 4.8.

Seien o ein Dedekind-Ring mit Quotientenkdérper K = Quot(o), L|K eine separable Korpererweiterung
vom Grad n, O der ganze Abschluss von o in L und p # (0) ein Primideal in o.

p heift verzweigt in L, wenn e; > 1 gilt oder O/, inseparabel tiber o/p ist fiir ein i € {1,...,r}. e;
heifft dann der Verzweigungsindex von ; iiber p.

Die Relativdiskriminante D(O/0) ist dasjenige o-Ideal, das von Dy (a1, ..., ) erzeugt wird, wobei
a1, ..., € O alle Basen von L|K durchlduft.

Bemerkung 4.9.

1. Falls K = Q und L eine endliche Erweiterung von Q), dann ist o/p endlich, also perfekt, und damit
O/B; stets separabel iiber o/p.

2. Ist o ein Hauptidealring, so ist O ein freier o-Modul vom Rang n = [L : K]. Sei oy, ..., o, €ine o-Basis
von O, dann ist D(O/o0) = oD(ay, ..., ). O

Lemma 4.10.

p ist genau dann verzweigt in L, wenn D(ay, ..., ) = 0 fiir eine o/p-Basis von O/pO.

Beweis.

Habe P = pO die Darstellung P = PB7* - - - P& . Dann ist O/p isomorph zu O /P ®- - -G O /P& : Betrachte
den Homomorphismus o : O — O/PI @ - & (’)/&Ber mit a — a/P;* + -+ + a/PE. Dann ist o ein
wohldefinierter Homomorphismus mit Kern(c) = SNPer = P+ PE. Wegen B + ‘B;j =0
fiir 4 # j folgt mit dem Chinesichen Restsatz 1.2 die Surjektlwtat von ¢ und mit dem Homomorphiesatz
die Bijektivitét. Setze k = o/p und d; = dim O/PB;" = e, f;. Sei 1, ..., a4q, eine k-Basis von O/PB;*. Dann
gilt a5 = 0 fiir alle 5 # j, 1 < 4,5 < r. Also ist

det(S(aisaze) 1215, = [T det(S(aus0u) 1225 = 11D (01, - cia,)
== i=1 == i=1
und damit D(O/pO) # 0 genau dann, wenn D(o/P;") # 0 fiir alle 1 < ¢ < r. Wir unterscheiden:
1. Sind e; =1 und O/RB;" separabel iiber o/p, so folgt D(O/B:*) # 0.
2. Im Fall e; = 1 und O/9;" inseparabel tiber o/p folgt D(O/P5*) =0

3. Ist hingegen e; > 1 fiir ein 4, existieren nilpotente Elemente in B = O/, denn sei b € B;\'BZ, dann
gilt fir 8 = b/P;*, dass % = 0 und auberdem 5 # 0. Wahle eine k-Basis von B mit 1, ..., B4, mit
B1 = B. Dann ist 88; nilpotent, d.h. mgg, eine nilpotente Matrix. Eigenwerte nilpotenter Matrizen
sind alle 0, also ist auch Spur(mgg,) = 0. Dann folgt (S(5.5;)) = (0]*), also D(84, ..., B4,) = 0. O
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4.3 Zerlegung und Verzweigung in Galoiserweiterungen 4 Zerlegungstheorie

Satz 4.11.

p ist in L genau dann verzweigt, wenn gilt p | D(O/0).

Beweis.

Wir lokalisieren nach S = o\p. Dann folgt aus P = pO = P7* --- P, dass pO, = /1"‘1 CSPler mit
Pi = P;0,. Wir zeigen: D(O, /pO,) = 0 iiber k = o/p = 0, /p’, wobei p’ = po, und O, /p'O, = O/p0O.
Da o, ein Hauptidealring ist, also Op = opay @ - - - ® oy, gilt geméh dem Beweis des Fortsetzungssatzes
4.3, dass O, /pO, = ka1 & - - - @ k@, also ist p genau dann verzweigt, wenn D(@y, ..., @, ) = 0 tber k.

1. Es gilt D(au, ..., ) = det(S(a;5)) in O, als op-Modul und damit
D(ai, ..., an) = det(S(a;a;)) = Spur(maa;) = det(S(aza;)) = D(@y, ..., ).
2. Es ist D(Op/0p) = D(O/0)o,: 2 gilt wegen O C Op; zu C: Seien ay, ..., a, € Op mit o; = %, Bi € O,
s € S. Dann ist sai, ..., s, € O und damit gilt D(a, ..., o) € D(O/0)0y:

D(say, ..., say,) = det(S(say, sa;)) = s*"D(aq, ..., a) € D(O)o0).

Wir erhalten

p verzweigt <= D(aq,...,an) € pOy N K = po, = p’
<= 9| D(Oy/op) =D(O/0)oy
< p|[D(O/o),

denn falls D(O/0) = pi* + -+ + p¥=, so gilt D(O/0)o, = pi”" -+ p.” mit p; = p,o, fiir alle i. O

Korollar 4.12.

Es gibt nur endlich viele verzweigte Primideale von o in L.

4.3. Zerlegung und Verzweigung in Galoiserweiterungen

Satz 4.13.

Seien o ein Dedekind-Ring mit Quotientenkdrper K = Quot(o), L|K eine separable Galoiserweiterung
vom Grad n mit zugehoriger Galoisgruppe G = Gal(L|K), O der ganze Abschluss von o in L und
p # (0) ein Primideal in o.

Sei P = pO = P - - Per. Dann sind alle PB; konjugiert, d.h. fir alle i,5 € {1,...,r} gibt es ein 0 € G
mit PB; = o(P;), und es existieren e, f € N mit e; = e sowie f; = f fiir alle ¢; speziell ist n = ref.

Beweis.

Wegen PNo = p ist auch o(P)No = p. Sei {o(P) | 0 € G} = {PW), ..., P} Wiihle &;; € PO\PY) fiir
i # j. Angenommen, P’ N o = p, aber P’ ¢ PO fiir alle 1 < i < m. Wihle dann o; € P\ P und setze
Bi =0 [[{&; | #i} € B/, BY) | aber B; ¢ P, da kein Faktor in P liegt. Setze 8 = B4+ -+ Bm € W,
dann liegt § in keinem P@, denn es gelten B; € PO und p; ¢ P fiir j # 7. Die Norm von f ist ein
Element aus 9B, denn N(8) = g1 ... 80 = [[{o(B) | ¢ € G} € P’ impliziert N(8) € P’ No=p C P.
Andererseits ist 3 ¢ o !(P) fiir alle 0 € G, also o(8) ¢ P fiir alle 0 € G. Dann kann auch nicht
N(B) =[I{e(B) | o € G} in P liegen, ein Widerspruch. Damit sind alle 8; konjugiert zueinander.

Wegen B° | pO < o (PB°) = o(P)*® | pO sind alle e; identisch. Weiter hat der Epimorphismus O — O/ ()
mit o — o(a) + o(P) den Kern P, also gilt mit dem Homomorphiesatz O/PB = O/ (P), d.h. alle f; sind
gleich. O
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4 Zerlegungstheorie 4.3 Zerlegung und Verzweigung in Galoiserweiterungen

Definition 4.14.

Sei P ein O-Primideal. Dann heift Z(P) = {oc € G | o(P) = P} die Zerlegungsgruppe von ‘P.
Ky = Fix(Z(*B)) nennt man den Zerlegungskorper von ‘.

Bemerkung 4.15.

1. O ist invariant unter G, d.h. ¢(O) = O fiir alle 0 € G, denn aus « € L ganz iiber o folgt o(a) ganz
iiber o, also o(0) C O, und analog o~ (0) C O, d.h. O = ¢(0O).

2. Z(P) ist eine Untergruppe von G.

3. Aus P’ = 7(R) folgt Z(P') = 7Z(R)7 !, denn o (P’) = P’ genau dann, wenn (7~ 1o7)(P) =P, d.h.
o € Z(P') genau dann, wenn (7~ lo7) € Z(*P).

4. Sei pO = (PO .- P)e mit PO = ;(P) und PNo = p. Dann bildet {0y, ..., 0, } ein Vertretersystem
modulo Z(), d.-h. G lasst sich darstellen als disjunkte Vereinigung G = 04Z U --- U 0,.Z. Also ist
|G| =n = efr, d.h. |Z(P)| = 1|G| = ef. Damit haben wir gezeigt: |Z(B)| = ef fiir Po=p.

5. Sei nun o € Z(P). Dann gelten o(O) = O und o(P) = P. Definiere die Abbildung 7 : O/P — O/
mit « + P — o(a) + P. Dies ist unabhéngig vom Vertreter:

a4+ P=d+Peoa—-0d ePeola)—o)=cla—-da)eco(P) ="

G ist ein Automorphismus von O/ iiber o/p: Offenbar ist & ein (Korper-)Epimorphismus und damit
ein Automorphismus. Weiter ist 0|, = id. Setze Ly = L = O/ und K, = K = o/p.

Dabei ist 7 : Z(B)/Aut(L|K) mit o + & ein Gruppenhomomorphismus, denn 567 =G o 7. O

Definition 4.16.
Der Normalteiler T(3) = Kern(?) in Z(J3) heifit die Trégheitsgruppe von B.

Bemerkung 4.17.

1. Es gilt 0 € T(P) & o(P) = P und o(a) = a mod ‘P fiir alle & € O & o(a) = o mod P fiir alle
a € O, denn o(P) C P impliziert bereits die Gleichheit o(P) = P.

2. T(P) = {0 € G| o(a) = a mod p fiir alle « € O} < Z(P), d.h. T(P) ist ein Normalteiler von Z(P),
da Kern eines Homomorphismus.

3. Oz = Kz N O ist der ganze Abschluss von o in Ky.

4. B ist die einzige Fortsetzung von Pz = P N Oz auf L, da L|Kz Galoisch mit Gal(L|Kz) = Z(P)
(Zerlegungsgruppe auch iiber K7). Falls B'NO = Py, so ist P’ = 7(P) fiir ein 7 € Gal(L|Kz) = Z(P).
Dann liegt 7 in Z(3) und damit 7(P) = R, also Pz O = P fiir irgendein €’

5. Allgemein sind die Zerlegungsindizes e, f transitiv: Seien K”|K’|K Galoisch und O” 2 O’ > O
die zugehorigen ganzen Abschliisse von o sowie B’ O P = P"' N O O P = P’ N O, dann sind
PO C PO’ = -..pee’ Cpre’e’ P C PO = P’¢. Mit den Inklusionen O/ C O /B C O" /P
erhalten wir fiir die Erweiterungsgrade [O” /" : O'/%'] - [O'/¥ : O/B] = [O"/B" : O/P], d.h.
FOR ) S OF/B) = FOR /) und weiter (B /5)e(F /%) = e(B" /F).

6. Zuriick zum Kyz: Es gilt e = ¢’ und f = [O/B : Oz/Pz] = [, denn ef = |Z(P)| = [L : Kz] = €'f" und
e <e, f/< f,also e =¢ und f = f’. Insbesondere sind e(Pyz/p) = 1 und f(Pz/p) = 1.

7. Volle Verzweigung, d.h. e = f = 1 und ' = r, liegt dann vor, wenn Ky iiber K eine Galoiserweiterung
ist. Dann ist Z(P) = Z(P’) fir alle P’ No = p. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn die
Galoisgruppe G abelsch ist. O

Definition 4.18.
P heilt unverzweigt iiber p, wenn e(O/p) =1 und (O/PB)|(o/p) separabel ist.
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4.3 Zerlegung und Verzweigung in Galoiserweiterungen 4 Zerlegungstheorie

Bemerkung 4.19.

p ist genau dann unverzweigt in O, wenn alle 3; unverzweigt iiber p sind, wobei pO =P*---Per. O

Satz 4.20.

Sei L = O/ separabel iiber K = o/p. Dann ist - : Z(B) — Gal(L/K) ein Epimorphismus und
|T(P)| = e. Speziell gilt dies, wenn P unverzweigt ist iiber p; in dem Fall ist = ein Isomorphismus.

Beweis.

Es gilt K = Kz und L|K ist endlich und separabel. Sei L = K (@) fiir ein o € O. Sei g € Oz[X] das
irreduzible Polynom von « iiber Kz. Da g in L zerfillt, zerfillt g in L. Die Nullstellen von g haben die
Gestalt o(a) mit o € Z(*P). Also sind auch die Nullstellen von g von der Gestalt (@), d.h. die Abbildung
T Z(B) — Gal(L|K) ist surjektiv. Weiter ist

P . Z(P) ef
TR =1 Ol |Gal(L|K)| f
Ist speziell P unverzweigt, dann ist |[Kern(%)| = |T(P)| = e(O/p) = 1, d.h. * ist auch injektiv. O

Korollar 4.21.
Seien L|K zwei Zahlkérper, d.h. endliche Erweiterungen von Q. Ist e(B/p) = 1, so ist Z(P) zyklisch.

Beweis.
Aus e = 1 folgt Z(P) = G(L|K). Diese Gruppe ist zyklisch, da der Restklassenkdrper M eines Zahlkorpers
M endlich ist: | M| =[O/ : Z/p]. O

Beispiel 4.22.

Seien K = Q, p = (p) und ‘P iiber G unverzweigt. Der erzeugende Automorphismus von Gal(L|Z,) ist
x + 2P, der Frobenius-Automorphismus von L|Z,. Also wird Z(*B) erzeugt von o mit o(a) = o mod B
fiir alle & € O. Dann heift Frob(*3) = o der Frobenius-Automorphismus von L|Q zu R. Ist G = Gal(L|Q)
abelsch, dann nennt man Frob(p) = ¢ auch den Frobenius-Automorphismus von p. O

Bemerkung 4.23.

1. Gilt ¢'(a) = a? mod %, dann ist 0~ 'o’(a) = a mod B, d.h. ¢ = ¢’. Also ist o eindeutig bestimmt
(bzgl. P).

2. Ist Gal(L|Q) abelsch und p € Z unverzweigt in L, dann gilt fiir No =p =P No, dass Z(P) = Z(P')
und Frob(P) = Frob(P’), denn sei P’ = 7(P). Dann gilt mit o(5) = P mod P; fir o € P, dass

o(r(a)) = (T(a))" = 7(o(e)) — 7(a?) € 7(P) = P".
Also ist ¢ in der Tat schon durch p eindeutig festgelegt.

3. Sei [K : Z,] = fo. Dann ist ein erzeugender Automorphismus der Galoisgruppe Gal(L|K) gegeben
durch z — 27’* = 2N®). Also wird Z(B) erzeugt von o mit o(a) = aN®) mod P (P unverzweigt). ¢

Definition 4.24.

Sei L|K Galoiserweiterung von Zahlkérpern. Dann heift Kt = Fix(T(B)) der Trigheitskorper von .

Bemerkung 4.25.

1. Fiir eine Galoiserweiterung L|K von Zahlkoérpern sind K € Kz C Kr C Lund 0 C Oz C Or C O
sowie p C Pz C Pr C P. Es gelten [L: Kt] = e und [Kt : Kz] = f. Mit dem Epimorphismus
*: Gal(L|Kt) — Gal(L| K1) gilt fiir 0 € Gal(L|KT), dass o € Kern(*) < o(a) = a mod ‘P fiir alle «,
d.h. Gal(L|K 1) = (id). Also ist L = K, d.h. f(Pr/Pz) = f und damit e(Pr/Pz) = 1.
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4 Zerlegungstheorie 4.4 Zerlegung und Verzweigung in Kreisteilungskérpern

2. Seien weiter p C o unverzweigt in L7 | p (d.h. p liegt iiber p) und n = [L : K]. Dann gilt p = B - - - B,
mit r = % und f ist minimal mit (oN®)/ = o mod P, fiir alle a € O, d.h. f ist die Ordnung des
Frobenius-Automorphismus:

f=[L:K]|=|Z2(B1)] = Ordnung des Frobenius-Automorphismus o = Frob(J3;).

3. Im abelschen Fall gilt fiir den Frobenius-Automorphismus o = Frob(p) sogar, dass

NP = g(a) mod pO =Py N--- NP, =Py - P %

4.4. Zerlegung und Verzweigung in Kreisteilungskorpern

Wiederholung 4.26.

Seien ¢ = exp(2Z!) eine primitive m-te Einheitswurzel, K = Q und L = K((). Dann gelten:

1. ¢* ist eine m-te Einheitswurzel. (* ist primitiv < vy =1 mod m firein p < v € 7).

2. Es gibt p(m) = |Z)| viele primitive m-te Einheitswurzeln.

3. f =Trr(¢, Q) teilt das Polynom X™—1 = (X —1)(X™ 14+ X™"24...4+ X +1), also auch X™ 1 4. .. +1.
4. L|K ist eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L|Q).
5

. Die Abbildung v : G — ZX mit o — (o), wobei o(¢) = ¢¥(?) primitive m-te Einheitswurzel ist ein
Monomorphismus: (o o 7)(¢) = a(¢*) = o(¢)*) = ¢¥(@¥() also v(o o 7) = v(o)v(r) und aus
v(c) =1 mod m. folgt o(¢) = ¢, d.h. 0 =id. Also ist G abelsch und es gilt [L : K] | ¢(m). O

Satz 4.27.

1. In L sind die Primzahlen p mit p { m unverzweigt.

2. Fiir p* || m, d.h. p* | mund p**1 + m (s > 1), gilt pOp = [(1 — ¢+ )OL]##).
Speziell ist p fiir p(p®) > 1 verzweigt.

3. Falls s =1 und p = 2, so ist p unverzweigt in L.

Beweis.

1. Seien ¢, ..., ¢4 alle Konjugierten von ¢, dann gilt d = deg f = [L : K]. Fiir die Diskriminante
D¢ = D(1,¢, ...,¢%1) gilt dann mit nach Van-der-Monde die Formel D¢ = [T{(¢") — ¢®)? | j < k}
mit (V) = ¢¥, vgl. den Beweis zu Satz 2.37. Damit folgt ((U) — ¢*)Op = (1 — (¥*7%)Oy, wobei
¢+ % eine m-te Einheitswurzel ist. Weiter ist

m—1 m—1
Xm71+,..+1:H(Xf<V) = m:H(lfCV)’
v=1 v=1

also (1 —¢*) | min O = N(1—¢¥) | N(m) = m? in Z = D? = N(D¢) | m! firein l € N, k > 1.
Wegen Z + Z¢ + - -+ + Z¢41 C Oy, ist D¢ € D(Or)Z. Wire nun p verzweigt, dann p | dD(Op,), also
auch p | D¢, d.h. p | N(D¢) | m! und damit p | m, ein Widerspruch.

2. Gelte jetzt p | m, etwa p* || m. Wir setzen £ = ¢»*, dann sind £’ = 1 und €P""" £ 1. Dieses ¢ ist eine
Nullstelle von X?" —1=Y? —1= (Y = 1)(YP L + ... + 1) mit ¥ = X?" . Also ist £ eine Nullstelle
von YP=l 4.4 1= ()(”571)1”_1 + -+ 4 1; das gleiche gilt fiir alle £ mit p | v, wobei die Anzahl der
v gerade ¢(p°®) = p*~1(p — 1) betriigt. Damit gilt

vyl pi=[(x-¢) = p=]Ja-9"
piv ptv
Gilt p 1 v, dann ist 1 — £ assoziiert zu 1 — £ in Op, denn (1 —€*)(1—¢) "t =1+---+ "1 € Op.
Wahle p derart, dass £ = €%, d.h. vu =1 mod p® bzw. U € Z;s. Also ist
1-90-¢)" =001 —a) =14+ ()" € Or.
Damit ist pOr, = ((1 — £)Or)?®") | d.h. pist fiir p(p*) > 1 in L verzweigt.
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4.5 Das quadratische Reziprozitétsgesetz 4 Zerlegungstheorie

27
u

3. Sei m = 2u mit u ungerade. Dann ist {, = e¢™« eine primitive u-te Einheitswurzel, also —(, primitive
2u-te Einheitswurzel, d.h. Q(¢,) = Q({n). Mit (1) angewendet auf { = ¢, und 2 1 wu folgt, dass 2

unverzweigt in L ist. O
Satz 4.28.
(vym)=1
Gelte p { m, dann G = Z,, speziell [L: Q] = ¢(m) und Irr((,Q) =  [] (X —¢¥) € Z[X].
1<v<m-—1
Beweis.

Zu zeigen: Der Monomorphismus o — v(o) € ZJ, ist surjektiv. Sei also p teilerfremd zu m. Es geniigt zu
zeigen, dass es ein o € G gibt mit ¢¥(?) = o?. Wegen p { m ist p unverzweigt in L, es gibt also einen
Frobenius-Automorphismus ¢ mit o(¢) = ¢? mod 9B, wobei PNZ = (p). Also gilt ¢*(?) = ¢P mod B, d.h.
1 —¢¥(@)=P ¢ P fiir alle P mit PNZ = (p), also 1 — ¥ P c (Py---P,)' =pOp, d.h. p | 1 —¢v@)-P
in 07 und damit p | N(1 — ¢*(@~1) | m? in Z, falls 1 — ¢¥(9)=P £ 0. Dies ist aber unméglich, also
1—¢v@)=P =0, dh. ¥ =P O

Bemerkung 4.29.

1. Fiir p t m definiert ¢ — ¢? den Frobenius-Automorphismus von p. Seine Ordnung ist das kleinste f
mit p/ =1 mod m.

2. Fiir jede Primzahl p =1 mod m ist f = 1, d.h. p ist voll zerlegt in L. Ist dagegen m = p®, so ist p in
L voll verzweigt, d.h. e = p(m) = [L: QJ. O

4.5. Das quadratische Reziprozititsgesetz

Satz 4.30. (quadratisches Reziprozititsgesetz)

a?-1

Sei ¢ # 2 prim. Dann gelten (£) = (%)(71)712;1% fiir p # ¢, p # 2 und (%) =(-1)"3

Beweis.

Setze ¢* = q(—l)%l. Dann gilt

(5)-C)E) - (e

Also ist zu zeigen: (£-) = (2). Betrachte dazu L = Q(¢) mit ¢ = exp(2%L). Sei G die Galoisgruppe

Gal(L|Q). Diese ist zyf{lisc von der Ordnung g—1, denn G = Z via o — (¥ ); da Zq ein endlicher Kérper
ist, ist seine multiplikative Gruppe zyklisch. Sei U die einzige Untergruppe vom Index 2, d.h. |U| = Q;Ql.
Dann U = (Z))?, vgl. Aufgabe 31. Setzen wir F' = Fix(U), dann [F : Q] = 2 und Gal(F|Q) = {id, 7}.
Also ist F = Q(v/d) mit d € Z quadratfrei. Damit gilt Dy = 4d fiir d = 2,3 mod 4 und D = d im Fall
d =1 mod 4.

1. Es gilt d = ¢*: Sei p verzweigt in F, dann auch in L, d.h. p = ¢ mit ¢ # 2. Mit d = 1 mod 4,
d = *+q folgt d = g flr g = 1mod 4 < Dp = gund d = —¢q fir ¢ = 3 mod 4 & Dp = —¢q, d.h
d=q(-1)"7 =q".

2. Es gilt (%) =1 & p zerlegt in Op: Wegen p # q ist p unverzweigt in L, d.h. es gibt einen Frobenius-
Automorphismus o zu p, festgelegt durch o(¢) = (P, 0 — v(0) = p. Weiter ist o(a) = P mod ‘P fiir
alle € Or. Damit op(a) = o mod P fiir alle o € Op, d.h. o|p ist der Frobenius-Automorphismus
vonpin F. Also (2) =14 p € (2))* 2 U & op = id & p zerlegt in Op.

T (P) = (Y. Fi 1t - ; dy — Py — @y —
3. Es gilt (5) = (?). Fir p # 2 gilt: p zerlegt in F g.d.w. <5) =1. Also (5) =ls (?) =1

2

4. Es gilt (%) = (-1)% : Fiir p = 2 gilt: p zerlegt in F g.dw. d = 1 mod 8 & (—1)§ =1, also
*2 % —

(2)=1e(-1)"= =1, dh mit ¢ = ¢* (2) = (-1)*%. O
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4 Zerlegungstheorie 4.6 Der Satz von Kummer

Lemma 4.31. (Nakayama)

Seien R ein Ring, A ein R-Ideal, das in allen maximalen Idealen von R enthalten ist, und M ein endlich
erzeugter R-Modul mit AM = M. Dann gilt M = {0}.

Beweis.

Sei M = Rwy + -+ + Rw,. Aus AM DO M folgt w1 = aywy + -+ + a,w, fiir gewisse a; € A, also
(1 —a1)w; = agws + -+ + apwy. Setze M1 = Rwy + -+ + Rwy,, dann 1 —a; € R*, sonst gébe es ein
maximales Ideal J mit 1 —a; € Jund A C J = a; € J, d.h. 1 € J, Widerspruch. Also wy € M,,_1 u.s.w.
bis w,, € My = Ruwy, d.h. M C My = {O} ([l

Satz 4.32.

Sei m = p* mod ¢, ¢ primitive m-te Einheitswurzel, dann O = Z®Z @ --- ® Z¢P™ 1 in L = Q(().

Beweis.

Fiir ¢ = o(m) setze M = Z S Z( @ --- © Z¢*~! C Op und wihle wy, ...,wy mit O = Zw; © -+ @ Zwe.
Fiir geeignete ¢;; € Z ist (7! = cjywi + -+ - + cipwe. Also D(M) = D(O) det?(c;;) nach Lemma 3.20. Wir
zeigen: D(M) = D(O) = | det(c;;)| = 1, dann bildet 1,¢,...,(" ! eine Z-Basis von O. Nach Satz 4.27 gilt
D(M) = D¢ | p' fiir ein [ € N, d.h. det(c;;) = £p". Wir zeigen h = 0 durch den Nachweis det(c;;) € Z(Xp).
Wir lokalisieren dazu nach p = (p) = 0Z, d.h. mittels der multiplikativen Menge S = Z\pZ. Dann
0p = Zp) und es ist zu zeigen: My, = S™'M = Z,)&- - -®ZL,)¢" ' und Op = S710 = Zyjw1®- - -BLpywn
erfilllen M, = O,; dies liefert h = 0. Es gilt £ = o/p = mod o, /po, = Z/pZ = Z,, vgl. den Beweis
zum Fortsetzungssatz 4.3, und dim(O,/pOy) = n = [L : Q] = p(m) = ¢(p®) = (p — 1)p*~*. Weiter ist
n = p(m), pO, =P C P C ... TP C Op, dap = (p) in Oy voll verzweigt ist. Wir erhalten die
Kette O, /B¢ D PB/B° D P2/PB¢ D -+ D P°/P° = {0} von k-Vektorrdumen. Setze w = 1 — ¢, dann
P = wO,. Wir schreiben @ = a+ B¢ = a+pO,, dann w” CPY\P*~ !, d.h. & € P~ /B¢, also bilden die
@', ...,w* ! eine k-Basis von O, /PB\P*~1/P¢, d.h. 0, ...,¢°! bildet eine k-Basis von O, /pO,. Daraus
folgt Oy /POy = 0, /pC° @ -+ D 0y /pC¢ L, d.h. Op = My, + pOy. Also ist pO, /M, = O, /M, als o,-Modul.
Mit R = o, und p = po, einziges maximales Ideal folgt aus Nakayamas Lemma 4.31: O, /M, = {0}, also
O, = M,. O

Bemerkung 4.33.

Der Satz gilt auch fiir allgemeines m. %

4.6. Der Satz von Kummer

Definition 4.34.

p € P ist regulir, wenn p nicht die Klassenzahl des p-ten Kreisteilungskorpers teilt: p 1 h((@(exp(%))).

Bemerkung 4.35.

1. Es gibt unendlich viele irregulére Primzahlen (Satz von Jensen, 1915). Man vermutet, dass ca. 60%
der Primzahlen reguldr sind. Alle Primzahlen kleiner als 100 sind regulér aufer 37, 59, 67.

2. Fiir die Primzahlen 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 gilt h = 1.

3. Kummer bewies die Fermatsche Vermutung fiir alle regulédren Primzahlen [8]. Wir studieren in diesem
Kapitel die Teilaussage, dass X? + YP = ZP fir p > 3 regulér keine nicht-triviale Losung (z,y, 2)
besitzt mit p | zyz.

4. Es genligt, die allgemeine Gleichung X" +Y"™ = Z" n € N, nur fiir n € P und n = 4 zu betrachten,
denn gilt n = mp mit p € P, so ist 2" + y" = 2" & (™)P + (y™)P = (2™)P. O
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4.6 Der Satz von Kummer 4 Zerlegungstheorie

Bemerkung 4.36.

Seien L = Q(¢) mit ¢ = exp(2ZL) primitive m-te Einheitswurzel und m = p* mit p € P\{2}. Dann ist
L C Cund L|Q ist eine Galoiserweiterung mit [L : Q] = ¢(m) = p*~1(p — 1). Weiter gelten:

[t

. pOp = (1= )9Oy ist voll verzweigt.

[\

. 1= ist prim in Op.

0L =Z20C2® - & ¢PMTIZ = Z[(].

1,¢, ..., ¢?™ =1 bildet eine Z,-Basis von Of,/pO,.
5 pftv=1-(~1-¢"inOy.

Sei p : C — C die komplexe Konjugation, dann ist p € Gal(L|Q) mit Ord(p) = 2. Bezeichne F' = Fix(p)
den zugehdrigen Fixkorper, dann gilt = L NR. Weiter sind p(¢) = ("' und Q¢+ ¢ H) CLNR=F.¢
ist eine Nullstelle von X2 — (¢ + ¢~ 1)X + 1 und aus Gradgriinden folgt F = Q(¢ + ¢~ 1). O

= w

Satz 4.37.

Die Einheiten € von Oy, sind von der Gestalt € = (—()"€ep mit 7 € Z und ¢ € Of.

Beweis.

Sei zunéchst € selbst eine Einheitswurzel in L. £ primitive n-te Einheitswurzel aus L, dann ¢(n) | ¢(m).
Also ist die Gruppe aller Einheitswurzeln in L endlich, d,h, von der Gestalt ¢%. —C € £7 ist 2m-te
Einheitswurzel, d.h. 2m | n, denn Ord(—¢) = 2m und ¢(n) | ¢(m) = p*~L(p—1), d.h. n = 2mngy = 2p°ny
und p(n) = 1p* Hp—Nu=u=1=ng=1=n=2m. Damit ist e € ¢Z = (—()?%; setze ¢ = 1.

Sei nun € € Of beliebig. Nach Bemerkung 4.36 (3) ist e = ag +a1{ + -+ awm)_l@"(m)*l = —f(¢) mit
A0, s Gp(m)—1 € Z. Dann p(e) = f(p(¢)) = f(¢™1). Zu p = ep(e)~* € Of betrachte die Konjugierten
’u(l)’ ey ’u/(SO("L)_l) von i

o FOD D) gy )
PUTIEDT T IO T ) T ()
mit v; € N, 0 < v; < m. Also pWp(p) = 1, d.h. [pl9)] = 1. Mit Aufgabe 29 folgt, dass u eine
Einheitswurzel ist, also pu(—¢)Z, etwa p = (—=¢)" = (—1)"¢". r ist gerade, sonst u = —(" = € = —("p(e).
Setze w = 1 — ¢; mit Bemerkung 4.36 (1) folgt, dass pOp = (wOr)?™ und damit w prim. Wegen
¢=1modwist ¢ =1mod w mit ¢t € Z, also € = f(¢) = ap+ -+ + ay(m)—1 = M mod w. Zugleich ist
auch p(e) = f(¢7!) = M mod w, d.h. e = (—(")p(e), also M = —M mod w und damit 2M = 0 mod w. Da
w prim mit w 1 2, ist dann € = 0 mod w, d.h. be € wOp, C Op, ein Widerspruch dazu, dass € eine Einheit
ist. Also ist r = 2t gerade, u = ¢" = ¢?'. Dann € = (tp(e)p(¢t) ™1, d.h. e¢7t = p(e)p(¢tH)"* e RNL = F.
Setze eg = p(&), dann epp(e) = ('e € O O

Satz 4.38. (Kummer, erster Fall, 1849)

Ist p eine reguldre Primzahl und gilt fir z,y, z € Z, dass 2P 4+ y? = 2P, dann p | zyz.

Beweis.

Setze L = Q(¢) mit ¢ = exp(%). Angenommen, es gibe x,y,z € Z mit 2P +y? = 2P und p | zyz.
O.B.d.A. gelte (z,y) = 1; setze u = =~ Dann

p—1 p—1

2P +y? = (—y)P(u” — 1) = (—y)” [J(w—¢") = [[ (@ +Cy) = 2.

n=0 n=0
Gilt n £ m mod p, dann ist (z 4+ ("y,z + ("y) = (1), denn setze A = (z + ("y,z + (™y). Dann gilt
(@+¢My)—(z+¢"y) = " (1—¢")y € Aund damit (z+¢"y)¢" — (z+C"y)¢™" = =M (1" € A,
also auch (1 —¢)y € A und (1 — )z € A, vgl. Bemerkung 4.36 (5). Wegen (x,y) = 1 gibt es a,b € Z
mit ax + by = 1, also (1 —¢) = a(l — )z +b(1 — )y € A und da nach Bemerkung 4.36 (1) gilt
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5 Der Primzahlsatz von Dirichlet 5.1 Dirichlet-Dichten und Dirichlet-Reihen

a—C|p, folgt p e A. Damit z +y = (z + (" ™y) + (1 — (""™)y € A (beachte: n — m # 0 mod p)
und daher (z + y)P = 2P + y? = 2P # 0 mod p, speziell z +y #Z 0 mod p in Z, also (z + y,p) € A und
damit A = (1) = Op. Also (Py---P,)P = (2)F = (2F) = (2 + ) = (x + (%)~ (z + (P~ 1y). Wegen
n# mmod p und ggT((z + C"y), (z + (™)) = (1) folgt aus B, | 7 + "y, dass auch P; | (v +C™y),
also (z + ("y) = B? fiir ein Ideal B, von Op. Es gelten Ord(B;) | p in der Idealklassengruppe und
Ord(B;) | h(L). Wegen (p,h(L)) = 1 folgt Ord(B;) =1, d.h. jedes B; ist ein Hauptideal.

Es gibt ein a € O und eine Einheit ¢ € Of mit z + (y = ea?, da (z + (y) = (a)? = (o?), d.h.
(x + Cy) ~ aP. Analog gilt 2 4+ (—2)? = (—y)? und (z,y) = 1 impliziert (x, z) = 1. Analog gibt es ein
o' € Op und ein € € OF mit z — (z = o/¢’. Wegen Bemerkung 4.36 (3) ist @ = ag + -+ + ap_2(P ™2
mit g, ..., ap—o € Z. Also gilt o = ab + af(P + -+ ab_,¢??®~2) = M mod p mit M = ab + - +ab_,,
da (P = 1. Weiter ist € = ¢(*n mit n € RN O} nach Satz 4.37, also = + (y = ¢*nM = (°¢ mod p mit
¢ =nM € RNOy. Bezeichne p die komplexe Konjugation a+ib — a—ib, dann ist {(~*(z+(y) = £ mod p
und damit (%) p(C~* (@ +Cy)) = ¢ (2 +C1y) = p(€) = € mod p, d-h. ¢—*(z +Cy) = C(z+C~1y) mod p.
Wir erhalten die Gleichung x¢® + y¢*~! — (=% — y(*=% = 0 mod p. Beachte: Nach Bemerkung 4.36 (4)
gilt fiir bo, ..., bp—2 € Z, dass

bo+b1(+---+ bp,ng_Z =0modp <= bg,....,bp—2 =0 mod p.

1. s,s—1,—s,1— s kénnen nicht modulo p paarweise inkongruent und zugleich inkongruent zu p — 1 sein,
sonst x,y = 0 mod p, was (z,y) = 1 widerspricht.

2. Sei p > 5 (den Fall p = 3 betrachten wir separat). Ist genau ein Exponent kongruent 0 mod p, dann ist
¢ wegen XP —1 = (X —1)(XP~1 4+ XP~24...4+1) Nullstelle des Polynoms X?~1 + X?P=24...4+1 = 0.
Wir ersetzen (P~! durch —1 — ¢ — -+ — (P72 in () (beachte: p — 1 sind mindestens 4 Summanden).
Mindestens ein Koeffizient der resultierenden Summe ist +a oder +y. Mit Bemerkung 4.36 (4) folgt:
p | x oder p | y im Widerspruch zu p t zyz.

3. Sind schlieflich zwei Exponenten kongruent modulo p, dann fiihrt s = s — 1 zu dem Widerspruch
1=0mod p, s = —s = s =0 mod p kann wegen s — 1 # p — 1 mod p nicht sein, weiterhin scheidet
s—1=1—-s=s—1=0mod p wegen —s Z p — 1 mod p aus und auch —s = 1 — s mod p ist nicht
moglich.

4. Also gilt entweder s =1 — s mod p oder s —1 = —s mod p. Wegen 2s = 1 = p+ 1 mod p folgt mit (x)
daraus aber:

1 p1 p—1
szpig modp = (r—y)( 2 +(y—2)(? =0modp == =z =ymodp.

Zugleich erhalten wir aber aus # — (z = aP¢’ mit o € Op, € € OFf NR, dass z = —z mod p und
wegen aP + yP = 2P folgt 2P + 2P = (z + z)? = (—z)P mod p, d.h. 3zP = 0 mod p und damit p | z,
Widerspruch.

5. Bleibt also nur noch der Fall p=3. Esist x +y = 2° + > = 22 = 2 mod 3, X? = X mod p. Es gibt
also ein @ € Z mit z = x +y + 3a. Damit 2% + 3 = (x + y + 3a)® = 2 + 3 + 322y + 32y mod 9,
d.h. 0 = 322y + 32y? mod 9, d.h. 0 = 3(2%y + zy?), also 2%y + zy? = 0 mod 3. Daraus folgt aber
0 = zy(z + y) = zyz mod 3 und auch das ist ein Widerspruch. O

5. Der Primzahlsatz von Dirichlet
5.1. Dirichlet-Dichten und Dirichlet-Reihen

Definition 5.1.
Seien f1, fo stetig fiir x > 1. Wir setzen f1 ~ fo, falls sup |f1(z) — fo(2)] < 0.
z>1
Sei M CP. Gibt es ein § € [0,1] mit p(M) = > p% ~ 64, so heift 6(M) die Dirichlet-Dichte von M.
peEM
Sei (a, m) = 1. Die natiirliche Dichte von M = {p € P | p = a mod m} ist

5= gy HPEM [Pt}
D= s er e "

Martin Gubisch 39 SS 2007



5.2 Die Riemannsche (-Funktion 5 Der Primzahlsatz von Dirichlet

Bemerkung 5.2.

1. Die Reihe £(z) = > {p~* | p € P} ist stetig fiir x > 1 und konvergiert gleichméfig fiir x > zo > 1. Fur
x =1 ist sie divergent.

2. Falls existent, so ist 6(M) eindeutig bestimmt: |§1€(s) — d2£(s)| ist beschrankt fur z N\, 1 = 01 = 2.

3. Ist M endlich, dann ist 6(M) = 0. Fir M C M’ ist §(M) < 6(M"). Aus M N M' = () folgt §(M) +
(M) =486(MnNM).

4. Gilt p(M) ~ ¢, dann lésst sich § berechnen mittels § = il\ml @(z) = aljl\(ml %é\}f)) (z).

5. Falls existent, stimmen die Dirichlet-Dichte und die natiirliche Dichte iiberein:

B #HpeM|p<r} . Y{p*|lzeM}
M) = e G ePlpsr) AN S [acP)

5(M). o

Definition 5.3.

(o)
Seien (@n)neny € C und s € C. Dann heift f(s) = > %2 eine Dirichlet-Reihe.

n=1

Bemerkung 5.4.
1. Das Produkt zweier Dirichlet-Reihen berechnet sich iiber die diskrete Faltung der Koeffizientenfolgen:

(Z2)(Eim)-S 3t -5 g -y

n=1 m=1

2. Nach dem Identitétssatz fiir Dirichlet-Reihen [12], Satz 3.3, sind die Koeffizienten von f eindeutig.

3. Der Konvergenzbereich einer Dirichlet-Reihe f ist stets eine rechte Halbebene. Ist (ay,),en beschrankt,
so ist f(s) fiir Re(s) > 1 absolut konvergent und holomorph. Sind sogar die Partialsummen von (a,)nen
beschrankt, so konvergiert f(s) fiir alle Re(s) > 0. Ist (an)neny € R mit a,, > 0 fiir alle n € N, dann ist
die Konvergenzhalbebene von f durch eine Singularitét auf der reellen Achse begrenzt. Beweise finden
sich in [10], Kapitel 3.

5.2. Die Riemannsche (-Funktion

Definition 5.5.

Die Dirichlet-Reihe ((s) = > - heift Riemannsche Zeta-Funktion.

n=1

Bemerkung 5.6.
1. ¢ ist holomorph und konvergiert gleichméafig fiir Re(s) > 1.

2. ((s) = =15 + &#(s) fiir eine Funktion ¢, die fiir Re(s) > 0 holomorph ist.

3. Es gelten fiir Re(s) > 1 die beiden Darstellungsformeln

=Tl  loalc) =3 - +uls),

peP p* peP p

wobei 1(s) fiir Re(s) > 1 beschrénkt ist. Genauer:

1 =1 1 2 1
ogc(s) =3 —tox (1= ) =Y < LT A L

peP peP k=1 peP peP peP

4. Die Riemannsche Vermutung besagt: Re(s) = % fiir alle nicht-trivialen Nullstellen s von (. O
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5 Der Primzahlsatz von Dirichlet 5.3 L-Reihen und Charaktere

Bemerkung 5.7. (Eulersche Produktformel)
Sei s € C mit Re(s) > 1. Dann gilt

11 S R 1+t Ly R . 0
p€P1—Ig_ 25 45 398 28 3 '

5.3. L-Reihen und Charaktere

Definition 5.8.

X : Z — C heifst Zahlcharakter oder modularer Charakter, falls fiir m > 2 gelten:
x(a) = x(b) fir a = b mod m, x(ab) = x(a)x(b), x(1) =1 und x(p) = 0 fiir alle p | m.

Sei G eine Gruppe. x : G — C* heift ein Gruppencharakter, falls x(ab) = x(a)x(b).

Bemerkung 5.9.

1. Ist (a,m) =1, dann x(a) # 0: ab =1 mod m = x(a)x(b) = x(1) =1 = x(a) #0.

2. Fiir (a,m) > 1 ist x(a) = 0: p | (a,m) = x(a) = x(p)x(2) =0.

3. Sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung n und G = Hom(G, Z*). Dann gelten |G| = n und
Z x(a) = {78’ ;(0:53 , Z x(n) = {%’ ZOITStl . (Charakterrelationen)
a€G xe@

4. Die Zahlcharaktere entsprechen bijektiv den Gruppencharakteren von Z,,: Seien G = Z;, die Einhei-
tengruppe des Restklassenrings, G = {@ € Z,, | (a,m) = 1}, und x € G, dann definiert die Fortsetzung
X € Zy, x(a) = 0 fir (a,m) # 1 einen Zahlcharakter Z — C via a — x(a).

5. Der zum Gruppencharakter xo = id € G gehorige Zahlcharakter xo = Z — C ist gegeben durch
Xo(a) =1 fiir (a,m) =1 und xo(a) = 0 sonst. xo heifst der Hauptcharakter. O

Definition 5.10.

ns

Die Dirichlet-Reihe L(s, ) = > X% heift die L-Reihe des Zahlcharakters x.
n=1

Bemerkung 5.11.
L(s, x) ist fiir Re(s) > 1 absolut konvergent und damit holomorph: Es gilt

S| 30 o €3 g = C(Re)) 0
n=1 n=1

n=1

x(n)

Lemma 5.12.

1
ns x(p) *
PS

Die L-Reihe L(s,x) = 5. 2 besitzt die Produktdarstellung L(s,x) = [] T
n=1 peEP

Beweis.

Sei M = {n € N | n ist nur durch Primzahlen < N teilbar}. Fiir die Partialprodukte gilt nach der Ent-
wicklung der Faktoren als geometrische Reihen

1 o~ X(0)* n
Py(s.x) =[] T 11 szifz - Xois)’

peP peP k=0 peEM
p<N p<N
also |L(s,x) — Pn(s,x)| < > L — 0 fiir N — oo. O

n>N
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5.4 Der Dirichletsche Primzahlsatz 5 Der Primzahlsatz von Dirichlet

Lemma 5.13.

Das Produkt I(s) =[] L(s, x) iiber alle Dirichletreihen erfiillt I(s) > 1 fiir alle s > 1.
X

Beweis.

Wir zeigen, dass der Logarithmus von I nichtnegativ ist:

o) = T 1=y ZZZ( )kzggkplkszxjx(pk

da Y x(p*) = ¢(m) fiir p* = 1 mod m und 0 sonst nach der Charakterrelation. O

Lemma 5.14.

Die Dirichletreihe zu I hat nur Koeffizienten in Ry, ist also holomorph fiir alle Re(s) > 0.

Beweis.
Zup e L), setze f(p ) =O0rd(p), d = Ord(ZX) = ¢(m) und r(p) = % dann folgt mit Aufgabe 50:
)
- 1 —skf(p) "
T = T = Mo H(Zp .0
ptm X ptm
Bemerkung 5.15.

Mit der Riemannschen ¢-Funktion besthehen die Zusammenhéinge

L(&X()):C(S)H(l_pls)’ o 11 20 H(l_pl)

plm X#X0 plm
Speziell hat L(s, xp) in s = 1 einen Pol erster Ordnung. %

Satz 5.16.
Fiir alle Charaktere x # xo gilt L(1,x) # 0.

Beweis.

Angenommen, es gibt ein x # xo mit L(1,x) = 0. Da L(s, xo) in s = 1 einen Pol erster Ordnung hat,
konvergiert die Dirichletreihe zu I also fiir alle Re(s) > 0. Mit der Ungleichung (1 —a”) > (1 — a)" und
s = é folgt dann die Konvergenz von

1 1 1 1
m— - - =Yt
o si o) II g 11 —— =« ;
pim 1=» ne pim 1=» peEP 1-p 1
ein Wiederspruch. O

5.4. Der Dirichletsche Primzahlsatz

Satz 5.17. (Dirichletscher Primzahlsatz)

Sei (a,m) = 1. Dann gilt 6({p € P | p=a mod m}) = (p(lm).

Beweis.

Setze fy(s) =

+(s) ~log L(s, x) ist dann f, (s) fiir s \, 1

peP
1. im Fall x # xo beschrinkt, da L(1, x) # 0, d.h. der Logarithmus fortsetzbar ist auf s = 1, und
2. im Fall x = xo unbeschrénkt: fy, = > & Z Loy L
pEIP | m P pEP P
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Ubungsaufgaben

Setze M = {p € P | p = a mod m}. Wegen Zx(Tfl) = ¢(m) fiir pa * = 1 mod m und 0 sonst ist

fo( fXO Z fxs fo Z XP) sz Z@

S
X#XO X p’(m )p ptm X

also Y z% Z % und damit §(M) = —) O
M P

Korollar 5.18.

Zu (a,m) =1 gibt es stets unendlich viele Primzahlen p € P mit p = ¢ mod p.

Bemerkung 5.19.

Im Zusammenhang mit der Riemannschen ¢-Funktion ergibt sich [14]

1 1 1 1 1 1
Zi“WZ?NWIOgC(S)NngSﬁ~ 0
peM b ¥ »eP p ¥ ¥

Ubungsaufgaben
Aufgabe 1.
Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden linearen Kongruenzen:
25z = 1 mod 29, 5x = 2 mod 26, 6x = 15 mod 21,
362 = 8 mod 102, 34z = 60 mod 98, 140z = 133 mod 301.
Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden linearen diophantischen Gleichungen:

4x +5ly =9, 12z 4 25y = 331.

Aufgabe 3.
Seien m,n € N mit m > 1 und m | n. Zeigen Sie
1. Die Zuordnung p : Z,, = Z, mit k 4+ nZ +— k 4+ mZ definiert einen Ringhomomorphismus.

2. Durch p wird ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : ZX — Z induziert.

Aufgabe 4.

Seien a, b, ¢ drei paarweise verschiedene natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass es eine natiirliche Zahl n gibt,
so dass a +n, b +n und ¢ + n paarweise teilerfremd sind.

Aufgabe 5. (Eine Aufgabe aus dem alten China)

Eine wilde Horde von 17 Piraten hatte bei einem Raubzug einen Sack voller Goldmiinzen erbeutet. Nach
einem gleichméfigen Verteilen der Beute blieben zwei Miinzen iibrig. Uneinig dariiber, was mit diesen
Miinzen zu geschehen hétte, gerieten sie in einen erbitterten Streit, in dessen Verlauf ein Pirat getotet
wurde. Erneut wurden die Miinzen gleichméfig unter den noch lebenden Piraten verteilt, wobei diesmal
zehn Miinzen iibrig blieben. Da die Piraten unfihig waren, dieses Problem mit friedlichen Mitteln zu 16sen,
musste noch ein Pirat sein Leben lassen. Gliicklicherweise liefs sich nun die Beute ohne Rest verteilen.

Wie viele Miinzen hatten die Piraten mindestens erbeutet?

Aufgabe 6.
1. Zeigen Sie, dass (22 — 13)(2? — 17)(2? — 221) = 0 mod p fiir jede Primzahl p lésbar ist.
2. Ist 2007 ein quadratischer Rest modulo 12917
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.

1. Seien pi, ..., p, paarweise verschiedene Primzahlen, vq,...,v, € N und aq, ..., a,, b1, ...,b, € Z derart,
dass (a;,p;") | b; fir i =1, ..., n.

Zeigen Sie, dass eine Losung des folgenden Kongruenzsystems existiert:

a1 = b; mod pi*, anx = b, mod pi»

2. Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden Kongruenzsystems:

Tr =2 mod 9, 11z = 3 mod 25, 13z = 5 mod 19

Aufgabe 8.

Fiir den Ring der ganzen Gaufschen Zahlen Z[i] definieren wir N : Z[i] — Ng durch a + bi — a? + b?.
1. Zeigen Sie, dass N multiplikativ ist, d.h. dass fiir beliebige z,y € Z[i] gilt: N(zy) = N(z)N(y).

2. Bestimmen Sie alle Einheiten von Z[i].

3. Zeigen Sie, dass Z[i] ein euklidischer Ring bzgl. N ist.

4. Als euklidischer Ring ist Z[i] insbesondere faktoriell. Erkldren Sie, wie sich das mit der Gleichung
(241i)(2—14) =5=(1+2i)(1 — 2¢) vertragt.

Aufgabe 9.

Zeigen Sie: Eine Primzahl p ist genau dann Summe zweier Quadrate natiirlicher Zahlen, wenn p = 1 mod 4.

Aufgabe 10.

Seien R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
1. Jede aufsteigende Kette von Untermoduln U; C U C -+ in M wird stationér.

2. Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M enthélt ein maximales Element.

3. M ist Noethersch, d.h. jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Aufgabe 11.

Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Zeigen Sie:

1. Ist U ein Untermodul von M, so ist M genau dann Noethersch, wenn U und M /U Noethersch sind.
2. Sind R Noethersch und M endlich erzeugt, so ist auch M Noethersch.

3. Finden Sie einen endlich erzeugten Modul mit einem nicht endlich erzeugten Untermodul.

Aufgabe 12.

V2

Zeigen Sie, dass 32 algebraisch iber Q, aber keine ganze algebraische Zahl ist.

Aufgabe 13.

Sei R ein in seinem Quotientenkdrper K ganz abgeschlossener Integritétsbereich. Zeigen Sie:

1. Sind f,g € K[X] normiert mit fg € R[X], so sind auch f,g € R[X].

2. Sind L|K Korpererweiterung & « € L ganz tiber R, so sind « algebraisch iiber K & Irr(«, K) € R[X].

3. a= _1%‘/?3 € Z ist ganz tiber Z[v/—3], aber Irr(a, Q(v/—3) liegt nicht in Z[v/-3][X].
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 14.

Seien K|Q eine endliche Kérpererweiterung vom Grad [K : Q] = n, K ein algebraischer Abschluss von
K und o4, ...,0, : K — K die n verschiedenen Einbettungen von K in K. Zeigen Sie:

1. Ist a € Ok, so sind auch die Konjugierten o (), ...,o,(c) in K ganz iiber Z.
2. Fir oq,...,a, € K ist d = det((Ui(ocj))}ggf)2 € Q.
3. Fir aq,...,a, € Ok gilt d € Z.

4. Berechnen Sie d im Fall a; = oL

Aufgabe 15.

Betrachten Sie die Ideale p = (2,1++/=5), q = (3,1++/=5), t = (3,1 —+/=5) im Dedekind-Ring Z[/=5].
1. Zeigen Sie, dass (6) = p%qr die eindeutige Zerlegung von (6) in Primideale von Z[/—5] ist.

2. Bestimmen Sie die Zerlegung in Primideale von (1 + v/=5) und von (1 — v/=5) in Z[/=5].

Aufgabe 16.
1. Finden Sie eine Bijektion zwischen der Potenzmenge der Primzahlen und den Teilringen von Q.

2. Zeigen Sie, dass jeder Teilring von Q ganz abgeschlossen ist.

Aufgabe 17.

Ein Primideal eines Ringes heifft minimal, wenn es vom Nullideal verschieden ist und aufier dem Nullideal
kein anderes Primideal echt enthélt. Sei R ein faktorieller Ring. Zeigen Sie:

1. Jedes nicht prime Hauptideal # {0} in R, ist minimal und jedes minimale Primideal ist Hauptideal.
Sei nun jedes vom Nullideal verschiedene Primideal in R maximal ist. Zeigen Sie:
3. Jedes Primideal ist ein Hauptideal und jedes Ideal ist in einem echten Hauptideal enthalten.

4. R ist ein Hauptidealring.

Aufgabe 18.
Seien R kommutativer Ring mit 1 und n € N. Bezeichne 9,,(R) den Ring der n x n-Matrizen iiber R.
1. Sei A € M, (R). Zeigen Sie: A ist invertierbar in M, (R) < det(A) € R*.
2. Sei M ein freier R-Modul mit Basis vy, ..., v, und seien wy, ..., w, € M mit
W1 = a11v] + -+ A1pVn, Wy = Gp1V1 + -+ GpnUn

fir gewisse a;; € R, 1 <,j < n. Zeigen Sie: wy, ..., w, ist eine Basis von M < det(aij)}%éz € R*.

Aufgabe 19.

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Zeigen Sie, dass fiir einen endlich erzeugten R-Modul und ein
multiplikatives System S von R, d.h. S C Rmit 1 € S und S5 C S, gilt:

L. Auf M x S wird eine Aquivalenzrelation erklért durch (m,s) ~ (n,t) <= Ju € S : u(mt —ns) = 0.
Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (m,s) mit “*.

2. Auf der Menge der Aquivalenzklassen S™'M = (M x S)/. wird eine Gruppenstruktur eingefiihrt

m n _ mi+tns
durch 2 + % = mEEnRs,

3. Eine Skalarmultiplikation mit Skalaren aus R wird auf S~'M definiert durch rit =,

4. Mit der additivien Verkniipfung und der Skalarmultiplikation wird S~'M zu einem R-Modul. S™'M
wird die Lokalisierung von M nach S genannt.

5. S7!R wird ein kommutativer Ring mit 1 via %% = ‘;—i’ und ein S~!R-Modul durch SH=
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 20.

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und .S C R multiplikativ. Zeigen Sie:

Lo:M—S™'M, m— 2, ist ein R-Modul-Homomorphismus mit Kern {m € M | 3s € S : sm = 0}.

2. Seien R’ ein Ring und ¢ : R — T” ein Ringhomomorphismus mit ¢(S) C (R')*. Dann existiert genau
ein Ringhomomorphismus ¢ : S™'R — R’ mit ¢ = o, wobeit: R — S™'R, r I

3. Die Primideale p von R mit pNS = () entsprechen vermoge den Abbildungen I + S~'T und J ~ ¢ =1(J)
eineindeutig den Primidealen von S~!R.

4. Die Nicht-Nullteiler in R bilden ein multiplikatives System S. R nullteilerfrei impliziert S~—!R Korper.

Aufgabe 21.

Seien a = /2 € R und R = Z[a]. Zeigen Sie:

1. Es gilt die Gleichheit 5R = (5, + 2)(5,a2 + 3a — 1).

2. Es gibt einen surjektiven Ringhomomorphismus Z[T]/(5, T2 + 3T — 1) — R/(5,a2 + 3a — 1).
3. R stimmt nicht mit (5,a? + 3a — 1) iiberein.

Aufgabe 22.

Sei R C R’ eine Erweiterung von Dedekind-Ringen. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
1. Fiir jedes Ideal A von R gilt AR'NR = A.

2. Fiir Ideale A, B von R mit AR’ C BR/ gilt stets A C B.

3. Fiir jedes Primideal p von R ist pR’ # R'.

Finden Sie jeweils ein einfaches Beispiel fiir eine Erweiterung von Dedekind-Ringen, fiir die diese Aussagen
erfiillt sind bzw. nicht erfiillt sind.

Aufgabe 23.

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
1. R ist ein lokaler Ring, d.h. R besitzt genau ein maximales Ideal.

2. R\R* ist ein Ideal von R.

3. R besitzt ein maximales Ideal m, fiir welches 1 +m C R* gilt.

Zeigen Sie, dass fiir jedes Primideal p von R der Ring R, lokal ist.

Aufgabe 24.

Sei R C R’ eine ganze Ringerweiterung. Zeigen Sie:

1. Ist R’ C R” eine ganze Ringerweiterung, so ist auch R C R” ganz.

2. Fiir jedes Ideal I von R ist R/(I N R) — R’/I eine ganze Ringerweiterung.

3. Fiir jedes Primideal p von R ist die Erweiterung S~'R C S™'R’ mit S = R\p ganz.

4. Ist R C R’ ganze Erweiterung von Dedekind-Ringen, dann gilt pR’ # R’ fiir jedes Primideal p von R.

Aufgabe 25.

Seien R ein Integritédtsbereich, 2 die Menge der maximalen Ideale von R. Zeigen Sie:

1. R={Rn | me Q}.

2. R ist ganz abgeschlossen <= fiir jedes Primideal p von R ist R, ganz abgeschlossen.

3. Es gibt einen lokalen Ring, der nicht ganz abgeschlossen ist.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 26.

Zeigen Sie fiir einen algebraischen Zahlkérper K und seinen Ring der ganzen Zahlen Ok:

1. O ={a € Ok | Ngjg(a) = £1}.

2. Of ist bzgl. der Abbildung [Ng|g| euklidisch <= Vx € K : 3a € Ok : |[Ngg(z —a)| < 1.

3. Sei nun K = Q(v/—d) quadratfrei. Bestimmen Sie Oy und alle quadratfreien d € N, fiir die Ok
euklidisch bzgl. der Normabbildung Ng|q ist.

Aufgabe 27.
Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n iiber Q. Zeigen Sie:
1. Fiir jede Basis (o, ..., @) des Z-Moduls Ok hat Dgg(ai, ..., a,) den selben Wert.

2. Sind ay, ..., € Ok, sodass Dgg(ai, ..., o) quadratfrei ist, so ist (g, ..., ) eine Z-Basis von Ok.

3. Ist n =2 und (a1, az) eine Z-Basis von Ok, so gilt K = Q(\/Dg g1, a2)).

Aufgabe 28.
Seien f € Z[X] irreduzibel und normiert vom Grad n, o € Z Nullstelle von f und K = Q(«). Zeigen Sie:

n(n—1)

L Dgjo(l,a,..,a" 1} = (=1) 7= Ngjg(f'(a))-
2. Ist f = X*+aX +b, a,b € Z, so gilt Dg (1, o, a?) = —(4a® + 270%).
3. Fiir a,b € {1} ist f = X3 + aX + b € Z[X] irreduzibel iiber Z und (1, o, &?) eine Z-Basis von Ok

Aufgabe 29.

Zeigen Sie: ¢ € 7Z ist eine Einheitswurzel < ¢ ist ganz iiber Z und |{| = 1 fiir alle Konjugierten von (.

Aufgabe 30.

Fiir jede messbare Menge B C R™ und jede Matrix A € R™*" gelte vol(AB) = det(A) - vol(B), wobei
A-B={A-b|be B}

1. Seien a,b € Z und m € N5q sowie B = {z € R* | ||Az||?> < 2m} mit

m —b
0
0
0

co 3 o
o~ o9
—= = Q

Zeigen Sie, dass vol(B) > 16 ist.

2. Zeigen Sie unter Verwendung des Minkowskischen Gitterpunktsatzes, dass p € N Summe von vier
Quadraten in Z ist, wenn es u,v € Z mit —1 = u? + v? mod m gibt.

Aufgabe 31.
1. Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p € Z im Korper Z,, jedes Element Summe von zwei Quadraten ist.

2. Zeigen Sie, dass jede natiirliche Zahl Summe von vier Quadratzahlen ist.

Aufgabe 32.

Seien K = Q(v/—6). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1. In Ok gelten (2) = (2,v/—6)% und (3) = (3,/—6)%
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2. Die einzigen Ideale in O mit Norm 2 oder 3 sind (2,v/—6) und (3,v/—6).
3. (2,v/—6) und (3,+/—6) sind keine Hauptideale.

4. In jeder Idealklasse von Ok liegt ein ganzes Ideal A mit N(A) < 3.

5. Die Klassenzahl h(Ok) von K betrigt 2.

Aufgabe 33.

Seien R’ ein kommutativer Ring mit 1 und R ein Teilring von R’, sodass der Quotient der additiven
Gruppe R/R’ die endliche Ordnung n hat. Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p € Z, welche n nicht teilt,
die natiirliche Abbildung fR/pR — R'/pR’ mit f(r +pR) = r + pR’ ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 34.

Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n iiber Q. Zeigen Sie:
1. Fiir jedes Ideal A von O gilt N(A)Ox C A.

2. Fiir jedes Primideal p # (0) von O ist N(p) = p” fiir ein r € N
3. Im Fall p { n hat dieses r den Wert 1.

Aufgabe 35.

Ein Integrititsbereich R mit K = Quot(R) heikt Bewertungsring, wenn Vo € K* :x € Roder 27! € R .
Beweisen Sie die folgenden Aussagen iiber Bewertungsringe:

1. Ein Integritétsbereich ist ein Bewertungsring < die Menge der R-Ideale ist durch C total geordnet.
2. Bewertungsringe sind ganz abgeschlossen und lokal.

3. Die Bewertungsringe von Q sind die Lokalisierungen von Z nach (p) mit p prim oder p = 0.

Aufgabe 36.

Sei K ein Korper, dann heifit v : K — Z = Z U {oco} diskrete Bewertung von K, falls fiir alle z,y € K
@) <ooer=0, vy =) +oly),  v@+y) > min{o(), o)}

Dabei ist stets 0o +m = m + oo = oo fiir alle m € Z und m < oo fiir alle m € Z.

Seien K ein algebraischer Zahlkorper und B ein Primideal von Of. Weiter sei z € KX, d.h. 2 = ab™? fiir
gewisse a,b € Ok. Die Primidealzerlegungen von (a) und (b) besitzen die Gestalt (a) = P"Q7* ---Q/»
und (b) = P*AT - Q%" 1,11, Ty S, 1, -0, Sy € No Dann hat das gebrochene Ideal (z) die eindeutige
Zerlegung (z) = PO - - Q' m, mq, ..., my, € Z. Wir bezeichnen die eindeutig bestimmte Zahl m € Z
mit fy(z) und setzen vy (0) = co. Wir erhalten so eine Abbildung vy : K — Z.

Seien nun K ein algebraischer Zahlkérper und p ein Primideal von Of. Zeigen Sie:

1. Die Abbildung v, ist eine diskrete Bewertung von K.

2. Oy, ={z € K | v, > 0} ist ein Bewertungsring von K und die Lokalisierung von O nach p.
3. M, ={z € K| vy(z) > 0} ist das maximale Ideal von O,.

4. Der Restklassenkérper O, /M, ist endlich.

Aufgabe 37.

Seien K = Q(v/2) und p = (v/2) C Ok.

1. Zeigen Sie, dass p ein Primideal von O ist.

2. Berechnen Sie v, (v2), vp(1+ v/2), vp(2 — £v/2) und v, ((4 — v2)'00).
3. Beschreiben Sie O, und den Restklassenkérper O,/ M,.
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Aufgabe 38.

Sei K ein Kérper. Ein Absolutbetrag | - | : K — RJ heifit nicht archimedisch, falls die ultrametrische
Dreiecksungleichung | + y| < max{|z|, |y|} fiir z,y € K gilt. Andernfalls heifit | - | archimedisch.

Sei p € Z eine Primzahl. Dann heifit v, = v(;) die p-adische Bewertung von Q. Die Funktion |-[, : Q — RS‘
mit z — p~?»@ fiir x € Q% und |0], = 0 wird der p-adische Absolutbetrag von Q genannt.

1. Beschreiben Sie den Bewertungsring O, von v, sein maximales Ideal M,, und den Kérper O,/ M,,.
2. Zeigen Sie: Die Abbildung | - |, ist ein nicht archimedischer Absolutbetrag von Q.

3. Finden Sie zu p1, ..., p, € Z paarweise verschiedene Primzahlen, z1,...,z, € Z und €y, ...,6, € RT ein
r €Zmit |z — x|y, <€, i=1,..,n

Aufgabe 39.
Seien K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n und p eine Primzahl.

1. Finden Sie einen solchen Kérper K mit einer Primzahl p, bei dem n > 1 ist und p nicht n teilt, aber
n

pOf ein Primideal in Of ist, also speziell ein Primideal ‘B in Ox mit Ng () = p".
2. Zeigen Sie: Fiir alle « € O mit K = Q(a) und p{ [Ok : Q)] ist O /pOr = Z,®Zpa®- - - ZLya" L.

Aufgabe 40.
Sei o € Z eine Nullstelle des Polynoms f = X3 — X +1 € Z[X] und sei K = Q(a).

Bestimmen Sie die Primidealzerlegung von (5) und (7) in O.

Aufgabe 41.
Seien a € Z ganz tiber Z und K = Q(a), n = [K : Q], m = |0 : Z[d]|.
1. Zeigen Sie die Gleichheit Dgg(1, c, ey @) = m2D.

2. Sei a € Z eine Nullstelle von X® — 5X — 5. Bestimmen Sie die Primidealzerlegung von (2) in O.

Aufgabe 42.

Seien p € Z eine Primzahl, f = X" + a,_1 X" ! + -+ + ap € Z[X] ein normiertes Eisensteinpolynom,
d.h. irreduzibel nach dem Eisenstein-Kriterium, o € Z eine Nullstelle von f und K = Q(«).

Zeigen Sie: p1|O : Z]a]| und das Ideal p = (p, ) ist ein Primideal in O mit p” = pO.

Aufgabe 43.

2mwik

Seien m € N* = N\{0} und Z(m) = {e"m | (k,m) = 1} die Menge der primitiven m-ten Einheitswurzeln,
?,.(X)= ][] (X-¢) €Z[X]das m-te Kreisteilungspolynom. Fiir allen € N* ist X" —1 = [[ &, (X).
¢eZz(m) mln

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1. Zu f € Z|X], deg(f) > 1 gibt es unendlich viele Primzahlen p, sodass f eine Nullstelle mod p hat.
2. Zu jedem m € Z gibt es eine Primzahl p mit p =1 mod m.

3. Zu jedem m € Z gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = 1 mod m.

4. Zu jedem Zahlring gibt es unendlich viele Primideale B mit f(B|(p)) = 1, wobei (p) =P N Z.

Aufgabe 44.
Seien L|K Zahlkorper. Ein Primideal in O ist voll zerlegt, falls es in L genau [L : K] Fortsetzungen hat.
1. Zeigen Sie, dass es unendlich viele Primideale p in Ok gibt, die in L voll zerlegt sind.

2. Seien Ok ein Zahlring und f € Og[X]\Ok normiert und irreduzibel. Zeigen Sie, dass es unendlich
viele Primideale p in O gibt, fiir die f modulo p in Linearfaktoren zerfillt.
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Aufgabe 45.

S

ei L|K eine Erweiterung von Zahlkoérpern und sei N die normale Hiille von L|K. Zeigen Sie, dass jedes

Primideal p in Ok, das in L voll zerlegt ist, auch in N voll zerlegt ist.

Aufgabe 46.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1.

Sei 2 die Menge aller diskreten Bewertungen eines algebraischen Zahlkérpers K. Dann lasst sich Og
schreiben als O = ({0, | v € Q}, wobei O, = {z € K | v(xz) > 0} der Bewertungsring zu v ist.

. Seien K ein algebraischer Zahlkorper, v : K — Z U {oo} eine diskrete, surjektive Bewertung von K
mit v(K*) = Z. Dann gibt es ein Primideal B in O mit v die P-adische Bewertung vy von K.

Aufgabe 47.

S

A

S

1.

2
3.
4

ei G eine endliche abelsche Gruppe. Ein Gruppenhomomorphismus x : G — Z* wird Gruppencharakter
on G genannt. Die Menge der Charaktere von G bezeichnen wir mit G.

eien jetzt G und H endliche abelsche Gruppen. Zeigen Sie:
Die Multiplikation in Z induziert eine Gruppenoperation auf G.

. Ist G zyklisch, so ist G ebenfalls zyklisch und von der selben Ordnung wie G.
EsgiltG/ﬁI%éxﬁ.

. Es gilt G =2 G.

Aufgabe 48.

S
1
2
3

ei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie:

. Fiir jeden Charakter x € G, x # xo, gilt S {x(a) | a € G} = 0.

. Fiir jedes Element a € G, a # 1, gilt S {x(a) | x € G} = 0.

. Ist H eine Untergruppe von G, so hat jeder Charakter von H genau |G/H| Fortsetzungen auf G.

Aufgabe 49.

S

ei m € N>o. Eine Abbildung x : Z — Z heift Zahlcharakter modulo m, falls gelten:

x(a) = x(b) fiir a=bmod m, x(ab) = x(a)x(b) fir a,b € Z, x(1)=1& x(p) =0 fiir pe P, p|m.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1
2
3

. Ist x : Z — Z ein Zahlcharakter modulo m und ist a € Z, so gilt: x(a) # 0 < (a,m) = 1.
. Die Zahlcharaktere modulo m stehen in Bijektion zu den Gruppencharakteren von Z/(mZ)”*.

. Fiir jede Primzahl p € Z definiert das Legendre-Symbol (5) einen Zahlcharakter modulo p.

Aufgabe 50.

S

eien m €N, m >2, G =7/(mZ)*, d= p(m), p € Z prim mit ptm, f = Ord(p) in G und r = % eN.

Zeigen Sie, dass in Z[X] gilt: [] (1 —x(p)X) = (1 - X/)".

xX€G
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