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1 Varianten des Auswahlaxioms 1.1 Geordnete Mengen

1 Varianten des Auswahlaxioms

1.1 Geordnete Mengen

DEFINITION 1.1
Sei X eine Menge. 0 € X x X heifft Anordnung auf X, falls gilt:

(0O1) Vz,y,z € X : (x,y) € 0 und (y,2) € 0 = (,2) € o (Transitivitat),
(02) Vz € X : (z,x) € 0 (Reflexivitit) und
(03) Vz,y € X : (z,y) € o und (y,z) € 0 = x =y (Antisymmetrie).

0 C X x X heift totale bzw. lineare Ordnung, falls zuséatzlich gilt:
(04) Vx,y € X : (z,y) € o oder (y,x) € o (Linearitat).

Wir nennen (X, o) eine (an)geordnete bzw. total geordnete Menge.

BEMERKUNG 1.2

Sei (X, 0) eine angeordnete Menge. Dann gilt:

(1) Fir Y € X ist oy := 0 N (Y x Y) eine Anordnung auf Y.
(2) Ist o total, dann ist auch oy total.

(3) 7:={(y,2) | (x,y) € o} definiert eine Anordnung.

(4) o

4 total < & total.

DEFINITION 1.3

Sei (X, 0) eine angeordnete Menge. Y C X heift eine Kelle (bzgl. o), falls o}y linear ist.

NoTATION 1.4

Wir kénnen eine Anordnung o auf X auch mit einem Infiz-Symbol < (oder <, <, C,...) bezeichnen, indem

wir ¢ < y statt z,y € X mit (z,y) € o schreiben. Dann ersetzen wir auch (X, o) durch (X, <).

DEFINITION 1.5

Sei (X, <) eine angeordnete Menge, A C X. Ein Element ¢ € X heifst ...
(1) Supremum von A, fallsVer € X :e<z e (Vy e Ay < z).

2) Infimum von A, fallsVx € X :x <ce (Vye A:x <y).

(2)
(3) mazximales Element von A, fallsc€e Aund Ve € A: (c < x = ¢ = x).
(4) minimales Element von A, falls c€ Aund Ve € A: (z < c= c=x).

BEMERKUNG 1.6

A hat hochstens ein Supremum und héchstens ein Infimum.

Ist ¢ € A Supremum (Infimum) von A, so ist ¢ das einzige maximale (minimale) Element von A. ¢ wird

dann Mazimum (Minimum) genannt.

NoTATION 1.7
sup(A), inf(A), max(A4), min(A) (falls vorhanden).

DEFINITION 1.8

Ist A eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, so nennt man A ein Mengensystem.

Wir setzen () A:= () A und analog [JA:= |J A.
AcA AcA
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1 Varianten des Auswahlaxioms 1.1 Geordnete Mengen

BEISPIEL 1.9

Zu einer Menge M ist (P(M), C) (P(M) := {A C M}) eine bzgl. der Mengeninklusion C geordnete, aber
nicht linear geordnete Menge (die Potenzmenge).

Aufierdem gibt es zu A C P(M) stets Supremum und Infimum in P(M): Es gilt ndmlich sup(A) = |J.A
und inf(A) = A.

KONVENTION 1.10
Wir setzen |J0 := 0 und N0 := M.

LEMMA 1.11

Seien M eine Menge und F C P(M) derart, dass fiir jede Kette C C F gilt: |JC € F. Weiter sei
f: F — F eine Abbildung mit A C f(A) fir jedes A € F.

Dann gibt es ein Xo € F mit f(Xo) = Xo (d-h. Xo ist ein Fizpunkt von f).

BEWEIS
A C F heiRe f-induktiv, falls gelten:

(1) f(A) C A dh. A€ F= f(A) e F.
(2) Fiir jede Kette C C A gilt: |JC € A.

Nach Voraussetzung ist F f-induktiv, weiter ist Fo := (J{A C F | Aist f-induktiv} ebenfalls f-induktiv
und somit das kleinste f-induktive Teimengensystem in F.

Wir wollen fiir Xy := |J Fo zeigen: f(Xo) = Xo. Setze

H = {AeFy|VBeFy:BC A= f(B) C A}und
Ha = {BeFyo|BC Aoder f(A) C B} fiir alle A € H.

Dann ist fiir A € H das System H 4 f-induktiv:

(1) Sei A’ € Ha. Dann A’ € Fp und (A" € A oder f(A) C A), dh. A" € Fy und (A’ € A oder
f(A) C A, also (f(A') C A oder A’ = A oder f(A) C f(A")). Nach der Definition von H 4 folgt
dann: f(A") € Ha.

(2) Sei C C H 4 eine Kette. Dann |JC € Fy und (|JC C A oder es gibt ein Cy € C mit Cy € A). Nach der
Definition von H 4 folgt dann: | JC C A oder es gibt Cy € C mit f(A) C Cy C |JC. Also |JC € Ha.

Also gilt fiir A € H stets Ha = Fg bzw.
VYAeH, BeFy:BC Aoder f(A) C B. (%)

H ist f-induktiv:

(1) Sei A € H. Dann A € Fy und somit f(A) € Fy. Wegen (x) gilt fiir B € Fo mit B € f(A4): B C A.
Weiter folgt nach Voraussetzung: B C A = f(B) C A C f(A), also stets f(B) C f(A).

(2) Sei C C H Kette. Dann C C Fy und somit | JC € Fy. Fir B € Fy mit B C |JC gibt es Cy € C mit
Co ¢ B und wegen Cy C f(Cp) folgt dann f(Cy) € B. Also (x) B C Cy. Nach Definition von H ist
dann f(B)CCh CUC=JCeH.

Also ist auch H = Fy und mit () gilt fiir alle A, B € Fy: BC Aoder A C f(A) C B. Also ist Fy eine
Kette.

Sei nun Xy := |JFp. Dann Xy € Fy, also f(Xo) € Fp und somit Xy C f(Xo) C JFo = Xo, also
f(Xo) = Xo.
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1 Varianten des Auswahlaxioms 1.2 Auswahlaxiom und Lemma von Zorn

1.2 Auswahlaxiom und Lemma von Zorn

DEFINITION 1.12

Fiir eine Familie (X;);er sei

[[Xi={r:1-{JX:| f(i) € X; fiir alle i € T}.
i€l i€l

Dies heiftt das kartesische Produkt iiber (X;)ier.

NoTAaTION 1.13

Fiir f € [] X; schreiben wir meist (z;);cr, wobei z; = f(i) € X;.
il

AxioMm 1.14 (Auswahlaxiom nach Zermelo, 1904)

Ist (X;)ier eine Familie von nicht-leeren Mengen, so ist [] X; # 0.
i€l

BEMERKUNG 1.15

Aquivalente Formulierung: Zu jeder Menge X gibt es eine Auswahifunktion ¢ : P(X) — X derart, dass
c(U) € U fiir jedes U € P(X)\{0} ist.

Satz 1.16 (Hausdorff)

In einer geordneten Menge (X, <) gibt es stets eine maximale Kette.

BEWEIS

Sei F:={C € P(X) | (C,<) ist Kette}. Fiir jede Kette C C F (bzgl. C auf P(X)) ist [JC € F, denn zu
z,y € JC gibt es stets Cp € C mit z,y € Cp, da C Kette. Dann ist (Cp, <) eine Kette, also z < y oder
y <z

ZuAeFseiFy={BeF|AC B}

Angenommen, F hitte kein maximales Element. Dann gilt fiir alle A € F : F4 # 0. Nach dem Auswahl-

axiom gilt dann auch [] Fa # 0.
AeF
Es gibt also ein f : F — F mit f(A4) € Fa fir alle A € F, dh. A C f(A) im Widerspruch zu Lemma

1.10. Damit hat F ein maximales Element, d.h. es gibt eine maximale Kette in (X, <).

SATz 1.17 (Lemma von Zorn, 1935)

Sei (X, <) eine geordnete Menge derart, dass jede Kette in (X, <) eine obere Schranke in X hat. Dann
gibt es zu jedem a € X stets ein maximales Element m € X mit a < m.

Insbesondere hat X ein maximales Element.

BEWEIS

Seia € X, X, ={x € X | a<a}. Nach dem Satz von Hausdorff gibt es in (X,, <) eine maximale Kette
C'. Fiir diese gilt: Liegt y in X, mit (Vz € C : x < y) oder (Vx € C : y < x), so folgt jeweils y € C,
denn sonst wire C'U {y} eine Kette bzgl. <, die C' echt enthélt im Widerspruch zur Maximalitét von C.
Insbesondere gilt a € C.

Nach Voraussetzung hat C eine obere Schranke m in X. Dann a < m, also m € X,. Bleibt zu zeigen, dass
m ein maximales Element von X ist. Sei dazu m’ € X mit m < m/. Fir z € C gilt dann z < m < m/,
also z < m/. Also ist auch C'U {m'} eine Kette in X,. Da C eine maximale Kette in X, ist, muss also
m’ in C liegen und damit folgt insbesondere m’ < m. Da jedoch auch m < m/ gilt, folgt m’ = m.
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1 Varianten des Auswahlaxioms 1.2 Auswahlaxiom und Lemma von Zorn

BEMERKUNG 1.18 (— Aufgabe 1)
(1) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

(2) Zu zwei beliebigen Mengen X und Y gibt es stets eine injektive Abbildung X — Y oder eine injektive
Abbildung ¥ — X.

Zu jeder surjektiven Abbildung f : X — Y gibt es eine injektive Abbildung g : ¥ — X mit fog = idy.
(3) Jede Aquivalenzrelation induziert ein vollstédndiges Vertretersystem der Aquivalenzklassen.
(4) Jedes Ideal eines kommutativen Rings mit Eins ist in einem maximalen Ideal enthalten.

(5) Seien V ein R-Vektorraum, U ein Unterraum von V und f : U — R ein stetiges Funktional. Dann
existiert eine Fortsetzung F' : V — R mit F|y = f und ||F|| = || f|| (Hahn-Banach).

(6) Das Produkt kompakter topologischer Rédume ist kompakt (Tychonoff, Kap. 7.3).
(7) Jeder Filter ist in einem Ultrafilter enthalten (Kap. 4.4).

(8) Jeder Korper ist in einem algebraisch abgeschlossenen Oberkorper enthalten.
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1 Varianten des Auswahlaxioms 1.3 Der Wohlordnungssatz

1.3 Der Wohlordnungssatz

DEFINITION 1.19

Eine geordnete Menge (X, <) heiflt wohlgeordnet, falls jede nicht-leere Teilmenge von X ein bzgl. <
kleinstes Element hat.

BEMERKUNG 1.20
Also heifst 0 € X x X Wohlordnung auf X, falls (X, o) wohlgeordnet ist.

BEMERKUNG 1.21

Jede wohlgeordnete Menge ist total geordnet, denn zu x,y € X besitzt die Menge {z,y} C X stets ein
kleinstes Element.

BEISPIEL 1.22
(N, <) ist wohlgeordnet, wobei N = {0, 1,2,3,...} mit < wie {iblich.

Sarz 1.23 (Wohlordnungssatz von Zermelo)

Auf jeder Menge X gibt es eine Wohlordnung.

BEWEIS
Sei ) definiert durch

0 :={(U,0) | U C X,0 CU x U Wohlordnung auf U}.
Fiir (U, o) und (V,7) setzen wir
U,o)<(V,r):oUCV, iy =cund (Vu e U,v €V : (u,v) €7).

Dann ist (€2, <) eine geordnete Menge.

In (2, <) hat jede Kette eine obere Schranke: Sei C C Q eine Kette bzgl. <, T:=J{U C X | (U,0) € C}
und 7 := J{o | (U,0) € C} C T xT. Fiir (U,0) € C ist 7y = 0. Damit ist 7 eine Anordnung auf T'.
Zu zeigen: T ist eine Wohlordnung auf C. Sei M C T, M # () gegeben. Dann gibt es (Up, 09) € C mit
M N Uy # 0. Da oy Wohlordnung, gibt es ein minimales Element m in M N Uy bzgl. 09 = 7)y,. Also ist
m e M.

Noch zu zeigen: m ist minimal in M bzgl. 7. Sei dazu x € M. Liegt = in Uy, dann (m,z) € o9 C 7, da
Tu, = 0o. Andernfalls (z € M\Up) gibt es (U1,01) € C mit € Uy = U; € Up, dax € M C T. Dann
gilt aber Uy C Uy, sogar (Uy, 09) < (Ur,01). Mit & € Uj\Up,m € Uy : (m,x) € 01 C 7. Also m minimal
in M bzgl. T.

Damit ist (7', 7) € Q eine obere Schranke von C in Q. Dann ist das Lemma von Zorn anwendbar; dies
sichert die Existenz eines maximalen Elements (U, o) in Q bzgl. <. Also ist (U, o) eine wohlgeordnete
Menge. Es geniigt nun zu zeigen, dass U = X sein muss.

Angenommen, U C X, d.h. es gibt v € X\U. Dann gilt (U,0) < (V,0') € Q fir V = U U {v} und
o' =oU{(x,v) | x € V}, Widerspruch.

BEMERKUNG 1.24

Aus dem Wohlordnungssatz gewinnen wir das Auswahlaxiom zuriick. Sei ndmlich X eine Menge, dazu <
eine Wohlordnung auf X, dann definiert ¢ : P(X) — X, ¢(A4) := min(A4) eine Auswahlfunktion auf X.
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2 Topologische Rdume 2.1 Topologien

2 Topologische Raume

2.1 Topologien

DEFINITION 2.1 (Alexandroff, 1925)
Sei X eine Menge. Dann heifit ein Teilmengensystem 7 C P(X) Topologie auf X, falls gilt:

(Topl) Fiir C C T gilt |JC € T (insbesondere § = |J0 € T).
(Top2) X € T und Uy,Us € T = U1 NUs € T (insbesondere X = (0 € 7).

BEMERKUNG 2.2
Fiir C C T endliches Teilmengensystem ist stets (|C € T.

DEFINITION 2.3

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7) mit X Menge und 7 Topologie auf X.

Ist auf X eine Topologie fixiert, so heift U C X offen, falls U € T, und abgeschlossen, falls X\U € T.
Damit ist 7 das System der offenen Teilmengen.

Falls T klar ist, wird auch X topologischer Raum genannt.

Die Elemente von X werden dann als Puntke bezeichnet.

BEISPIEL 2.4

(1) T = {0, X} heibt die chaotische Topologie.

(2) T =P(X) wir als die diskrete Topologie bezeichnet.

(3) T={U C X |U=0oder X\U endlich} ist die kofinale Topologie auf X.

DEFINITION 2.5

Seien 77, T2 zwei Topologien auf X.

T1 heilt feiner als Ta, falls 71 O T3 (d.h. ,offen bzgl. T1* = ,offen bzgl. To).
T1 heifst grober als Ts, falls T C T3 (d.h. falls 75 feiner als Ty ist).
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2 Topologische Rdume 2.2 Metrisierbarkeit

2.2 Metrisierbarkeit

DEFINITION 2.6 (Frechet, 1906)
Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik auf X, falls gilt:

(1) V(z,y) € X x X : d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie).
(2) V(z,y) € X x X :d(z,y) =0 x =y (Treue).
3) V(z,y,2) € X x X x X : d(z,y) <d(x,z) +d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wobei X Menge und d Metrik auf X.

BEMERKUNG 2.7
Es gilt stets d(x,y) > 0 fiir alle z,y € X.

BEISPIEL 2.8 (— Aufgabe 5)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir a € X, € > 0 seien

B(a) = {ze€ X |d(z,a)<e} und
Ba) = {ze€X |d(za)<e}.

Dann ist eine Topologie T auf X gegeben durch
Tao = {UCX |VzeU:3>0:B(x) CU}

In dieser Topologie sind die Mengen B, (z) offen und die B.(z) abgeschlossen fiir alle z € X, € > 0.

DEFINITION 2.9
Tq heifst die von d induzierte Topologie auf X.
Be(x) heit offene e-Kugel um den Punkt # € X; B.(x) heilt abgechlossene e-Kugel um .

BEISPIEL 2.10

X =R" (n € N) mit der durch d(z,y) := (3 (z; — y,»)Q)% definierten euklidischen Metrik heilt der
n-dimensionale euklidische Raum.

DEFINITION 2.11

Ein topologischer Raum (X, 7") heifst metrisierbar, wenn T von einer Metrik d : X x X — R induziert
wird (d.h. wenn T = T3 gilt).

BEISPIEL 2.12

(1) Die diskrete Topologie P(X) auf einer beliebigen Menge X ist metrisierbar: Es ist P(X) = T4 mit
der diskreten Metrik d : X x X = R, (z,y) — {5 “%Y

0, z=y"
(2) Falls X eine mindestens zweielementige Menge ist, ist die chaotische Topologie (f), X) nicht metrisier-
bar: Sei d : X x X eine Metrik. Zu z # y und € = %d(x,y) ist Bc(z) offen bzgl. T3, aber nicht bzgl.
T,daxz € Be(x), y ¢ Be(x), d.h. B.(X) ¢ T = {0, X}.

DEFINITION 2.13 (Hausdorff, 1914)
Ein topologischer Raum heiftt Hausdor[fraum (Hausdorffsch) oder separiert, falls gilt:

Ve,ye Xmitx#£y: AU, VeT:xelyecV,UNV =0.

BEMERKUNG 2.14 (— Aufgabe 7)

Jeder metrisierbare topologische Raum ist ein Hausdorffraum.
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2 Topologische Rdume 2.3 Umgebungen

2.3 Umgebungen

DEFINITION 2.15 (Hausdorff, 1914)

Sei X ein topologischer Raum und € X. Dann heifst V' C X eine Umgebung von z, falls es eine offene
Menge U in X gibt mit x € U C V.

Wir schreiben U, fiir die Menge aller Umgebungen von x.

BEISPIEL 2.16

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

Ve, 3de>0:B(x) CV.

PRrRoPoOSITION 2.17

Seien X ein topologischer Raum und V' C X. Dann gilt:

Voffen ©VoeV:V el,.

BEWEIS
=-: Sei V offen, v € V. Setze U := V; dann U offen und v € U C V. Also V € U,.

<: Mit dem Auswahlaxiom gilt: Vv € V : V € U,, = zu jedem v € V gibt es U, C V offen mit v € U,,.

Dann V C |J U, CV,also V= |J U,. Diese Menge ist offen nach (Topl).
veV veV

PROPOSITION 2.18

Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt fiir jedes z € X:

(N1) z € NU,.

(N2) Ist VC V' C X und V € U, dann auch V' € U,.

(N3) Fiir V4, V5 € U, ist auch Vi NV, € U,.

(N4) ZuV € Uy gibt es U € Uy, mit U C V und U € Y, fiir alle u € U.

BEWEIS
(N1)-(N3): klar.

(N4): Nach Voraussetzung gibt es U offen mit x € U C V. Nach Prop. 2.19 ist dann U € U, fiir alle
u € U, insbesondere also U € U,,.

BEMERKUNG 2.19 (— Aufgabe 8)

Auf der Menge X sei eine Familie von Teilmengensystemen (Uy;).cx gegegen derart, dass (N1)-(N4) fiir
jedes x € X gelten.

Dann gibt es genau eine Topologie 7 auf X derart, dass fiir jedes x € X die Elemente von U, gerade die
T-Umgebungen von x sind.
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2 Topologische Rdume 2.4 Inneres und Abschluss

2.4 Inneres und Abschluss

DEFINITION 2.20

Sei X ein topologischer Raum und Y C X. Ein Punkt z € X heiltt innerer Punkt von Y, wenn Y eine
Umgebung von z ist.

Y° bezeichnet die Menge der inneren Punkte von Y und wird Inneres oder Kern von Y genannt.

BEMERKUNG 2.21
Y C X = Y°CX. Auferdem gilt mit Prop. 2.19: Y =Y° < Y offen.

PROPOSITION 2.22

Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:

(1) Fir Y C X ist Y° die grofste in X offene Teilmenge von Y.
(2) FirY C X ist (Y°)°=Y"°.
B)FirY1CY, C X gilt VP CYy C X.

(4) Fir Y1,Y, C X gilt: (Y1NY2)° =Y NYy.

(5) Fiir Y1,Y, C X gilt: (Y1 UY2)° DY UYY.

BEWEIS

(NzeY° e esgbtUC X offenmitx cUCY,dh Y°=J{UCY |U offen in X}.
(2) Mit (1): Y° offen = (Y°)° D Y° = (Y°)° =Y".
B)zreY?=FUCXoffenmitzecUCY, CYy=x€Ys.

(4)

DYNLCY & yinn)rcyy=Vinh)° Ccyenyy, i=12

Sei z € Y NYy. Dann gibt es U; offen in X mit z € U; C Y}, ¢ = 1,2. Dann U; N Uz offen und
xGUlnggHﬁYQéIE(YlﬂYQ)O.

() Y° C (V1UY2)° = YPUYS C (ViUYR)°, i =1,2.

BEMERKUNG 2.23

Sei X = R mit der euklidischen Topologie versehen und Y7 = Q, Y2 = R\Q. Dann haben Y; und Y> keine
inneren Punkte, da fiir x € X jede Umgebung von = sowohl rationale als als irrationale Zahlen enthélt.
Damit YYUYY =0 C X = (Y1 UY3)°.

DEFINITION 2.24

Seien X ein topologischer Raum und Y C X. Ein Punkt z € X heilt Berihrpunkt von Y, falls
UNY # 0 fiir jede Umgebung U von z.

Die Menge aller Beriihrpunkte von Y heift der Abschluss von Y in X und wird mit Y bezeichnet.
Eine Teilmenge Y C X heifit dicht in X, falls Y = X.

BEMERKUNG 2.25
Offensichtlich gilt Y C Y, d.h. alle y € Y sind Beriihrpunkte von Y.

PROPOSITION 2.26

Seien X ein topologischer Raum und Y C X. Dann gelten:
(1) (X\Y)° = X\Y.

(2) X\Y = X\Y°.
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BEWEIS
()Seize X.Dammz ¢Y W el :UNY =0V eld,:UCX\Y &xe(X\Y)°.
(2)Seiz e X.Damnz ¢ Y° VU €U, : UZLY VU e, : UN(X\Y)#D =z e X\Y.

PROPOSITION 2.27

Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:

(1) Fiir Y C X ist Y die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthiilt.
(2 FirY C Xist Y =Y.

(3) Fir Y1 CY, C X gilt Y; C Y2 C X.

(4) Fiir Y7, Ys C X gilt: (Y, UY,) =Y, UYs.
()

5) Fiir Y3, Ys C X gilt: (Y1 NYa) D Y; N Ys.

BEWEIS

Analog zum Beweis von Prop. 2.24 oder durch Argumentation {iber Komplemente (Prop. 2.28) und dann
direkt aus Prop. 2.24.

PROPOSITION 2.28
Sei X ein topologischer Raum. Man definiert den Rand einer Teilmenge A C X als 04 = A\ A°.

0A besteht genau aus denjenigen Punkten a € X, fiir die jede Umgebung von a sowohl ein Element
aus A als auch ein Element aus X\ A enthélt.

BEWEIS

(1) Sei a € A, U, eine Umgebung von a. Zu zeigen ist: U, N A # 0, U, N (X\A) # 0.
Seiz€cdA=>reA= (YU, €Uy : Uy NA#D). Uy N (X\A) # 0 erhiilt man durch die Uberlegung
0A = 9(X\A). Dazu: 9(X\A) = (X\A)\(X\A)° = (X\A°)\(X\A) = A\A° = 0A.

(2) Sei a € X. Zu zeigen: (V U, € Uy : U, N A # 0 und U, N (X\A) # 0) = (a € A und a ¢ A°). Die

erste Forderung erhilt man direkt aus der Definition von A, die zweite aus der von A°.

BEMERKUNG 2.29

OA kann innere Punkte besitzen: Betrachte (X,7) mit X = R, T euklidische Metrik. Dann 0Q = R,
denn zu = € R liegen in jeder Umgebung von x stets sowohl Punkte aus Q als auch aus R\Q: Q liegt
dicht in R. R ist offen, besitzt also jede Menge innere Punkte.

BEMERKUNG 2.30 (— Aufgabe 9)
Sei X eine Menge und ¢ : P(X) — P(X) eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(C1) c¢(0) = 0.

(C2) Y C X =Y CeY).

(C3) Y C X = c(e(Y)) =e(Y).

(CH) Y, ZCX=c(YUZ)=c(Y)Uc(Z).

Dann gibt es genau eine Topologie auf X, bzgl. der ¢(Y) der Abschluss von Y ist fiir alle Y C X.
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2.5 Basen und Subbasen

LEMMA 2.31

Sei X eine Menge und B C P(X). Genau dann ist 7 = {{JC | C C B} eine Topologie auf X, wenn
X =B ist und es zu Uy,Us € Bund z € Uy NUs stets ein V € B gibt mit z € V C U; N Us.

BEWEIS

=: Sei T eine Topologie. Dann X € T, also X = [JC mit C C B C P(X), dann auch X = JB. Seien
nun Uy,Us € B und z € U; N Uz gegeben. Dann Uy, U € B C T. Mit Top2: Uy NU; € T, also
UiNUs; =JC mit C C B. Wegen 2z € Uy NUy gibtesalsoein Ve Cmitx € V CU;NU; und V € B.

<: T erfiillt stets Topl per Definition. Mit X = |JB € T bleibt fiir Top2 zu zeigen: Zu V1,V € T
ist ViNVe e T.Esgibt C; C Bmit V; =JC;, i =1,2.Sei C ={V € B|V CV;NV} Dann
UCCViNnVaund C C B. Sei z € V3 N V. Dann gibt es W; € C mit x € W; C V;, i = 1,2. Dann
ze Wi NWy, CViNV; und wegen Wy, Wy € B gibt es nach Voraussetzung V C W7 NW, mit z € V.
Dann V € C und somit z € |JC. Also VNV, =JC € T.

DEFINITION 2.32

Uunter einer Basis eines topologischen Raumes (X; T) versteht man ein Teilmengensystem B C P(X),
fiir welches 7 = {{JC | C C B} gilt.

BEMERKUNG 2.33

B ist genau dann eine Basis von (X, 7), wenn B C 7, |JB = X und gilt: VU;,Uz € T, = € U; NUs gibt
esVeB:xeV CU NUs.

BEMERKUNG 2.34 (— Aufgabe 10)

Seien (X, 7)) ein topologischer Raum und B C P(X). Genau dann ist B eine Basis von T, wenn B C T
gilt und zu jedem V € T, z € Vein U € Bmit x € U C V existiert.

BEISPIEL 2.35

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Mégliche Basen von T sind z.B. By = {Bc(z) | # € X, ¢ € RT} und
By ={Bi(z) | x€ X, neN}

PROPOSITION 2.36

Sei X eine Menge und S C P(X). Sei dazu §* := {(€ | £ C S endlich }, wobei auch (0 := X € S*.
Dann ist 7s := {{JC | C C §*} eine Topologie auf X und S* eine Basis von 7s.

Ts ist die grobste Topologie auf X, in der alle Mengen aus S offen sind.

BEWEIS

Wegen X € §* ist X = |JS*. Fiir Uy, Us € §* gibt es £1,& C S endlich mit U; = (N &;, i = 1,2. Dann
ist £ := & U&; endlich und &€ C S§. Weiter Uy NUs = (€ € §*. Mit dem Lemma gilt dann: 7s ist eine
Topologie auf X. Dann ist S* eine Basis von 7s und offensichtlich S C §* C 7s.

Sei nun 7 eine Topologie auf X mit & C 7. Dann ist T feiner als 7s: Nach Top2: §* C 7 und mit Topl:
Ts CT. Also ist Ts die grobste Topologie auf X, die S umfasst.

DEFINITION 2.37
Zu einem Mengensystem S C P(X) heifst Ts die von S erzeugte Topologie auf X.

Ist 7 eine Topologie auf X, so heift S C T eine Subbasis von (X, T), wenn 7 = Ts, d.h. wenn S* eine
Basis von T ist.
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BEISPIEL 2.38

Sei X eine Menge.

(1) Die diskrete Topologie P(X) auf X wird erzeugt von {{z} | z € X}. Dies ist sogar eine Basis.
(2) Die chaotische Topologie {}, X} wird erzeugt von dem leeren Mengensystem .

(3) Die kofinale Topologie hat als Subbasis {X\{z} | x € X}.

BEMERKUNG 2.39

Sei (X, <) eine geordnete Menge. Wir verwenden oo und —oo zur Bezeichnung von Elementen auferhalb
von X und setzen die Anordnung < auf X* := X U {£o0} fort, indem wir —oco < x < oo setzen fiir alle
e X.

Mit a,b € X* schreiben wir (a,b) :={z € X | a < z < b}.

DEFINITION 2.40

Die von den Mengen (—o0, a) und (a, c0) erzeugte Topologie auf X heifst die Ordnungstopologie zu <.

BEMERKUNG 2.41 (— Aufgabe 11)
Seien (X, <) eine total geordnete Menge und 7 die Ordnungstopologie auf X.

Dann ist X ein Hausdorffraum und die offenen Intervalle (a,b) mit a,b € X*, a < b bilden eine Basis
von X.

DEFINITION 2.42

Sei X ein topologischer Raum und € X. Ein System von Umgebungen V C U, heifst Umgebungsbasis
von x, falls es zu jeder Umgebung U € U, ein V € V gibt mit V C U.

Man bezeichnet V als offene bzw. abgeschlossene Umgebungsbasis von x, falls alle Mengen in V offen
bzw. abgeschlossen sind.

BEMERKUNG 2.43
Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:
(1) B Basis von X = Fiir z € X ist V, = {V € B | € V} eine offene Umgebungsbasis von X.

(2) Ist zu jedem z € X eine offene Umgebungsbasis V,, von x gegeben, so ist B= |J V, Basis von X.
reX

(3) Ist V eine Umgebungsbasis von = € X, so ist V° := {V° | V € V} eine offene Umgebungsbasis von .

(4)

4){V | V € V} muss keine Umgebungsbasis von x sein. Ein Gegenbeispiel wiire z.B. die kofinale
Topologie.
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2.6 Unterraume

DEFINITION 2.44

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Fiir eine beliebige Teilmenge ¥ C X wird dann die Topologie
Ty ={VNY |V €T} auf Y als die Spurtopologie auf Y bezeichnet.

Unter einem Unterraum von (X, 7T) versteht man ein Paar (Y, 7}y ) fiir eine Teilmenge Y von X.

Ist Y ein Unterraum von X, so heifit U C Y offen bzw. abgeschlossen in Y, wenn U offen bzw.
abgeschlossen in 7|y ist, d.h. wenn ein V' € T existiert mit U =V NY

Ist Y offen bzw. abgeschlossen in X, so sprechen wir von einem offenen bzw. abgeschlossenen Unter-
raum von X.

BEMERKUNG 2.45

Ein U CY kann in Y offen bzw. abgeschlossen sein, ohne dass U offen bzw. abgeschlossen in X ist.

PROPOSITION 2.46
Seien X ein topologischer Raum, Y ein Unterraum von X und U C Y. Dann gelten:
(1) Ist X ein Hausdroffraum, so auch Y.

(2) U ist genau dann offen bzw. abgeschlossen in Y, wenn U = V NY fiir eine offene bzw. abgeschlos-
sene Teilmenge V von X ist.

(3) Ist Y ein offener (abgeschlossener) Unterraum von X, so ist U genau dann offen (abgeschlossen)
in X, wenn U offen (abgeschlossen) in Y ist.

4) Die Spurtopologien von X und von Y auf U stimmen iiberein, d.h. ﬂy‘U =Tuv-

5) Ist B eine Basis von X, so ist Bjy := {V NY | V € B} eine Basis von Y.

6) Ist S eine Subbasis von X, so ist Sy := {V NY | V € S} eine Subbasis von X.
)

7) Ist y € Y und V eine Umgebungsbasis von y in X, so ist Vjy := {V.NY | V € V} eine Umge-
bungsbasis von y in Y.

(
(
(
(

BEWEIS

Alle Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition.

BEMERKUNG 2.47 (— Aufgabe 11)

Seien (X, <) eine total geordnete Menge, T die Ordnungstopologie auf X und Y C X. Dann ist die
Spurtopologie auf Y stets feiner als die durch < auf Y definierte Ordnungstopologie. Es muss keine
Gleichheit gelten.

BEMERKUNG 2.48 (— Aufgabe 12)

Jeder Unterraum Y eines metrisierbaren Raumes (X, d) ist metrisierbar. Die Spurtopologie auf ¥ wird
von d|y xy induziert.
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2.7 Abzahlbarkeitseigenschaften

DEFINITION 2.49

FEin topologischer Raum X heiflt separabel, wenn es in X eine abzéhlbare, dichte Teilmenge gibt.
X heifst A1-Raum, wenn jeder Punkt eine abzidhlbare Umgebungsbasis hat.

X heifit A2-Raum, wenn X eine abzéhlbare Basis besitzt.

Letztere Eigenschaften werden als das erste bzw. zweite Abzdhlbarkeitsaxiom bezeichnet.

BEISPIEL 2.50

(1) X = R™ mit der euklidischen Topologie ist separabel, denn Q™ liegt dicht in R™, und metrisierbar.
Es gelten beide Abzéhlbarkeitsaxiome.

(2) Sei X ein diskreter topologischer Raum. Dann erfiillt X stets (A1) und ist metrierbar. Weiter gilt:
X ist abzdhlbar < X hat eine abzdhlbare Basis < X ist separabel.

(3) Seien X eine Menge und T die Kofinaltopologie auf X. Dann liegt jede unendliche Menge dicht in
X, d.h. X ist separabel. Ist X jedoch iiberabzéhlbar, so erfiillt X weder (A1) noch (A2). Genauer
gesagt besitzt kein Punkt « € X eine abzidhlbare Umgebungsbasis. Fiir ein abzéhlbares System von
Umgebungen V C U, ist némlich auch X\ NV = |J{V* | V € V} abzéhlbar, also (| V iiberabzahlbar,
d.h. es gibt y € NV, y # x. Also ist X\{y} eine offene Umgebung von z, die kein V' € V enthélt.

PROPOSITION 2.51
Sei X ein topologischer Raum mit einer abzdhlbaren Basis B.

Dann ist X separabel und fiir z € X ist {V € B | © € V'} eine abzéhlbare Umgebungsbasis von X.

BEWEIS
Nur die Separabilitét ist zu zeigen. Sei ¢ : P(X)\{0} — X eine Auswahlfunktion, also ¢(U) € U fiir jedes

U € P(X)\{0}. Dann ist A = ¢(B\{0}) eine abzihlbare Teilmenge von X. Wir zeigen: A = X.

Seixz € X und U = {V € B| x € V} eine beliebige Umgebungsbasis von . Diese ist abzihlbar, zu einer
beliebigen Umgebung U von z gibt es alsoein V€ Bmit z € V C U. Also ¢(V) e VNACUNA, d.h.
UnNA#(. Somit liegt A dicht in X.

PRrRoPoOSITION 2.52

Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann hat jeder Punkt in X eine abzidhlbare
Umgebungsbasis.

Weiter gilt: X hat eine abzahlbare Basis < X ist separabel.

BEWEIS

Sei d : X x X eine Metrik, welche die Topologie von X induziert. Zu x € X ist {B1(z) | n € N\{0}} eine
abzahlbare Umgebungsbasis von z.

=: Folgt aus Prop. 2.54.

<: Sei A C X abzéhlbar und dicht in X. Dann B = {B1(a) | a € A, n € N\{0}} abzéhlbar. Dann ist B
eine Basis: Offensichtlich B C 7;. Zu zeigen: Fiir x € X und U C X offen mit x € U gibt es V € B
mit z € V CU. Wegen x € U und U offen gibt es ¢ > 0 mit B.(x) C U.

Sein € Nmit n > 2, also e > 1. Dann z € B.1(z) C U. Da A C X dicht, gibt es ein a € B (z)NA.
Dann z € B (a) € Bi(z) CU.

PROPOSITION 2.53

Die Eigenschaften (A1) und (A2) vererben sich auf Unterrdume.
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BEWEIS
Folgt sofort aus Prop. 2.50 (7) und (5).

BEMERKUNG 2.54 (— Aufgabe 13)

Auf R bilden die halboffenen Intervalle [a,b) := {x € R | a < z < b} mit a,b € R, a < b die Basis einer
Topologie T. Der topologische Raum (R, T) heifst die Sorgenfrey-Gerade.

(1) T ist eine Verfeinerung der euklidischen Topologie auf R.
(2) Der Raum X ist Hausdorffsch und separabel.

(3) Jeder Punkt von X hat eine abzihlbare Umgebungsbasis.
(4)

4) X besitzt keine abzahlbare Basis und ist nicht metrisierbar.

BEISPIEL 2.55
Sei X = {z € R? | 23 > 0}. Fiir ¢ € RT sei B.(x) die e-Kugel um z bzgl. der euklidischen Metrik auf R2.
Setze

B = {Bz)|z€X, eecRT, 0<e<x},
By = {B(z)U{(z,0)} | z € X,e =z}
Dann ist B := B; U By Basis einer Topologie, die feiner ist als die Spurtopologie der euklidischen Raumes
R? auf X. Insbesondere ist diese Topologie Hausdorffsch.
Mit dieser Topologie versehen heiftt X der Niemitzky-Raum. Er hat folgende Eingeschaften:
(1) X erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom (A1) und ist separabel, denn Q2 N X liegt dicht in X.

(2) Y := {(x1,0) | z1 € R} (die ,a-Achse”) in der Spurtopologie von X ist diskret und iiberabzdhlbar,
erfiillt also (A1), aber nicht (A2). Aufierdem ist Y nicht separabel.

(3) Somit erfiillt X wegen Prop. 2.56 auch nicht (A2).

(4) Insbesondere ist X wegen Prop. 2.55 nicht metrisierbar.
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3 Stetigkeit

3.1 Abbildungen zwischen topologischen Riumen

DEFINITION 3.1

Seien XY topologische Rdume, f : X — Y eine Abbildung.

f heilt offen, wenn fiir jede offene Menge U C X gilt: f(U) ist offen.

f heifst abgeschlossen, wenn fiir jede abgeschlossene Menge U C X gilt: f(U) ist abgeschlossen.

BEISPIEL 3.2
(1) f: R — R2, z+ (x,0) ist abgeschlossen, aber nicht offen.
(2) g : R? = R, (z,y) — x ist offen, aber nicht abgeschlossen.

PRrROPOSITION 3.3

Fiir eine Abbildung f : X — Y sind dquivalent:

(1) Fiir jedes a € X und jede Umgebung V von f(a) ist f~1(V) eine Umgebung von a in X.
(2) Fiir jede offene Umgebung V in Y ist f=1(V) offen.

(3) Fiir jede abgeschlossene Umgebung V in Y ist f~1(V) abgeschlossen.

BEWEIS

(a) (2) < (3):
Fiir jede Teilmenge T' C Y ist f~1(Y\T) = X\ f~! (T) Da Komplemente von abgeschlossenen Mengen
offen sind und umgekehrt, ergibt sich hiermit die Aquivalenz von (2) und (3).

(b) (1) = (2):
Sei V' C Y offen. Fiir jedes a € f~1(V) ist dann V eine Umgebung von f(a), somit nach Voraussetzung
auch f=1(V) eine Umgebung von a. Damit ist f~1(V) offen.

(c) (2) = (1):
Sei a € X und V eine Umgebung von f(a). Dann gibt es eine offene Menge V' in X mit f(a) € V/ C V.
Nach Voraussetzung ist dann f~1(V") offen und wegen a € f~*(V') C f~1(V) folgt dann, dass f~*(V)
eine Umgebung von a ist.

DEFINITION 3.4

Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig im Punkt a € X, falls
fiir jede Umgebung V von f(a) in Y auch f~1(V) eine Umgebung von a in X ist.

Die Abbildung f : X — Y wird stetig genannt, falls sie in jedem Punkt von X stetig ist und somit die
dquivalenten Aussagen der letzten Proposition erfiillt.

BEMERKUNG 3.5

(1) f: X — Y genau dann stetig, wenn zu jedem a € X und jedem V' € Uy, ein U € U, existiert mit
fo)cv.

(2) Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riumen. Seien weiter a € X, V eine Umge-
bungsbasis von a in X und W eine Umgebungsbasis von f(a) in Y. Dann gilt:

f ist stetig in a < zu jedem W € W gibt es ein V € V mit f(V) C W.
(3) Sind X und Y metrische Rdume, so erhalten wir damit das bekannte e-6-Kriterium:

f: X =Y ist stetig im Punkt ¢ € X < zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 mit f(Bs(a)) C B:(f(a)).
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LEMMA 3.6
Seien X und Z topologische Rdume und S eine Subbasis von X. Dann gilt:
Eine Abbildung f : Z — X ist stetig < f~1(U) ist offen in Z fiir jede Menge U € S.

BEWEIS
=: Jede Menge U € S ist offen in Z. Ist f stetig, so folgt, dass auch f~1(U) offen in X ist.

<: Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass f~1(U) offen in Z ist fiir jedes U € S. Sind Uy, ...,U, € S, so
ist dann f~1(U1 N...NU,) = f~1U1) N...N f~YU,) offen in Z. Somit ist f~1(V) offen in X fiir
alle V € S§*. Eine beliebige offene Menge in X ist nun von der Form (JV mit V C §* und wegen
FHUVY) =UJ f (V) ist dann auch das Urbild unter f offen in Z.

LEMMA 3.7

Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen topologischen Rdumen X,Y und Z. Sind
sowohl f als auch g offen (abgeschlossen, stetig) so gilt dies auch fir go f : X — Z.

BEWEIS

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

BEMERKUNG 3.8 (— Aufgabe 14)

Seien X, Y topologische Rdume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann gelten:

(1) VAC X : f(A) C f(A).
(2)VBCY: fT(B°) C (f7(B))".
(38)VBCY: fYB)C f4B).

LEMMA 3.9

Seien X und Y topologische Rdume und Y ein Unterraum von Y. Dann ist die Inklusionsabbildung
j Yy = Y stetig. Weiter gilt: f: X — Y ist stetig < jo f: X = Y ist stetig.

BEWEIS
Fiir jede offene Teilmenge V C Y ist 57 1(V) = V N Y, offen in Yy. Also ist j stetig.
=: Mit f: X = Y) ist dann auch jo f: X = Y stetig.

<: Sei umgekehrt f : X — Y derart, dass j o f stetig ist. Da jede offene Menge in Yy von der Form
V NYy =j"Y(V) fiir eine offene Menge V C Y ist und dann f~1(V NYy) = (jo f)~1(V) offen in X
ist, folgt die Stetigkeit von f.

BEMERKUNG 3.10 (— Aufgabe 15)
Seien X, Y topologische Rédume, f : X — Y und A, B abgeschlossene Unterrdume von X mit X = AUB.

Dann ist f genau dann stetig, wenn f|4 und f|p stetig (in der Spurtopologie) sind.

ProrosiTION 3.11

Seien X und Y topologische Rdume. Fiir eine stetige, bijektive Abbildung f : X — Y sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist offen.
(2) f ist abgeschlossen.
(3) Die Umkehrabbildung f~!:Y — X ist stetig.
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BEWEIS

Dies folgt aus den Aquivalenzen in Prop. 3.4 und der Tatsache, dass fiir eine Teilmenge von X das Urbild
unter der Umkehrabbildung f~! nichts anderes ist als das Bild unter der Abbildung f.

DEFINITION 3.12

Seien X und Y topologische Raume. Eine stetige, bijektive Abbildung f : X — Y, deren Umkehr-
abbildung f~! : Y — X ebenfalls stetig ist, wird als Homdomorphismus (topologische Abbildung)
bezeichnet.

Die Rdume X und Y heifien homdomorph (in Zeichen: X = Y), falls es einen Homdomorphismus
f: X =Y gibt.

Eine stetige, injektive Abbildung f : X — Y, die durch Einschrankung des Bildes einen Hom&omor-
phismus X — f(X) ergibt, wird als Einbettung bezeichnet.

BEMERKUNG 3.13

Sind X und Y hom&omorphe topologische Rdume, so iibertragen sich alle topologischen Eigenschaften
von X unmittelbar (via f) auf ¥ und umgekehrt.

BEMERKUNG 3.14 (— Aufgabe 17)

Jedes Intervall in R, das mindestens zwei Punkte enthélt, ist homéomorph zu genau einem der Intervalle
[0,1], [0,1), (0,1).

BEMERKUNG 3.15
Fiir eine Bijektion f: R — R sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
(2) f ist ein Homdomorphismus.
(3) f ist streng monoton.

BEISPIEL 3.16

Seien auf einer Menge X zwei Topologien 71 und 75 gegeben. Fiir i = 1,2 sei der topologische Raum
(X, 7;) mit X; bezeichnet. Die Identititsabbildung von X fassen wir nun als Abbildung topologischer
Réaume X; — X auf. Sie ist genau dann stetig, wenn 77 feiner als 73 ist, hingegen ist sie gerade dann
offen, wenn 75 feiner als 77 ist. Auf diese Weise erhélt man sofort Beispiele stetiger und bijektiver Abbil-
dungen, die keine Homdomorphismen sind.

BEMERKUNG 3.17

S C R? ist Bild der stetigen Bijektion f : [0,27) — S, t + (cos(t),sin(t)). Aber f ist nicht abgeschlossen,
da U := [m, 2m) abgeschlossen in [0, 27), aber f(0) = (1,0) € f(U)\f(U), also f(U) nicht abgeschlossen.
Somit ist f kein Hom&omorphismus.
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3.2 Initialtopologien

PROPOSITION 3.18

Seien X, I Mengen, zu « € I sei Y, ein topologischer Raum und f, : X — Y, gegeben. Weiter sei

S={f'(V)|aecl, VCY, offen}. Dann gilt:

(1) Die von S erzeugte Topologie ist die grobste Topologie auf X, bzgl. der alle f, : X — Y, stetig
sind.

(2) Sei X mit dieser Topologie versehen. Ist Z ein topologischer Raum, so ist h : Z — X genau dann
stetig, wenn f, o h stetig ist fiir alle « € I.

BEWEIS

(1) Ist T eine Topologie auf X, so ist die Abbildung f, : X — Y, fiir alle a € I stetig genau dann, wenn
S C 7. Die von S erzeugte Topologie ist die grobste Topologie auf X, die S enthélt.

(2) Sei h: Z — X gegeben, Z ein topologischer Raum und mit der von § erzeugten Topologie versehen.
Ist h stetig, so auch f,oh: Z — Y, fir jedes a € I, da f, stetig.

Sei nun angenommen, fiir alle a € I ist f,, oh stetig. Fiir W € S schreibe W = f1(V) mit o € I und
V C Y, offen, dann h=*(W) = A= (f;1(V)) = (fa o h)~1(V) offen, da f, o h stetig. Somit h~1(W)
offen in Z fiir alle W € S. Nach Lemma 3.4 ist h dann stetig.

DEFINITION 3.19

Seien X, I, (Yo, fo)acs wie eben. Die durch (Y, fo)aer in der Proposition charakterisierte Topologie
heifst Initialtopologie zu (Yy, fo)acr-

BEIsPIEL 3.20

Sei X ein topologischer Raum, U C X und ¢ : U < X die Inklusionsabbildung. Die Initialtopologie auf
U zur (einelementigen) Familie (U, ) ist gerade die Spurtopologie.

DEFINITION 3.21

Sei (X4 )acr eine Familie von topologischen Raumen. Sei X :=[[ X, := [] Xa.
ael
Fir a € I sei mo : X = X, die Projektion auf X, definiert durch 7, () = 24, falls a € (X)) er-

Die Initialtopologie T auf X zur Familie (X, )aer heilt die Produkttopologie auf X.
Der Raum X mit dieser Topologie heifst das direkte Produkt der (X, )acr-

BEMERKUNG 3.22

(1) Diese Topologie wird erzeugt von S = {7 }(V) | a € I, V € X,offen}.

(2) Die von S erzeugte Basis S* wird als natirliche Basis von X bezeichnet; sie besteht aus den [[ U,
wobei Vo € I : U, ist offen und #{a € I | U, € X, } endlich.

=

(3) Seien Xj, ..., X,, topologische Rdume, X = X; x ... X X,,. Dann besteht die natiirliche Basis von X
aus den Uy X ... x U, wobei U; C X; offen fiir 1 < i < n ist.

BEMERKUNG 3.23 (— Aufgabe 18)

Sei n € N. Die von der euklidischen Topologie von R gelieferte Produkttopologie auf R = R x ... x R
stimmt mit der euklidischen Topologie auf R™ iiberein.

PROPOSITION 3.24
Sei (X4 )acr eine Familie topologischer Rdume und X =[] X,,, dann sind die 7, stetig und offen.

Sei Z ein topologischer Raum, dann gilt: h : Z — X ist stetig < Va € [ : 1,0 h: Z — X, ist stetig.
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3.3 Finaltopologien

PRoPOSITION 3.25
Seien X, I Mengen und zu « € [ sei Z, ein topologischer Raum und f, : Z, — X eine Abbildung.

(1) T={U C X | f;%(U) offen in Z, fiir alle « € I} ist eine Topologie auf X, und zwar die feinste
Topologie auf X, bzgl. der alle f, : Z, — X stetig sind.

(2) Sei X mit der Topologie T versehen. Ist Y ein topologischer Raum und g : X — Y, so ist g genau
dann stetig, wenn go f, : X, — Y fiir alle o € I stetig ist.

BEWEIS

(1) Sei T’ eine Topologie auf X. Genau dann sind f, : Z, — X stetig bzgl. 77 fiir alle @« € I, wenn
T’ C T ist. Also ist noch zu zeigen, dass T eine Topologie ist.
(Topl): Sei C C T. Dann gilt fiir alle « € I : f;5(UC) = U{f, (V) | V C C} offen in Z, als
Vereinigung von in Z,, offenen Mengen. Somit |JC € T.
(Top2): X € T ist klar. Seien Uy, Uy € T = Va e I: f,; 1 (U1 NU) = f71(UL) N f71(Uz) offen in Z,
als endlicher Schnitt von in Z, offenen Mengen.

(2) Sei Y ein topologischer Raum und g : X — Y. Ist g stetig, so auch g o f, stetig fiir alle a € I, da f,
stetig nach (1).
Sei nun umgekehrt angenommen, dass go f, : Z, — Y stetig fiir alle « € I. Sei V C Y offen. Dann
gilt fir e € I: f (g7 (V) = (go f)"Y(V) ist offen in Z,. Also g=1(V) € T, d.h. offen in X. Somit
ist, g stetig.

DEFINITION 3.26

Zu X, I,(Zu, fa)acr wie oben heift die in der Proposition charakterisierte Topologie T die Finaltopo-
logie 70 (Zo, fo)acl-

Sei (X4 )aer eine Familie paarweise disjunkter, topologischer Rdume und X = (J X,. Zu « € I sei
to + Xo = X die Inklusionsabbildung. Dann heifit X, versehen mit der Finaltopologie zu (X, ta)acr,
die topologische Summe der (Xq)acr-

BEMERKUNG 3.27

(1) Seien (Xq4)aer wie oben, X = J X, die topologische Summe. Eine Teilmenge V' C X ist genau dann
offen in X, wenn V N X, offen in X, ist fiir alle o € I.

(2) Insbesondere ist fiir a € T stets X, offener Unterraum von X und ¢, : X, — X ist eine offene
Einbettung.

(3) Ist umgekehrt X ein topologischer Raum und ist X = |J X, disjunkte Zerlegung in offene Unterrdume,
so ist X die topologische Summe der X,,.

DEFINITION 3.28

Seien X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Weiter sei X, die Menge der
Aquivalenzklassen [z] = {y € X | y ~ 2} mit z € X.

Die Abbildung p: X — X, x — [z] heifit die kanonische Projektion.

Die durch die (einelementige) Familie (X, p) definierte Finaltopologie auf X .. heifit Quotiententopologie
und X .. (mit dieser Topologie versehen) der Quotientenraum von X modulo ~.

BEMERKUNG 3.29
(1) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf der Menge X, bzgl. der p stetig ist.
(2) V C X.. ist genau dann offen, wenn {z € X | [z] € V} =V =p~}(V) offen in X ist.
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ProPOSITION 3.30
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Auf X sei ~ definiert durch

x~y e f(r)=fy) inY fiir alle z,y € X.

Sei p : X — X. die kanonische Projektion und X. mit der Quotiententopologie versehen und sei

Jj : f(X) = Y die Inklusionsabbildung und f : X. — f(X), [z] — f(z) die von f induzierte
Abbildung.

Dann sind p, f, 7 stetig und f = j o f o p, d.h. das Diagramm

— Y
T f

f
Lrx)

X
P

X
ist ,kommutativ*.

Ist zudem f offen oder abgeschlossen, so ist f ein Homdomorphismus.

BEWEIs
Nach Konstruktion sind p, j stetig, f bijektiv und f = jo f op.

Da f(X) die Initialtopologie zu (Y,j) trégt, ist mit f = jo (f o p) auch f o p stetig und da X, die
Finaltopologie zu (X, p) trigt, ist mit f o p bereits f stetig.

Sei nun 0.B.d.A. f offen und U C X. offen. Dann ist p~1(U) offen in X und da f offen ist, ist auch
fU) = (jo £)U) = f(p~t(U)) offen in Y, also auch offen in f(X). Also ist f offen und damit ein
Homoéomorphismus.

BEISPIEL 3.31

Sei C mit der euklidischen Topologie versehen und ~ auf C definiert durch z ~ y < 22 = y? bzw. x = +y.
Dann ist C= C..
Betrachte dazu f : C — C, f(z) := 22. Dann ist ~ die durch Prop. 3.32 induzierte Aquivalenzrelation.
cLc
pl 1

c.-L ¢

Da f stetig und offen, folgt: f : C. — C ist ein Homdomorphismus.

BEMERKUNG 3.32 (— Aufgabe 20)
Der Einheitskreis S := {x € R? | ||z|| = 1} ist als Unterraum von R? homdomorph zu R/Z.
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3.4 Ringe stetiger Funktionen

NotTATION 3.33

Sei K einer der Koérper R oder C. Wir fassen K als topologischen Raum auf, versehen mit der zur
euklidischen Metrik d gehorigen Topologie Teyki. -

BEMERKUNG 3.34
Die (Produkt-)Topologie des K™ wird durch die Metrik d : K® x K™ — R, gegeben durch

d(@,y) =) lei =il
i=1

induziert: Betrachtet man die kanonische Basis Beyg. := {Bc(z) | « € K”, € > 0} der euklidischen
Topologie Teyr:. und die kanonische Basis Pprog := {We(x) | x € K", € > 0} der Produkttopologie Tpyod,
wobei

Be(r) = {yeK"|d(z,y) <e}

Wé(x) = {yEKn | |yl*$1| <€a i = 17"'3’”}3

dann gilt zu € K", € > 0 stets B/, () € We(x) C Be(x), also Teuri. = Tprod-

BEMERKUNG 3.35 (— Aufgabe 21)

Addition und Multiplikation a, p : K x K — K sind stetig, ebenso die Betragsfunktion |- | : K — R und
die Invertierung (-)~! : KX — K.

PRrRoPOSITION 3.36

Fiir einen topologischen Raum X bezeichne Cx(X) die Menge der stetigen Funktionen f : X — K.
Dann gelten:

(1) Fiir f,g € Cx(X) und X € K sind auch f+g, \f, fg € Cx(X).
(2) Fir f € Cg(X) ist |f] € Cr(X).
(3) Fiir f € Cg(X) ist Uy :={z € X | f(z) # 0} offen in X und % U = K, z— ﬁ ist stetig.

BEWEIS

(1) Mit f,g € Cx(X) ist auch (f,g) : X — R2, = — (f(z),g(z)) stetig und damit auch f +g=ao(f,g)
und fg = po(f,g) als Verkettung stetiger Funktionen.

Insbesondere ist A, aufgefasst als stetige Abbildung A : X — K, x — ), stetig, also auch \f.
(2) |-]: K — R ist stetig, d.h. fiir stetiges f auch |-|o f =|f].

(3) Sei f € Cx(X), dann ist Up = f~1(K*) offen als Urbild einer offenen Menge und mit f ist auch
flu, : Uy — K stetig. Dann ist auch () tof= % : Uy — K stetig.

DEFINITION 3.37

Cx (X), versehen mit den Operationen + und -, heift der Ring der stetigen Funktionen auf X.
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4 Konvergenz

4.1 Folgen

DEFINITION 4.1

Sei X ein topologischer Raum und x € X. Eine Folge (2,,)nen € X konvergiert gegen x bzw. x ist
Grenzwert von (Z)nen, wenn gilt:

YU elU, :dng e N:Vn>ng:x, € U.

NOTATION 4.2

Man schreibt dann auch (z,)pen — .

PROPOSITION 4.3
Sei X ein topologischer Raum und ¢ € X ein Punkt, der eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.
(1) Sei A C X. Genau dann gibt es eine Folge (2,,)nen € A mit (2, )neny — ¢, wenn ¢ € A.

(2) Eine Abbildung f : X — Y in einen topologischen Raum Y ist genau dann stetig in ¢, wenn fiir
jede Folge (7 )neny € X mit (2,)nen — ¢ auch (f(zn))nen — f(c) gilt.

BEWEIS

Sei (Up)nen C U, eine (abzdhlbare) Umgenungsbasis von ¢. O.B.d.A. sei dabei U,, D U,,+1 (In jedem Fall
ist (U}, )nen so eine Umgebungsbasis, wenn U], = Uy N ... N U, fur n € N definiert wird.).

(1) =: Sei (zn)nen € A mit (z,)neny — ¢. Zu U € U, gibt es ng € N mit (insbesondere) x,, € UN A,
also UN A # (). Damit ¢ € A.

«: Sei ¢ € A. Fiir jedes n € N ist dann U,, N A nicht leer. Wir wihlen (mit dem Auswahlaxiom)
(Tn)nen € [1(Un N A). Dann (x)neny € A. Fiir U € U, gibt es ng € N mit U, C U; dann gilt
xp € Uy CU,, CU fiir n > ng. Also (zn)neny — ¢

(2) =: Seien f stetig in ¢ und (zy)ney € X mit (2 )neny — ¢ gegeben. Zu V€ Uy, ist f~1(V) € U
und daher gibt es ein ng € N mit (z,)n>n, € f1(V), also (f(2y))n>n, € V. Damit konvergiert
(f(@n))nen gegen f(c).

<: Sei A C Y abgeschlossen. Wir zeigen, dass f~1(A) C X abgeschlossen ist. Sei hierfiir (z,,),en eine
Folge in f~!(A) mit 2, — o € X, dann konvergiert nach Voraussetzung f(x,) gegen f(z) und
da A abgeschlossen, liegt f(x) in A, d.h. z € f=1(A). Nach (1) ist f~1(A) damit abgeschlossen.

BEMERKUNG 4.4 (— Aufgabe 22)
(1) = gilt jeweils auch, ohne dass ¢ eine abzahlbare Umgebungsbasis besitzt.

(2) Fiir <= ist diese Forderung allerdings notwendig. Betrachte dazu eine tiberabzihlbare, wohlgeordnete
Menge (X, =) mit einem groften Element 7 derart, dass fiir jedes a € A := X\{n} die Menge
(—00,a] :={x € X | < a} abzéhlbar ist (— Aufgabe 2). Dann ist (X, 7%) ein Hausdorffraum mit
folgenden Eigenschaften:

(a) n € A, aber es gibt keine Folge (x,,)nen € A mit x,, — 7.

(b) Sei {0,1} mit der diskreten Topologie versehen, dann ist die charakt. Funktion x4 : X — {0,1}
mit x4 (z) := {(1) “’meéﬁ nicht stetig, aber folgenstetig (d.h. fiir jede Folge (2, )neny € X mit x,, — «
gilt auch f(x,) — f(z)).

(c) Insbesondere erfiillt (X, 7<) keines der beiden Abzéhlbarkeitsaxiome und ist nicht metrisierbar.

DEFINITION 4.5

Seien X ein topologischer Raum und (z,,),cn eine Folge in X. Ein Punkt € X heifft Haufungspunkt
von (Z,)nen, wenn es zu U € U, und N € N stets ein n > N gibt mit =, € U.
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PROPOSITION 4.6

Seien X ein topologischer Raum, (x,,)nen eine Folge in X und = € X ein Punkt mit abzéhlbarer Umge-
bungsbasis. Genau dann ist  Hiufungspunkt von (x,,)nen, wenn (x,)nen eine gegen z konvergierende
Teilfolge enthalt.

BEWEIS

=: Sei (Vj)jen eine abzihlbare Umgebungsbasis von z. Setze W; := (;_; V;j, dann ist auch (W;);en
abzéhlbare und zusétzlich absteigende Umgebungsbasis von x. Zu gegebenem U € U, gibt es N € N
mit x € Wy C U. Also gilt: z,, € Wn, Tnyy € Wit € W, 2y, € Wryy € Wy C U, also
Vj>N:x,, € Wy CU.

<: Sei (x4, )n C (2,) mit (z4,) — 2. Dann gibt es zu jeder Umgebung U von x ein N € N mit z;; € U
fiir alle j > N; insbesondere gibt es also zu jedem Index i; ein 4, € N;; mit x; € U: wihle einfach
im > max{i;, N }. Damit ist  ein Hiufungspunkt von (;,),. Da (z;,), eine Teilfolge von (z,) ist,
ist  dann auch ein Haufungspunkt von (z,).
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4.2 Netze

DEFINITION 4.7

Eine geordnete Menge (M, <) heifit nach oben bzw. nach unter gerichtet, falls es zu x,y € M stets ein
z € M gibt mit < z und y < z (bzw. z < z und z < y).

BEMERKUNG 4.8

Wir sagen auch ,,gerichtete Menge” statt ,nach oben gerichtete Menge®. Ist ndmlich > die zu < inverse
Relation auf M (d.h. x > y 1= y < x), so ist (M, <) genau dann nach oben gerichtet, wenn (M, >) nach
unten gerichtet ist.

BEISPIEL 4.9
(1) Jede total geordnete Menge ist nach oben und nach unten gerichtet.
(2) Zu einer Menge M ist (P(M), C) nach oben und nach unten gerichtet.

DEFINITION 4.10

Sei X eine Menge. Ein Netz in X iiber der gerichteten Indexmenge (I, <) ist eine Familie (2;);er.

Ist f: X — Y eine Abbildung, dann heifit (f(z;))icr C Y das Bildnetz von (x;);c; unter f.

Ist X ein topologischer Raum und (z;);es ein Netz in X iiber (I, <), so sagt man, (z;)i € I konvergiert

gegen den Punkt x € X, falls gilt:

YU €elU, :Figel:Vieli>ig:x; €U.

Schreibweise: (x;)i;c; — x. Dann heifit x Grenzwert von (x;);er-

BEMERKUNG 4.11 (— Aufgabe 23+24)

(1) Seien X ein topologischer Raum, ¢ € X und A C X. Genau dann ist ¢ € A, wenn es ein Netz (x;);cr
in A zu einer geeigneten Menge (I, <) gibt mit (x;);er — ¢

(2) Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen X,Y und sei ¢ € X. Genau dann ist
f stetig in ¢, wenn fiir jedes Netz (x;);c; € X mit z; — ¢ in X auch f(x;) — f(c) in YV gilt.

PROPOSITION 4.12

In einem Hausdorffraum hat jedes Netz hochstens einen Grenzwert.

BEWEIS

Sei X ein Hausdorffraum, (z;);cs ein Netz und seien ¢, ¢’ € X mit (z;);e; — ¢,¢’. Angenommen, ¢ # ¢'.
Nach Voraussetzung gibt es dann V € U., V' € U, mit V NV’ = (). Wegen der Konvergenz gibt es
4,7 € I mit (%)2% CV und (xz)zg, C V'. Da I gerichtet, gibt es ein k € I mit j < k, j/ < k. Dann
z; € VNV =0, Widerspruch.

NoOTATION 4.13

Ist X ein Hausdorffraum und (z;);c; ein konvergentes Netz in X, so schreiben wir lim(z;);¢cs fiir seinen
Grenzwert.
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4.3 Filter

DEFINITION 4.14 (Cartan, 1937)
Sei X eine Menge. Ein Teilmengensystem F C P(X) heifft Filter auf X, falls gelten:

(F1)VUe F,VePX):UCV=>VeF.
(F2) VU, U € F: UNU' € F.
(F3) 0 ¢ F und X € F.

BEMERKUNG 4.15
(1) F ist bzgl. C nach unten gerichtet (und auch nach oben gerichtet).
(2) 0 # F #P(M).

BEISPIEL 4.16

(1) Sei X ein topologischer Raum. Zu p € X ist U, ein Filter, der Umgebungsfilter von p.

(2) Sei M eine unendliche Menge. Dann ist {C' € P(M) | M\C endlich} ein Filter, der Kofinalfilter.
(3) Sei (x;)ier ein nicht-leeres Netz im topologischen Raum X. Dann ist

F={UCX |Jipel:Viel,i>iyg:z; €U}

ein Filter, der zu (x;);es assoziierte Filter Es gilt: (x;);er — p€ X © U, C F.

DEFINITION 4.17

Sei X ein topologischer Raum. Der Filter F auf X konvergiert gegen p € X, falls U, € F. Datfiir
schreibt man auch F — p.

BEMERKUNG 4.18 (— Aufgabe 25)
Seien M eine Menge und B C P(M). Das Mengensystem

F={VePM)|WeB:UCV}

ist genau dann ein Filter, wenn gilt:

(FBL)VU,U' € B:3V €B:V CUNU’ und
(FB2) 0 ¢ B,B # 0.

DEFINITION 4.19
Zu einem Mengensystem B C P(M), das (FB1) und (FB2) erfiillt, heifst

F={VePM)|WeB:UCV}

der von B erzeugte Filter. B heiflt dann eine Filterbasis von F.

Sind Fi, Fo Filter auf M, so heifst Fy grober als Fo und Fo feiner als Fy, wenn F; C Fo ist.

BEMERKUNG 4.20

In einem topologischen Raum X ist eine Umgebungsbasis von a € X gerade eine Filterbasis von U,,.

LEMMA 4.21

Sind F7; und F> zwei Filter auf X mit zugehorigen Filterbasen B; und Bs, so gilt:

Fo ist feiner als 71 VU € By : AV € By : V C U.
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BEWEIS
YUeB,:dVeBy:VCU & VWeF :IVeB:VCW
= YW eF, :IW e Fy: W CW
da Fo BedéFl) erfiillt fl g ]__2

DEFINITION 4.22

Sei X ein topologischer Raum und (z;);cr ein Netz in X. Ein Punkt p € X heifit ein Haufungspunkt
von (z;)ier, falls VU e U, Vie I :3jel,j>i:2; €U.

PROPOSITION 4.23

Seien X ein topologischer Raum, (x;);er € X ein Netz und F der dazu assoziierte Filter. Dann gilt:

p € X ist Haufungspunkt von (x;)ic;r < p € ﬂ{V |V e F}.

BEWEIS

= Seien p ein Héufungspunkt von (x;);c; und V' € F. Dazu gibt es ein iy € I mit (2;);>, C V. Zu
U € Uy, gibt es ein j € I mit j > g und z; € U. Dann z; € UNV, also UNV # (. Damit gilt fiir
alle U €U, dassUNV #0, dh.pe V.

<: Seienp e ({V |V e€F}, U€elU,und ig € I. Dann {x; | i € Is;,} € F, also p € {x; | i € Is;,}, d.h.
Un{z; | i€ Iso} # 0, d.h. es gibt ein ¢ € I>;, mit z; € U. Also ist p ein Haufungspunkt von (z;);e;s.

DEFINITION 4.24

Sei F ein Filter auf dem topologischen Raum X. Ein Punkt p € X heit Haufungspunkt von F, falls
pe({V |V e F} ist.

BEMERKUNG 4.25 (— Aufgabe 26)
Sei F ein Filter auf einer Menge X mit (| F = () (F heift dann frei). Dann gelten:

(1) X ist unendlich.
(2) In der kofinalen Topologie auf X ist jedes Element von X ein Haufungspunkt von F.
(3) In der diskreten Topologie auf X hat F keinen Haufungspunkt.

N F C M heiRt das Zentrum von F. Ist (| F # 0, dann heit F fiziert.

PROPOSITION 4.26

Sei F ein Filter auf dem topologischen Raum X. Gilt F — p € X, so ist p ein Haufungspunkt von F.

BEWEIS

F—=p dh U, CF FirV € Fund U € Y, gilt V.U € F, also VNU € F, insbesondere VNU # 0.
FirV e Fistalsope V.

SATZ 4.27
Sei F ein Filter auf dem topologischen Raum X. Dann gilt:
p ist Haufungspunkt von F < es gibt einen Filter 7' auf X mit F C F' und F' — p.

BEWEIS

Ist 7' ein Filter auf X mit 7 C 7’ und F’ — p, so ist mit Prop. 4.28 p € ({V | V € F} und somit p ein
H&ufungspunkt von F.
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Sei nun umgekehrt p ein Haufungspunkt von F. Dann erfilllt B’ := {ANU | A € F,U € U,} die
Bedingungen (FB1) und (FB2) (dazu: § ¢ F, da p ein Hiufungspunkt von F’ ist), erzeugt also einen
Filter ' mit F C 7' und U, C F', d.h. F' — p.

KOROLLAR 4.28

(1) Seien X ein Hausdorffraum, F ein Filter auf X und p € X. Gilt F — p, so ist p der einzige
Héufungspunkt von F.

(2) Ein topologischer Raum X ist genau dann ein Hausdorffraum, wenn jeder Filter auf X hochstens
einen Grenzwert hat.

BEWEIS
(1) Konvergiert F gegen p, so U, C F und p ist ein Haufungspunkt von F (Prop. 4.28).

Sei nun a ein Haufungspunkt von F. Dann gibt es einen feineren Filter ' mit 7' — a, also gilt
U, UlU, CF . Fird €U, und V e U, gilt dann UNV € F', also UNV # (). Da X Hausdorffsch ist,
folgt a = p.
(2) = Direkt mit (1).
«: Ist X kein Hausdorffraum und a,b € X, a 20, UNV #  fir alle U € U,,V € Uy, so ist
B:={UNV |U€U,, V €Uy} Basis eines Filters F mit F — a, F — b.

BEMERKUNG 4.29
Sei F ein Filter auf der Menge M und sei f : M — N eine Abbildung. Dann ist

FFR)={VCN]|f(V)eF}

ein Filter auf N und {f(U) | U € F} ist eine Filterbasis von f(F).

DEFINITION 4.30
f(F) heifst der Bildfilter von F unter f.

BEMERKUNG 4.31

Ist F der zu einem Netz (x;);er € X assoziierte Filter, so ist fiir eine Abbildung f : X — Y der Bildfilter
f(F) gerade der zum Bildnetz assoziierte Filter auf Y.

SATZ 4.32
Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und a € X. Dann gilt:

f ist stetig in a < fiir jeden Filter F auf X mit F — a gilt auch f(F) — f(a).

BEWEIS

=: Sei f stetig in a und F ein Filter auf X mit 7 — a. Dann U, C F.Zu U € Uy(y) ist f~Yu)eu, C F,
somit U € f(F). also Uy C f(F), d.h. f(F) = f(a).

<: Zu jedem Filter F auf X mit F — a gelte auch f(F) — f(a). Fir F = U, ergibt sich damit
fUa) = f(a), d.h. VU € Uy« f7H(U) € U, Also ist f stetig in a.
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4.4 Ultrafilter

PROPOSITION 4.33
Fiir einen Filter F auf einer Menge M sind dquivalent:

(1) Ist F’ ein Filter auf M mit F C F’, so ist 7' = F.
(2) Fiir alle A € P(M) gilt entweder A € F oder A° € F.

F heifit dann ein Ultrafilter.

BEWEIS

=: Sei A C M derart, dass weder A noch A¢ in F liegen. Dann ist B’ := {UN A | U € F} Basis eines
Filters 7" auf M mit 7 C F’'. Wegen A¢ ¢ F gilt dabei fiir U € F stets U € A€, also UN A # (. Da
AeF,ist FCF.

«: Seien F' ein Filter mit F C F' und A € F'\F. Dann A¢ ¢ F/, also A, A° ¢ F.

BEISPIEL 4.34
Zuae Mist {VeP(M)|aeV} ein Ultrafilter auf M. Diese heiffen Hauptultrafilter.

BEMERKUNG 4.35 (— Aufgabe 27)
Sei F ein Ultrafilter auf der Menge M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F ist kein Hauptultrafilter.

(2) F ist frei.

(3) F enthilt keine endliche Menge.

(4) M ist unendlich und F ist eine Verfeinerung des Filters der koendlichen Teilmengen von M.

SATZ 4.36
Sei M eine Menge. Jeder Filter auf M ist in einem Ultrafilter enthalten.

BEWEIS

Sei ) die Menge der Filter auf M (partiell geordnet durch C). Ist w C Q eine nicht leere Kette in €2, so ist
|Jw wieder ein Filter auf M, also eine obere Schranke von w in Q. Zu jedem F gibt es also ein maximales
Element F' € Q mit F C F'. Die Maximalitiat bedeutet gerade, dass F’ ein Ultrafilter ist.

BEMERKUNG 4.37
Sei f: M — N eine Abbildung. Ist F ein Ultrafilter auf M, so ist f(F) ein Ultrafilter auf N.
Fiir A € P(N) mit f~*(A) ¢ F ist ndmlich f~}(N\A) = M\ f~1(A4) € F und somit N\A4 € f(F).

SATZ 4.38
Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und p € X. Dann gilt:
p ist ein Hiufungspunkt von F < es gibt einen Ultrafilter 7/ auf X mit F C 7’ und F’ — p.

BEWEIS
«: Folgt aus Satz 4.29.

=-: Sei p ein Haufungspunkt von F. Dann gibt es nach Satz 4.29 einen Filter 7* auf X mit F C F*
und F* — p. Weiter gibt es dann nach Satz 4.37 einen Ultrafilter 7/ auf X mit F* C F’. Dann
U, CF* C F', also F' — p.

FOLGERUNG 4.39

Seien X ein topologischer Raum, F ein Ultrafilter auf X und z € X. Genau dann ist x Haufungspunkt
von F, wenn F gegen x konvergiert.
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5 Kompaktheit

5.1 Charakterisierung kompakter Ridume

SATZ 5.1
Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Jede offene Uberdeckung von X enthilt eine endliche Uberdeckung, d.h. ist V ein System offener
Mengen von X mit X = JV, dann existiert ein endliches Teilsystem V' CV mit X = JV'.

(2) In jedem System A von abgeschlossenen Teilmengen von X mit (A = () gibt es ein endliches
Teilsystem A" mit (A" = 0.

(3) Jeder Filter auf X hat einen Haufungspunkt.
(4) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.
X heiftt dann kompakt.

BEWEIs
(1) < (2):
Klar mit

(NA=0umdV={X\Ad|Adc A« JV=JX\4)=x\[|A=X.

AcA

Wegen (1) gibt es V' C V endlich mit V' = X, dh. 4;,...,4, € Amit X = [J(X\4;) =
X\(Ni, A;). Also 41 N...N A,, = 0. Riickrichtung #hnlich.
(3) = (4):
Ist F ein Ultrafilter auf X und p € X ein Hiufungspunkt von F, so gilt F — p (Satz 40).
(4) = (3):
Sei F ein Filter auf X. Dann gibt es nach Satz 4.38 einen Ultrafilter 7/ auf X mit F C F'. Wegen (4)
konvergiert F’ gegen ein p € X. Dann ist p ein Haufungspunkt von F (Satz 40).
(2) = (3): _ _ _
Seien F ein Filter auf X und A={V |V € F}. Fir V;,..,V, e Fist 0 #ViNn..NV, CViN..NV,.
Somit (A’ # 0) fiir jedes endliche Teilsystem A" C A. Wegen (2) folgt (.A # (). Somit gibt es ein p € X
mit p e VA=V | V € F}. Dann ist p ein Haufungspunkt von F.
(3) = (2):
Sei A ein System von abgeschlossenen Teilmengen von X. Wir nehmen an, es gelte (). A’ # 0 fiir alle
A’ C A endlich. Zu zeigen: (A # 0.
Wegen der Annahme ist B := {() A’ | A’ C Aist endlich} eine Filterbasis eines Filters F auf X. Dann

(3) _ ACB
0AN{VIveFricB S A
—_———
also (A # 0. DBDA

KOROLLAR 5.2

X ist kompakt und Hausdorffsch < jeder Ultrafilter von X konvergiert gegen genau einen Punkt.

BEWEIS

(X kompakt < jeder Ultrafilter konvergiert) und (X Hausdorffsch < Konvergenz von (Ultra)-Filtern ist
eindeutig).

DEFINITION 5.3

Eine Teilmenge A C X heifst kompakt, wenn A als Unterraum ein kompakter topologischer Raum ist,
d.h. wenn es zu jedem System V von offenen Teilmengen von X mit A C [JV ein endliches System
V' CV gibt mit A C |JV’ gibt.

X heifit lokal kompakt, wenn jeder Punkt in X eine kompakte Umgebung besitzt.
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BEMERKUNG 5.4

In einigen Biichern wird fiir die Kompaktheit eines Raumes zusétzlich gefordert, dass der Raum haus-
dorffsch ist. Zur Unterscheidung verwendet man dann auch die Bezeichnung ,.quasikompakt® in der Art,
wie hier ,kompakt* eingefithrt wurde. Wir werden kompakte Hausdorffraume im n#chsten Abschnitt ge-
nauer untersuchen.

BEISPIEL 5.5
(1) Endliche Teilmengen eines topologischen Raumes sind kompakt.

(2) Sei X ein Raum mit der kofinalen Topologie. Dann ist X kompakt. Jeder Unterraum von X trigt
(als Spurtopologie) die kofinale Topologie, d.h. jede Teilmenge von X ist kompakt. Allerdings sind
neben X nur die endlichen Teilmengen von X abgeschlossen.

(3) Sei n € N. Genau dann ist U C R™ kompakt, wenn U beschrénkt und abgeschlossen ist (Satz von
Heine-Borel). Insbesondere ist R™ lokal kompakt.

(4) Q ist als Unterraum von R nicht lokal kompakt.

PROPOSITION 5.6
(1) Sei (2 )nen eine Folge im kompakten Raum X. Dann hat (z,),en stets einen Hiufungspunkt.

(2) Falls dieser Haufungspunkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt, so enthélt die Folge eine
konvergente Teilfolge.

BEWEIS

(1) Sei (xn)nen eine Folge in X und F der zugehorige assoziierte Filter. Da X kompakt, hat F einen
Haufungspunkt und dieser ist dann auch Haufungspunkt von (z,,)nen-

(2) Dies besagt Prop. 4.7.

BEMERKUNG 5.7 (— Aufgabe 28)

Sei (X, =) eine total geordnete Menge. Dann besitzt jede nicht leere, kompakte Teilmenge von (X, 7x)
bzgl. < ein Maximum und ein Minimum.

PROPOSITION 5.8

Sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann gelten:

(1) Jede abgeschlossene Teilmenge von X ist kompakt.

(2) Ist f: X — Z eine stetige Abbildung in den topologischen Raum Z, so ist f(X) in Z kompakt.

BEWEIS

(1) Sei A C X abgeschlossen. Die abgeschlossenen Teilmengen von A sind dann in X abgeschlossen. Ist
nun A ein System abgeschlossener Teilmengen in A (dann auch in X abgeschlossen) mit (].A # (), so
folgt aus der Kompaktheit von X die Existenz von A" C A endlich mit (A" = 0.

(2) Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(X). Fiir i € I ist dann U; := V; N f(X) fiir ein offenes
Vi C Z. Da f stetig ist und

X=f1fx)=f" (U Ui) =Usrtwy =4,
i€l iel i€l o~
gibt es wegen der Kompaktheit von X ein J C I endlich mit
x=srtv=Urw

i€J i€J

Dann f(X) = | Ui, d.-h. (U;)iey ist endliche, offene Uberdeckung von f(X).
icJ
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KOROLLAR 5.9

Sei U eine nicht leere, kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes X. Dann nimmt jede stetige
Funktion f: X — R auf U Maximum und Minimum an.

BEWEIS
0 # f(U) C R kompakt, also abgeschlossen und beschriankt. Dann existieren max f(U) und min f(U).

BEMERKUNG 5.10 (— Aufgabe 29)

Sei X = R die Sorgenfrey-Gerade, d.h. mit der von {[a,b) | a,b € RU{%o0}} erzeugten Topologie Tgorg.
versehen. Dann ist kein echtes Intervall in R kompakt in X und X ist nicht lokal kompakt.
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5.2 Kompakte Mengen in Hausdorffraumen

Sarz 5.11

Seien X ein Hausdorffraum und A, B C X kompakt mit A N B = (. Dann gibt es offene Teilmengen
UVCXmit ACU, BCVundUNV =0.

BEWEIS

Fiir jedes Paar (a,b) € A x B wihlen wir offene Mengen U, p, Vop € X mit a € Ugp, b € V,p und
Uapy N Vap =10. Zu festem b € B ist dann A C | J{U, | a € A}. Wegen der Kompaktheit von A folgt die
Existenz einer endlichen Teilmenge A, mit A C (J{U,yp | a € Ap}. Seien dazu Up = J{Uap | @ € Ap} und
Vo :=(W{Vap | @ € Ap}. Diese Mengen sind offen in X und A C Uy, b € V;, sowie Uy NV, = 0.

Wegen B C | J{V, | b € B} und der Kompaktheit von B gibt es eine endliche Teilmenge B’ C B mit
BCUWw |beB} Mit V= J{W|beB'} und U := ({Uy | b€ B’} sind U,V offen in X und
BCV,ACUundUNV =0.

KOROLLAR 5.12

In einem Hausdorffraum sind kompakte Teilmengen stets abgeschlossen.

BEWEIS

Sei A eine kompakte Teilmenge im Hausdorffraum X. Damit A abgeschlossen ist, reicht es zu zeigen:
Fir z € A°ist x € (A°)°. Da {2} und A disjunkte, kompakte Mengen in X sind, gibt es U,V offen mit
{z} CU, ACVund UNV =0. Dann x € U C V¢ C A°, also ist U C A° eine Umgebung von z.

BEMERKUNG 5.13
Ist X kein Hausdorffraum, so kann es kompakte Teilmengen geben, die nicht abgeschlossen in X sind.

Beispielsweise ist in der kofinalen Topologie einer unendlichen Menge jede Teilmenge kompakt, aber nur
die endlichen Teilmengen sowie X sind abgeschlossen.

SATz 5.14

Seien X ein kompakter topologischer Raum, Y ein Hausdorffraum und f : X — Y stetig. Dann ist f
abgeschlossen. Ist f zudem bijektiv, so ist f ein Homéomorphismus.

BEWEIS

Sei A C X abgeschlossen. Dann ist A kompakt, also auch f(A) kompakt nach Prop. 5.9. Da Y Haus-
dorffsch, ist f(A) nach Korollar 5.13 abgeschlossen in Y. Der Zusatz ist klar.

SATz 5.15

Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Dann hat jeder Punkt = € X eine Umgebungsbasis aus
kompakten, insbesondere abgeschlossenen Umgebungen.

BEWEIS
Sei x € X. Zu zeigen ist: Jede offene Umgebung in X von x enthélt eine kompakte Umgebung,.

Sei U eine offene Umgebung von z. Nach Vor. gibt es eine kompakte Umgebung K von x. Dann ist
K\U = U¢n K abgeschlossen in der kompakten Menge K, also selbst kompakt, und « ¢ K\U. Nach
Satz 5.12 gibt es V, W C X offen mit x € V, K\U CW und VNW = 0. Dann z € VN K C K\W, eine
in K abgeschlossene Teilmenge, also kompakt. Damit ist K\W C U eine kompakte Umgebung von z.

BEMERKUNG 5.16 (— Aufgabe 30)

Offene und abgeschlossene Unterrdume lokal kompakter Hausdorffraume sind wieder lokal kompakt.
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5.3 Die Alexandroff-Kompaktifizierung

SaTz 5.17 (Alexandroff)
Seien X ein topologischer Raum, X' = X U {w} mit w ¢ X. Dann ist

T:={U C X | U offen in X} U{X'\K | K abgeschlossen und kompakt in X}

eine Topologie auf X',
Beziiglich dieser Topologie gelten:

(1) X ist ein offener Unterraum von X'.

(2) X’ ist kompakt.

(3) Ist X nicht kompakt, so liegt X dicht in X’.

(4) X' ist genau dann Hausdorffsch, wenn X Hausdorffsch und lokal kompakt ist.

BEWEIS
Sei T die Topologie auf X und

K :={K C X | K kompakt und abgeschlossen in X}.

Somit gilt 7/ =T U{X'\K | K € K}. Wir iiberpriifen, dass 7' eine Topologie auf X’ ist:

(TOP1) Sei V C T'. Schreibe V =V, UV mit V; €7 und Vo C {X'\K | K € K}. Sei V; = JV; und
Vo=UVo;dann V := VUV, = (JV. Zu zeigen: V € T'. Wegen V; € T ist Vi € T, da T Topologie. Bei
Vo=01ist Vo =0, also V=V, €T C T Sei jetzt also Vo # . Dann Vo = X'\(Ny ey, (X'\U)) = X'\K
mit K = (Nyey, (X'\U) € K. Somit V =V, UVz =V, U (X'\K) = X"\(K\V1). Da K\V; abgeschlossene
Teilmenge von K ist, ist K\V; € K, somit V € T".

(TOP2) Da § kompakt und abgeschlossen ist, ist X’ = X'\ € T'. Seien Uy,Us € T'. Zu zeigen ist:
UpNUy € T'. Falls U1,Us € T,s0 Uy NU; € T C T'. Gilt dagegen U,U; € {X'\K | K € K}, so
X\(U,NUs) = (X'\U)U(X'\Us) € K und damit Uy NUs € {X'\K | K € K} C T". Letate Moglichkeit:
0.B.d.A. Uy € Tund Us € {X’\K | K e IC}, also X/\UQ € K. Dann ist U1 NUy = Ul\(X/\Uz) eTCT.

Somit ist 7 eine Topologie auf X’.
Zu den {ibrigen Aussagen:
() Esgit T={WnNX|WeT'}und T C 7', insbesondere X € T C T".

(2) Sei V eine offene Uberdeckung von X’. Wihle Vy € V mit w € V. Da Vj offen in X', Vi ¢ T, folgt,
dass X"\Vp € K. Aufserdem X'\Vy C UV* mit V* = V\{Vp}. Da X'\Vy kompakt und V* offene
Uberdeckung von X’\Vj, gibt es V' C V* endlich mit X’\Vy C UV’ und damit V' U {V;} endliche
Uberdeckung von X’ und in V enthalten.

(3) Wegen X C X C X’ = X U{w}, gilt entweder X = X’ oder X = X. Bei X = X ist X abgeschlossen
in X', dann also auch X kompakt nach Prop. 5.9.

(4) =: X’ Hausdorffsch = X Hausdorffsch und lokal kompakt nach Bemerkung 5.17, da X C X' offen
(1) und X’ kompakt (2), also insbesondere lokal kompakt.

<: Sei nun X Hausdorffsch und lokal kompakt. Damit X’ Hausdorffsch ist, muss wegen (1) nur
gezeigt werden, dass es zu z € X stets U,V € T/ gibt mit UNV =0, x € U und w € V.
Zu x € X gibt es nach Vor. eine komapkte Umgebung K in X; da X Hausdorffsch ist, ist K
auch abgeschlossen in X und somit w € X'\K € T7'. Wiahle U = K° und V = X'\K, dann
zelU,weV,UNV =0.

DEFINITION 5.18

Fiir einen lokal kompakten, nicht kompakten Hausdorffraum X wird der um einen Punkt erweiterte,
topologische Raum X’ = X U{w} mit der Alexandorff-Topologie mit a(X ) bezeichnet und Alexandroff-
Kompaktifizierung von X oder auch Ein-Punkt-Kompaktifizierung genannt.

Wir schreiben dann wy fiir w.
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BEMERKUNG 5.19
a(X) ist kompakt und Hausdorffsch. X liegt dicht in a(X).

SATZ 5.20

Sei Y ein kompakter Hausdorffraum und zp € Y nicht isoliert, d.h. {x¢} ist nicht offen. Sei dazu
X =Y\{xo}, dann ist X ein lokal kompakter, nicht kompakter Hausdorffraum und die Abbildung

a(X) — Y

f: { z zeX
x —
Ty T =wx

ein Homéomorphismus, insbesondere also a(X) 2 Y.

BEWEIS

X = Y\{zo} ist offen in Y. Mit YV ist auch X lokal kompakt (Bemerkung 5.17) und natiirlich Haus-
dorffsch. Da x¢ kein isolierter Punkt ist, ist X nicht abgeschlossen in Y und damit auch nicht kompakt.
Offensichtlich ist f bijektiv. Fiir U C «(X) ist zu zeigen: U ist offen in «(X) genau dann, wenn f(U)
offen in Y.

Fiir U C X ist U offen in «(X) genau dann, wenn U = f(U) offen in X ist.
Andernfalls (U ¢ X) liegt wx in U. Dann gilt:

U offen in a(X) < U°®= a(X)\U kompakt (nach Def. von a(X) bzw. Alexandroff)
<  U‘ abgeschlossen in Y (da X\U C Y, Y kompakt und Hausdorffsch)
< fU)=UnNX)U{ze}=Y\Uoffen in Y.

BEMERKUNG 5.21 (— Aufgabe 34)
Wir untersuchen die Alexandorfl-Kompaktifizierung des lokal kompakten, euklidischen Raumes R".

Versieht man die n-Sphére S := {x € R"! | ||z|| = 1} mit der Spurtopologie zu T,k des R™ ™! dann ist
S™ ein kompakter Hausdorffraum. Setze w := e = (1,0, ...,0) € S”, dann ist S”\{w} nach Bemerkung
5.17 ein lokal kompakter Unterraum, jedoch nicht kompakt.

Es existiert ein kanonischer Homdomorphismus A : S"\{w} — R”, den man erhilt, wenn zu jedem
x € S"\{w} den Schnittpunkt der Gerade durch  und w und der Hyperebene {0} x R™ in R"*! betrachtet
und z via h mit diesem Schnittpunkt identifiziert (h heift die stereographische Projektion).

Nach Satz 5.21 induziert h dann einen Homéomorphismus zwischen S™ und «(R™). Somit 14sst sich die
n-Sphére als die Alexandorff-Kompaktifizierung des n-dimensionalen euklidischen Raums auffassen.
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6 Trennung

6.1 Trennungsaxiome

DEFINITION 6.1
Fiir einen topologischen Raum X betrachtet man folgende Aussagen:

(Th) Zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X gibt es eine offene Menge in x, die genau einen der
Punkte z,y enthalt.

(T1) Zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X gibt es offene Mengen U,V in X mit x € U, z ¢
ViyeV,y¢U.

(T3) Zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X gibt es offene Mengen U,V in X mit x € U, y € V

und UNV = 0.
(T5) Zu jeder abgeschlossenen Menge A C X gibt es offene Mengen U,V in X mit A C U, z € V und
unv =40.

(Ty) Zu je zwei abgeschlossenen Mengen A, B C X mit AN B = () gibt es offene Mengen U,V in X
mit ACU, BCVundUNV =0.

Man bezeichnet (Tp)-(Ty) als Trennungsaziome.

Ein Raum, der eines der Trennungsaxiome (7T;) erfiillt, wird auch als T;-Raum bezeichnet.

BEMERKUNG 6.2
Es gelten die Implikationen (T4)&(Ty) = (T1)&(T5) = (T2) = (Th) = (To).

BEISPIEL 6.3
(1) Jeder diskrete Raum erfillt (7p) — (Ty).

(2) Die chaotische Topologie auf einer Menge M erfiillt stets (73) und (74), jedoch fiir |M| > 1 nicht
(To) = (T2).

PROPOSITION 6.4
Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:
(1) X ist ein Tp-Raum < u : X — P(P(X)), u(z) := U, ist injektiv.
(2) Es sind dquivalent:
(1) X ist ein T3-Raum.

(2) Fiir jedes € X ist (U, = {x}.

ir jedes x € X ist {x} abgeschlossen in X.
(3) Fiir jed X ist {«} abgeschl in X
(4) Jede endliche Teilmenge von X ist abgeschlossen in X.
(5) Die Topologie auf X ist eine Verfeinerung der Kofinaltopologie.
(3) X ist ein T3-Raum < jeder Punkt in X hat eine abgeschlossene Umgebung.

(4) X ist ein Ty-Raum < zu A C V C X mit A abgeschlossen und V offen existiert stets eine offene
Menge U in X mit ACUCUCV C X.

BEWEIS

(1) Firz,y € X mit x # y gilt: 3U C X offen mit x € U, y ¢ U oder y € U, 2 ¢ U < Uy # U,

2) (1) = (2):
Sei € X. Stets ist © € (\U,. Sei y € X\z. Mit der Bedingung (71) gibt es ein U offen in X mit
z €U, y¢U. Dann U € U, und somit y ¢ (U,. Also folgt U, = {z}.

(2) = (1):
Seien z,y € X mit x # y gegeben. Mit (2) folgt dann y ¢ (U, d.h. U € U, mit y ¢ U. Dann ist
U° offen und z € U°, y ¢ U.
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(1) = (3):

Seize X. Zuy e X\{z} gibtesV C X offenmit y eV, ¢ V. Danny € V C X\{z} und da V
offen ist, ist y innerer Punkt von X\{z}. Somit X\{z} offen, d.h. {z} abgeschlossen.

(3) = (1):

Seien z,y € X, x # y. Dann mit (3): y € (X\{z})° =V, 2 € (X\{y})° =U, dann U,V offen in X
mitzelU, y¢U, yeV, z¢ V.

(3) <= (4):

Klar, da endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen stets abgeschlossen sind.

(4) < (5):

Klar, da Tjof. die grobste Topologie ist, in der alle endlichen Teilmengen abgeschlossen sind.

(3) =: Seien © € X, B. Es reicht zu zeigen, dass jede offene Umgebung von z eine abgeschlossene
Umgebung von z enthilt. Sei U offen in X mit 2 € U, A := U®. Da X ein T3-Raum ist, gubt es
offene Mengen V, W in X mit 2 € V, ACWundVNW =0.Dannz € VCV CWe¢C A¢ =T,
somit V' abgeschlossene Umgebung von z, die in U liegt.

<: Sei B eine abgeschlossene Umgebungsbasis von z € X. Sei A C X abgeschlossen mit « ¢ A, dann
A€ offene Umgebung von x, es gibt also ein B € B mit x € B C A°. Sei V = B° und U = B°.
Dann sind Vund U offen und z € V, AC B¢=U, VNU = 0.

(4) — Aufgabe 35.

PROPOSITION 6.5

Sei 0 <7 < 3. Jeder Unterraum eines T;-Raumes ist selbst ein T;-Raum.

BEWEIS
Klar fiir ¢ = 0,1, 2.

Sei X jetzt ein T3-Raum und U ein Unterraum von X. Zu x € U gibt es eine abgeschlossene Umgebungs-
basis B von z in X. Dann ist {V NU | V € B} eine abgeschlossene Umgebungsbasis von z € U.

BEMERKUNG 6.6

Fir Ty-Raume ist dies nicht erfillt!

BEISPIEL 6.7 (Zariski-Topologie eines kommutativen Ringes)

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei spec(R) := {p C R | p ist ein Primideal}, das Spektrum von R.
Fir f € R sei Dy := {p € spec(R) | f ¢ p}. Dann ist Dy = () und D; = spec(R) und fiir f,g € R ist
DyN Dy = Dyy. Somit ist {Dy | f € R} Basis einer Topologie auf spec(R), der Zariski- Topologie.

Sei X der Raum spec(R) mit dieser Topologie. Dann ist X ein Tp-Raum, jedoch i.A. kein T} Raum (etwa
fir R = 7).

Genauer gilt fir g € X : {q} = {p € X | p 2 q}, also z.B. {0} = spec(R).
Dazw: g€ X\{p} ©3f€R:q€Ds, p¢ Dy 3f€R:fep,fe¢qepda

Beachte: {0} ist genau dann abgeschlossen in der Zariski-Topologie auf spec(R), wenn R ein Korper ist.

BEMERKUNG 6.8 (— Aufgabe 36)
Auf der Menge der reellen Zahlen R wird durch

T:={UC(VNQ) | UV offen in Teyr.}

eine Topologie definiert, die feiner ist als Toyux;.. Damit ist (R, 7)) offensichtlich Hausdorffsch. Allerdings
ist (R, T) kein T3-Raum, denn die Menge R\Q ist abgeschlossen, 14sst sich aber nicht durch bzgl. T offene
Mengen von der 0 trennen.

Die Ts-Eigenschaft kann also (im Gegensatz zu Ty, T1,T5) bei Verfeinerung der Topologie verloren gehen.
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6.2 Normale und regulidre Riume

DEFINITION 6.9

Ein topologischer Raum X heiflt normal, wenn er (T7) und (7y) erfiillt.

Ein topologischer Raum X heift reguldr, wenn er (Th) und (T3) erfiillt.

BEMERKUNG 6.10

(1) Jeder normale Raum ist regulér.
(2) Jeder Unterraum eines reguliiren Raumes ist regulér.

SaTz 6.11

(1) Jeder kompakte Hausdorffraum ist normal.
(2) Jeder lokal kompakte Hausdorffraum ist regulér.

BEWEIS

(1) Seien X ein kompakter Hausdorffraum, A, B C X abgeschlossen mit A N B = (. Dann sind A, B
kompakt und mit Satz 5.12 folgt die Existenz offener Mengen U,V C X mit A C U, B C V und
UNV =0. Also gilt (Ty).

(2) Sei X lokal kompakt und Hausdorffsch. Dann hat jeder Punkt in X geméf (5.2) eine Umgebungsbasis
aus kompakten, insbesondere abgeschlossenen Umgebungen.

SATZ 6.12

Jeder metrisierbare Raum ist normal.

BEWEIS

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist (X, d) Hausdorffsch. Fiir jede abgeschlossene Teilmenge S C X
mit S # () ist
ds: X =R, dg(z):=inf{d(z,s)|seS}

stetig und dg'({0}) = S. Sind nun A, B abgeschlossen in X mit AN B = () und 0.B.d.A. weder A noch
B leer, so wihlen wir

U:={zreX|da(z)<dp(x)}, V:i={zxeX]|dp(z)<dalx)},

haben somit offene Mengen in X, da dg —d4 und dg — dp : X — R stetig, mit A C U, B C V und
unv =14.

LEMMA 6.13 (Lemma von Urysohn)
Seien X ein topologischer Raum, D C [0,1] mit 0 € D und D = [0, 1] sowie (Us)sep eine Familie

offener Teilmengen von X mit Uy # () und U, C U, fiir s,¢ € D mit s < t.

Dann ist
f:X—=10,1, f(z):=inf{l}U{seD|zecUs}

eine stetige Abbildung mit fjy, = 0 und fix\v =1 fiir U = | J{Us | s € D\{1}}.

BEWEIS

Nur die Stetigkeit ist zu zeigen. Fiir t € D ist f(U;) C [0,¢], denn bei ¢ < f(x) gibt es, da D dicht in
[0,1], ein s € D mit t < s < f(z) und dann ist = ¢ U, 2D Uy, also x ¢ Uy, damit Uy C f~1([0,]).

Stetigkeit von f in beliebigem z € X:

Fall 1: 0 < f(z) < 1. Fiir 5,8’ € D mit s < f(z) < ¢ hegt x in der offenen Menge Uy \U, C f~1((s,5')).
Da die Intervalle (s,s’) mit s,s" € S und s < f(x) < s’ eine Umgebungsbasis von f(x) in [ 1] bilden,
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deren Urbilder unter f Umgebungen von x in X sind, folgt die Stetigkeit in .

Fall 2: f(z) = 0. Fiir s € D\{0} ist f=1([0,s)) = iif eine offene Umgebung von x in X; da die [0, s)

mit s € D\{0} eine Umgebungsbasis von 0 in [0, 1] bilden, folgt die Stetigkeit von f in z.

Fall 3: f(x) = 1. Fiir s € D\{1} liegt = in der offenen Menge X\U: C f~1((s, 1]); da die Intervalle (s, 1]
mit s € D\{1} eine Umgebungsbasis von 1 in [0, 1] bildet, folgt hiermit auch die Stetigkeit von f in .

SaTz 6.14 (Erster Satz von Urysohn)
Sei X ein normaler Raum und seien A, B abgeschlossene Teilmengen von X mit AN B = (.

Dann gibt es eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit fj4 = 0 und fijp = 1.

BEWEIS

Fiir n € N sei D,, = {£#& | 0 < k < 2"}. Damnn ist D := |JD,, dicht in [0, 1]. Wir wollen eine Familie
(U1)1ep von offenen Teilmengen von X finden mit U; C Uy fiir [,I’ € D mit [ <1’ sowie A C Uy # 0 und
B C X\ Uii? U,. Ist dies gefunden, so liefert das Lemma von Urysohn eine stetige Funktion f : X — [0, 1]
mit den gewiinschten Eigenschaften.

Sei 0.B.d.A. A # (). Setze Uy := X\B, dann ist U; offen und da X normal ist, gibt es ein Uy offen in
X mit A C Uy C Uy C Uy. Rekursiv withlen wir nun zu n € N die Mengen U fiir [ € D,,1\D,,. Dabei
sind die U fiir [ € D,, bereits so gewdhlt, dass U; C Uy fiir [,1' € D mit | < !’. Fiir | € Dy41\D,, haben
wir [ = 255 mit 0 < k < 2" und haben dann zu ly == 525 = £ und [; := 28 = 28tL ¢ D schon
Uy, und U, definiert mit U;, € U,. Da X normal ist, kénnen wir U; so wihlen, dass Ul offen ist und
U,CU, C U; C Uy, ist. Damit sind dann U fiir alle | € D,,y; gewihlt mit U; C Uy fiir [,I’ € D, 41 mit

I < I'. Per Rekursion ergibt sich die Wahl von (U;);cp wie gewiinscht.

BEMERKUNG 6.15

Mit einem solchen f hat man mit U := f~1([0, 3)) und V := f~*((3,1]) sofort offene Mengen in X mit
UNV=0und ACU, BCV.

BEISPIEL 6.16
Seien (X, d) ein metrischer Raum, A, B C X abgeschlossen und nicht leer mit AN B = §.
Dann tut die Funktion

fX =101, f(z) ::Cm

das Gewilinschte.

LEMMA 6.17

Sei X ein normaler Raum, C' C X abgeschlossen, h : C' — R stetig und ¢ € R mit |h(z)| < c¢ fiir alle
x € C. Dann gibt es eine stetige Abbildung k£ : X — R mit

(1) |k(z)| < jc fiir alle z € X.

(2) |h(z) — k(z)| < Zc fiir alle z € C.

BEWEIS

Setze A := h™'([—c,—%c]), B = h7!([c,c]); diese sind abgeschlossen in C, also auch in X, da C
abgeschlossen in X. Weiter ist AN B = (. Nach dem ersten Satz von Urysohn gibt es eine stetige
Funktion g : X — [0,1] € R mit g4 = 0 und g;p = 1. Dann ist auch k : X = R, k(z) := 2c(g(z) — 3)

3 2
stetig und es gilt (1).
Es gilt auch (2), denn z € A =

h
Liegt x dagegen in B, dann h(z) €
z € X\(AU B), dann h(z) € (—3¢

) € [—c, éc}, g %c, also h(x) — k(z) € [—%c, 0].
., g(x) =1, k(z) = ¢ = h(z)—k(z) € [0, 2 —]. Falls schlieflich

1
?% ¢), also mit (1) h(z) — k(z) € (—%c, %c)

(
[
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SaTz 6.18 (Tietze)

Sei X ein normaler Raum, C' C X abgeschlossen, a,b € R. Jede stetige Funktion C' — [a, b] lasst sich
zu einer stetigen Funktion X — [a, b] fortsetzen.

BEWEIS

Wegen [a,b] = [—1,1] sei 0.B.d.A. a = —1,b=1. Sei f: C — [-1,1] stetig. Mit dem Lemma wéhlen wir
rekursiv stetige Funktionen ¢; : X — R, ¢ € N, so dass gelten:

(1) |gi(z)| < 5(3)"! fiir alle z € X und
(2) [f(z) - Z‘—1 gj(x)| < (*) fiir alle z € C.

Dazu wird im Schritt i das Lemma fiir h = f — 27 195 : C = Rmit ¢ = (2)"~! angewandt. Sei dann

X = R
A Z;ilgj(m)'

Wegen (1) konvergieren die Partialsummen (Zjvzl gj)Nen gleichméfig gegen g und mit den g; ist daher
auch die Grenzfunktion g stetig. Aus (2) folgt, dass gc = f.

SaTz 6.19 (Jones)

Ein separabler, normaler Raum enthélt keinen diskreten, abgeschlossenen Unterraum mit der Kardi-
nalitdt von R.

BEWEIS

Setze ¢ = |R|. Sei X ein normaler Raum mit einer abziihlbaren Teilmenge N, fiir die N = X ist.
Angenommen, U C X wire ein diskreter, abgeschlossener Unterraum mit |U| = c. Fiir A C U gibt es
eine stetige Funktion I4:X — [0,1] mit ]IA‘A =1, ]IA\U\A = 0, denn man erhilt so ein T4 mit dem
Satz von Tietze als Fortsetzung der charakterlstlschen Funktion T4 : U — {0,1} C [0,1], die wegen der
Diskretheit von U stetig ist.

Wir betrachten P(U) — [0,1]", A~ T4 y. Es gilt
1[0, 117 = {0, 1} = [{0, 1} = [{0,1}"] = <.

Weiter ist |P(U)] = |P(R)| > ¢ = [[0,1]"]. Somit ist die gegebene Abbildung nicht injektiv und damit
gibt es A1, Ao C U mit Ay # Az und Ty, |x = ]IA |v- Wegen N = X, folgt dann, dass ]IA1 = ]IA2 (vgl.
Aufgabe 37).

Also T4, = T4, als Abbildung U — {0,1}, also A; = Ay, Widerspruch.

BEISPIEL 6.20

Der Niemitzky-Raum ist nicht normal.

BEMERKUNG 6.21 (— Aufgabe 38)

Die Sorgenfrey-Gerade ist normal, die Sorgenfrey-Ebene hingegen nicht.
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6.3 Vollstindig regulire Raume

PROPOSITION 6.22

Sei X ein topologischer Raum und sei C die Menge der stetigen Funktionen X — [0, 1]. Dann sind
dquivalent:

(1) Zu jedem Punkt z € X und jeder abgeschlossenen Menge A C X mit = ¢ A gibt es ein f € C mit
f(x)=0und fl4 =1.

(2) Durch (f*([0,1))) fec ist eine Basis der Topologie auf X gegeben.
X heit vollstindig regulir, wenn X ein Hausdorffraum ist und (1), (2) erfiillt sind.

BEWEIS
Man stellt fest, dass f~1([0,1)) fiir f € C offen in X ist.

=: Seien x € X und V C X offen mit 2 € V gegeben. Dann A := X\V abgeschlossen in X mit = ¢ A.
Dies zeigt, dass die f~%([0,1)) mit f € C eine Basis der Topologie von X bilden.

<: Seien z € X und A C X abgeschlossen mit © ¢ A. Nach Voraussetzung (2) ist © € X\ A (offen), also
gibt es ein f € C mit z € f71([0,1)) € X\A. Dann ¢ = f(z) € [0,1) und fj4 = 1. Dann ist auch

g: X —[0,1], g(y) := max{0, %} stetig und es gilt g4 = 1, g(x) = 0.

PROPOSITION 6.23

(1) Jeder normale Raum ist vollstandig regulér.
(2) Jeder vollstandig reguldre Raum ist regulér.

BEWEIS
(1) Klar nach dem ersten Satz von Urysohn.

(2) Sei X vollstédndig regulér. Zu 2 € X und einer abgeschlossenen Teilmenge A C X mit z ¢ A gibt es
f X — [0,1] stetig mit f(z) = 0 und fj4 = 1. Dann sind U := f~([0,4)) und V := f~1((3,1])
offenin X, z €U, ACV und UNV = 0.

PROPOSITION 6.24

Jeder Unterraum eines vollstdndig reguléren Raumes ist vollstdndig regulér.

BEWEIS
Seien Y ein Unterraum von X, y € Y und B C Y abgeschlossen mit y ¢ B. Es gilt B = BNY (wobei B

Abschluss in X), somit y ¢ B. Da X vollstindig regulir, gibt es eine stetige Funktion f : X — [0, 1] mit
f(y) =0und f5 =1. Dannist fjy : Y — [0, 1] stetig mit fiy-(y) =0 undfy;, =1.

KOROLLAR 6.25

(1) Jeder Unterraum eines kompakten Hausdorffraums ist vollstindig regulér.
(2) Jeder lokal kompakte Hausdorffraum ist vollstdndig regulér (als Unterraum von o(X)).

BEMERKUNG 6.26

Nicht jeder regulidre Raum ist vollstdndig reguldr (Gegenbeispiel von E. van Douwen).

metrisierbar
\
normal (T1&Ty) == vollstdndig reguldr = regulir (T1&T3)
1) f 3
kompakt & T, = lokal kompakt & T5 Hausdorffsch (Tz) = T = Tp
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7 Produkte

7.1 Struktur von Produktraumen

WIEDERHOLUNG 7.1 (— Initialtopologien, (3.2))

(1) Das Produkt X := J] X, einer Familie von topologischen Raumen (X, )ae; wird als topologischer
Raum aufgefasst vermoége der Produkttopologie, d.h. der Initialtopologie zur Familie der Projektionen
(7704 X = Xa)a€I~

(2) Die Mengen [], Uy mit U, € X, offen fiir alle o € I und U, = X, fiir fast alle a € I bilden die
natiirliche Basis von X.

(3) Die Projektionen w, : X — X, sind stetig und offen.

(4) Ist Z ein topologischer Raum, so ist h: Z — X stetig & 7,0 h: Z — X, ist stetig fiir alle a € I.

PROPOSITION 7.2

Seien (X4)aer, (Ya)aer Familien nicht leerer topologischer Rdume zur Indexmenge I. Sei weiter
(fa : Xo = Y4 )aer eine Familie von Abbildungen. Dann gilt:

£ [l.Xe — IlaYa ist stetig < fo : Xo — Y, ist stetig fiir alle a € I.

(ra) = (falza))

BEWEIS
Seien X :=[], Xq und Y : =] Y,.

<: Seien f, : Xo — Y, stetig fiir alle o € I. Fiir eine Menge V :=[]_, V,, aus der natiirlichen Basis von
Y, ist f7H(V) =TI, fo'(Va) eine Menge aus der natiirlichen Basis von X. Also ist f stetig.

= Sei f stetig. Fiir beliebiges v € I wollen wir die Stetigkeit von f, : X, — Y/, zeigen. Seien 7 : X — X,
und p, : Y — Y, die jeweiligen Projektionen. Fiir V' C Y, offen ist f (V) =y (f ' (p5(V))) offen
in X, nach Wiederholung 7.1.

PROPOSITION 7.3
Sei (X4 )acr eine Familie topologischer Rdume und zu jedem « € I sei U, ein Unterraum von X,.

Dann ist die Produkttopologie auf U := 1., U identisch mit der Spurtopologie von U als Teilmenge
von X =[], Xq und es gilt U =[], U, in X.

Insbesondere ist U genau dann abgeschlossen in X, wenn U, abgeschlossen ist fiir alle o € I.

BEWEIS

Sei B die natiirliche Basis von X. Dann ist {V NU | V € B} eine Basis der Spurtopologie auf U.
Andererseits ist dies gerade die natiirliche Basis von U als Produkt der U,, denn fiir V e B, V =[], V&
ist VNU=[[,(Va NUa).

Fiir a € I ist 7, (U,) abgeschlossen in X und U C 7;1(U,,), also sogar U C 7;1(U,). Somit gilt:

UC (7' Ua)=]] U
a€el

acl

Seinunz €[], U zu zeigen ist, dass x € U. Sei V C X offenmit 2 € V,0.B.d.A. V € B,dh. V = [1, Va
mit V,, C X, offen fiir alle « € I undV,, = X, fiir fast alle a € I. Fiir € I ist dann z, = 7, (2) € VoNU,,
also Vo, NU, # 0, somit ist auch VN U =[], Va NU, # 0 (mit dem Auswahlaxiom). Also z € U und
damit ist U =[], Ua.

Insbesondere ist U = U < U, = U, fiir alle a € I.
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PROPOSITION 7.4
Sei (X4 )acr eine Familie topologischer Réume. Dann gilt:
(1) Ist o : I — I bijektiv, so ist

Ha Xa — Ha Xa((x)
(xa)ael = (xa'(oz))ael

ein Homéomorphismus.
(2) Ist I =, I, eine disjunkte Vereinigung, so ist

Hocr Xa = IlierIlaer, X
(Ta)acr ((xa)aefi)ieI

ein Hom6omorphismus.

BEWEIS
In beiden Féllen hat man offenbar eine Bijektion gegeben.

(1) Die Abbildung liefert unmittelbar eine Bijektion zwischen den natiirlichen Basen der Produkttopolo-
gien und ist daher ein Homdomorphismus.

(2) Die Abbildung ist stetig nach Prop. 3.25 und die Elemente der natiirlichen Basis von [] X, werden
auf offene Mengen abgebildet, d.h. die Abbildung ist auch offen und damit ein Homéomorphismus.

Details: — Schubert, S. 34 f.

PROPOSITION 7.5

Seien (X, )acr eine Familie nicht leerer, topologischer Rdume, X = [[X,, ¢ = (Za)acr € X und
T : X — X, die Projektion auf X, fiir a € I. Sei weiter F ein Filter auf X. Dann gilt:

F konvergiert gegen x < Vo € I : der Bildfilter 7, (F) konvergiert gegen x,,.

BEWEIS

=: F = 2= 7q(F) = mo(x) = x4 fiir jedes « € I, da 7, stetig ist fiir alle a € I.

<: Gelte Va € I : mo(F) — x4 Zu zeigen ist, dass dann F — z, d.h. U, C F. Sei V eine Umgebung von
2z in X. Dann z € U C V fiir ein U aus der natiirlichen Basis von X, d.h. U = [[U, mit U, C X,
offen fiir alle o € I. Weiter ist J := {a € I | U, # X4} endlich, also U = {r;'(Uys) | @ € J}.
Fir o € I ist U, eine offene Umgebung von z,; wegen 7o (F) — x4 ist also U, € mo(F), d.h.
7, (U,) € F. Da J endlich ist, ist also auch U = ({7, (U,) | @ € J} € F und wegen U C V dann
auch V € F. Dies zeigt U, C F, also F — .
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7.2 Trennung in Produkten

PROPOSITION 7.6

Sei (Xq)a eine Familie nicht leerer topologischer Rdume und X = [, X,. Fiir ¢ € {0,1,2} ist X
genau dann ein T;-Raum, wenn fiir jedes a € I der Raum X,, ein T;-Raum ist.

BEWEIS

<: Seien ¢ € {0,1,2} und = = (2;)icr, ¥ = (¥i)ier € X mit x # y. Es gibt also ein v € I mit z, # y,.
Da X, ein T;-Raum ist, gibt es offene Mengen U, V, C X, mit z, € U,, y, € V, und

(1=0)=zy ¢V, oder z, ¢ Uy;

(t=1)=zy¢V,und z, ¢ Uy;

(i=2)=U,NV,=0.

Schreibe U :=[[, Uy und V :=[[_ V,. Wihle U =[], Ua, V =[], Vo, wobei U, = V,, = X, gew.
wird fiir alle a € I\{~v}. Dann gehéren U,V zur natiirlichen Basis von X, sind also offen in X, und
damit ist auch X ein T;-Raum:

(i=0)=2x¢V oder x ¢ U,
(i=1)=2x¢Vund z ¢ U,
(i=2)=UNnV=40.

=: Seien v € I, z,,yy € Xy mit z, # y,. Wahle (2q4)acr € [[, Xa, dazu dann z, = y, = 2z, fiir
alle a € I\{7}. Dann = = (24)acr,¥ = Wa)acr € X und z # y. Da X ein T;-Raum ist, gibt es
offene Mengen U,V C X, die als Mengen in der natiirlichen Basis von X gew#hlt werden kénnen mit
zeU, yeV und
(i=0)=y¢Uoderz¢V;
(i=1)=y¢Uund z ¢V,
(i=2)=UNnV=40.
Schreibe U := [[, Uy und V := [], Va. Da 24 = y, fiir a € I\{y}, folgt wegen z, € U,, y, € V,
auch
(t=0)=yy ¢ U, oder z, ¢ V,;
(t=1)=yy, ¢ Uyund z, ¢ V;
(i=2)=U,NV, =0.

Fall ¢ = 3: vgl. Aufgabe 39.

BEMERKUNG 7.7 (— Aufgabe 19)

Ein topologischer Raum X ist Hausdorffsch < A := {(z,z) | z € X} ist in X x X abgeschlossen.

KOROLLAR 7.8

Seien f,g : X — Y stetige Abbildungen zwischen topologischen Réumen. Ist Y Hausdorffsch, so ist
{r e X | f(z) = g(x)} abgeschlossen in X.

BEWEIS

(f,9): X =Y xY ist stetig und Ay :

={(y,y) | y € Y} ist abgeschlossen in Y x Y, da Y Hausdorffsch.
Somit ist {z € X | f(x) = g(z)} = (f,9)~!

(Ay) abgeschlossen in X.

BEMERKUNG 7.9 (— Aufgabe 40)

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen X, Y. Wir betrachten den Graphen
Gy :={(z, f(z)) | x € X} als Unterraum von X x Y. Es gelten:

(1) Die Abbildung g : X — Gy, g(z) := (z, f(z)) ist ein Homéomorphismus.
(2) Ist Y Hausdorffsch, so ist Gy abgeschlossen in X x Y.
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7.3 Die Satze von Tychonoff

SaTz 7.10 (Erster Satz von Tychonoff)

Sei (X4 )acr eine Familie nicht leerer, topologischer Rdume. Genau dann ist X = [[ X, kompakt,
wenn X, kompakt ist fiir jedes o € I.

BEWEIS
=: X kompakt = X, = 7,(X) ist kompakt, da 7, stetig, fiir « € I beliebig.

<: Wir zeigen, dass jeder Ultrafilter F auf X konvergiert. Fiir « € I ist 7, (F) ein Ultrafilter auf dem
kompakten Raum X, konvergiert also gegen ein z, € X,. Mit dem Auswahlaxiom wihlen wir dann
= (q)aer € X mit m,(F) = x4 fiir alle « € I. Nach Prop. 7.6 folgt dann F — z.

KoroLLAR 7.11

Ist (Xo)acr eine Familie kompakter Hausdorffraume, so ist auch X = [] X, kompakter Hausdorffraum.

NoTATION 7.12

(1) Fiir einen topologischen Raum X schreiben wir Cx fiir die Menge der stetigen Abbildungen X — [0, 1].
(2) Fiir f € C sei Wy := f71([0,1)).

(3) Fiir A C Cx sei pa: X — [0,1]4, 2 (f(2))rea.

(4) Fiir g € A C Cx sei my : [0,1]4 — [0,1] die zugehérige Projektion.

(5) Insbesondere my 0 w4 =g: X — [0, 1].

PROPOSITION 7.13
Sei X ein topologischer Raum und A C Cx. Dann ist ¢4 : X — [0,1]4 stetig.
Ist X Hausdorffsch und {W; | f € A} eine Basis von X, so ist ¢4 eine Einbettung.

BEWEIS

Nach Konstruktion ist ¢ 4 stetig, denn fiir f € Aist mf 0 pa = f stetig.

Sei nun X Hausdorffsch und {Wy | f € A} eine Basis von X. Fiir a,b € X mit a # b ist X\{b} eine
Umgebung von a, somit gibt es ein f € A mit a € Wy C X\{b}, also f(b) = 1 # f(a). Daher ist pa
injektiv.

Es reicht, noch zu zeigen, dass ¢4 : X — @a(X) offen ist. Sei dazu f € A. Es ist my o pa = f,
somit w¢(pa(Wy)) = f(Wy) C [0,1), also ist pa(Wy) = pa(X) N Wj?l([O,l)). Dazu: C ist klar, zu D
sel pa(x) € 7r;1([0,1)); dann f(z) = mf(pa(z)) € [0,1) und somit z € Wy, d.h. pa(z) € pa(Wy).
Insbesondere ist dann 4 (W) offen in p4(X) und da {Wy | f € A} eine Basis von X ist, folgt auch,
dass @4 : X — @a(X) offen ist.

SATz 7.14 (Zweiter Satz von Tychonofl)
Fiir einen topologischen Raum X sind &quivalent:

(1) X ist vollstdndig regulér (d.h. {W; | f € Cx} ist eine Basis von X).
(2) X ldsst sich in einen kompakten Hausdorflraum einbetten.
(3) ey : X — [0,1]¢% ist eine Einbettung.

BEMERKUNG 7.15 (— Aufgabe 41)

Sei (X4 )acr eine Familie nicht leerer Hausdorflrdume mit [] X, lokal kompakt. Dann sind alle X, lokal
kompakt und fast alle X, kompakt.
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7.4 Die Stone-Cech-Kompaktifizierzng

NOTATION 7.16
Seien X ein topologischer Raum und ¢c, : X — [0, 1]%, 2+ (f(2))zecy (Stetig).

Wir schreiben B(X) fiir den Abschluss von ¢¢, (X) in [0,1]X und px : X — B(X) fiir die durch ¢,
definierte Abbildung.

PROPOSITION 7.17

Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:

(1) B(X) ist ein kompakter Hausdorffraum.

(2) px : X — B(X) ist stetig und px (X) liegt dicht in 5(X).

(3) ¢x ist eine Einbettung < X ist vollstdndig regulér.

(4) ¢x ist ein Hombomorphismus < X ist ein kompakter Hausdorffraum.

BEWEIS

(1) B(X) ist abgeschlossener Unterraum von [0, 1]°%. Dieser Raum ist Hausdorffsch und nach dem ersten
Satz von Tychonoff kompakt.

(2) px ist stetig, da @c, stetig, und px(X) = B(X) nach Definition.
(3) Dies besagt der zweite Satz von Tychonoff.
(4) =: Ist ¢ x ein Homdomorphismus, dann ist mit 3(X) auch X = ¢p~1(5(X)) kompakt.

«: Ist X kompakt und Hausdorffsch, dann ist X vollstdndig regulér und ¢ x (X) kompakt, insbeson-
dere abgeschlossen in 3(X). Nach (3) ist ¢x : X — B(X) eine Einbettung. Also ist ¢x ist ein
Homd&omorphismus.

SATZ 7.18

Sei X ein topologischer Raum und f : X — Z eine stetige Abbildung in einen kompakten Haus-
dorffraum Z. Dann gibt es genau eine stetige Abbildung f : 5(X) — Z mit f = fo¢x.

BEWEIS

(1) Eindeutigkeit: Sind g, h : B(X) — Z stetig mit gopx = hopx, 50 gilt gj, (x) = Njex(x)- Da px(X)
in B(X) dicht liegt, folgt g = h.
[0,1]x

Pcx Tf

N
X% p(x) L400,1)

(2) Existenz: Wir betrachten erst den Spezialfall Z = [0, 1]. Wegen [ € Cx liefert

U R
I (ma)aecx = Ty

durch Einschrinkung auf 3(X) eine stetige Abbildung f = ms5x) : 8(X) — [0,1], fiir die gilt

fopx =mpopc, = f.

Allgemein: Wir betrachten Z als Unterraum von [0, 1]4 fiir eine gew. Menge A (dies ist mdglich nach
dem zweiten Satz von Tychenoff). Fiir a € A gibt es nach dem Spezialfall eine stetige Abbildung
fa:B(X)—1[0,1] mit f,0px =mg0(tz0f)=mgzo0 [, tz Inklusionsabbildung. Dann ist

1]

s BX) — 114
— ))aGA

. 0
it ;

(?a x

stetig mit fo<pX =1zo0 f.
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Setze Y := ¢x (X), dann f(X) = f(Y),somit f(Y) C f(Y) = f(X) C Zin [0,1]*, da Z abgeschlossen
in [0, 1]4 ist.

Z 200,114 =2 [0,1]

Wegen Y = B(X), ist die Einschrinkung des Bildes von f auf Z moglich und liefert eine stetige
Abbildung f: (X)) = Zmit tzo f = f,alsotzo fopx =tz0 f,also fopx = f.

8(x) L [0,1)4
ex T Tz
x L, z

DEFINITION 7.19

Fiir einen vollstindig reguldren Raum X heifit 5(X) die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X.

BEMERKUNG 7.20 (— Aufgabe 42)

Fiir einen diskreten topologischen Raum X lassen sich die Elemente von 3(X) mit den Ultrafiltern auf
X identifizieren:

Fiir eine Menge X bezeichnen wir mit X die Menge der Ultrafilter auf X. Zu einer Teilmenge U von X sei
U die Menge derjenigen Ultrafilter auf X, die U als Element enthalten. Wir betrachten X als Teilmenge
von X, indem wir die Elemente von # € X mit dem in z zentrierten Hauptultrafilter {UCX |zeU}
identifizieren.

Sei nun (X, T) ein topologischer Raum. Dann gelten:

(1) Die Mengen U mit U € T bilden die Basis einer Topologie auf X.

(2) X ist kompakt und X ist homoéomorph zu einem Unterraum von X , der dicht in X liegt.

Sei nun (X, T) diskret, dann ist X ein Hausdorffraum und jede stetige iAblzildung f: X =Y in einen
kompakten Hausdorffraum besitzt eine eindeutige (stetige) Fortsetzung f: X — Y.

Aus den Eigenschaften der Réume X und f (X) ergibt sich, dass sich die Abbildung ¢x : X — B(X)
zu einer stetigen Abbildung X — B(X) fortsetzen ldsst. Ebenso lasst sich die Einbettung X — X zu
einer stetigen Abbildung 5(X) — X fortsetzen. Durch Verkettung dieser beiden Fortsetzungen erhéalt
man stetige Funktionen 8(X) — B(X) bzw. X — X und da nur die Identitiit diese Eigenschaft haben
kann, sind folglich die Abbildungen X — 3(X) und 8(X) — X zueinander inverse Homéomorphismen.
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7.5 Abzahlbare Produkte

BEMERKUNG 7.21 (— Aufgabe 43)
Seien (X, )qer eine Familie nicht leerer, topologischer Riume und X := [[ X,,. Dann gilt:
Genau dann ist X ein (Al)-Raum, wenn alle X, (Al)-Réume sind und {a € I | | X, | > 1} abzéhlbar ist.

FOLGERUNG 7.22

Sei I tiberabzihlbar und X = [[ X, Produkt topologischer Rdume X, mit o € I und |X,| > 2. Dann
ist X nicht metrisierbar.

Insbesondere ist {0, 1}® nicht metrisierbar.

BEMERKUNG 7.23 (— Aufgabe 44)

Seien X ein metrisierbarer topologischer Raum und « > 0. Dann wird die Topologie von X durch eine
Metrik § : X x X — R gegeben, fiir die §(z,y) < « fiir alle z,y € X gilt.

SATZ 7.24

Jedes abzahlbare Produkt metrisierbarer Rdume ist metrisierbar.

BEWEIS

Sei (X4 )aecr abzihlbare Familie topologischer Raume, 0.B.d.A. I = N. Im Fall I endlich wird das Produkt
durch einpunktige topologische Raume verldngert. Weiter sei X = [[ X,,. Seid,, : X;, x X;, > Rfiirn € N
eine Metrik mit d,, (z,y) < 27" fiir alle z,y € X,,. Setze zu = (2 )neny und ¥ := (Yn)nen

d- XxX —= R
. (l',y) = ZnENdn(xnvyn).

Dann ist d eine Metrik auf X.
Sei T, die Produkttopologie und 75 die von d induzierte Topologie auf X. Wir zeigen noch: T3 = 7.

(1) Zu e > 0 ist BY () C ﬂgl(Bgd")(:cn)) fiir jedes z € X (wobei x,, = 7,(x)). Dann ist m, : X — X,
stetig fiir alle n € N. Also ist 7, C 7g.

(2) Seien € > 0 und = € X gegeben. Wahle N € N derart, dass Zzzg 27" < §. Weiter sei U := [[U,,

wobei U,, = Bgd")(xn) mit § := 5rgy fiir alle n < N und Uy, := X,, fiir alle n. > N.

Dann ist U € 7, und es gilt z € U C B () , denn fiir y = (Yn)nen ist
-n €€ _
d(x,y)—Zdn(xn,yn)— Z = Z dn(Tn,yn)) <I+27" < 5t =¢
neN n<N n>N

Also 74 C 7.
Wir erhalten also insgesamt Ty = 7.

LEMMA 7.25
Sei X ein topologischer Raum mit einer abzéhlbaren Basis. Dann gelten:

(1) Jede offene Uberdeckung von X enthilt eine abziihlbare Uberdeckung.
(2) Jede Basis von X enthélt eine abzéhlbare Basis.

BEWEIsS
Sei (U, )nen eine Basis von X.

(1) Sei (Via)aer eine offene Uberdeckung von X. Sei N := {n € N | U,, C V, fiir ein o € I}. Zun € N
wihlen wir a(n) € I mit U,, C V(). Dann ist I’ := (V) eine abzéhlbare Teilmenge von I und fiir
z € X gibt es a € I mit x € V,, und dazu ein n € N mit x € U, C V,.
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Dann ist n € N und o € U, C V(). Somit ist X = (J{Vo | a € I’} und damit ist (Vo )acr eine
abzihlbare Uberdeckung von X und in (V,,)aes enthalten.

(2) Sei V eine Basis von X. Fiir n € Nsei V,, :={V € V | V CU,}. Dann ist U,, = | Vy, also V, offene
Uberdeckung. Da (U; N U, );en eine abzihlbare Basis von U, bilden, gibt es nach (1) ein abziihlbares
Teilsystem V), C V,, mit U, = JV,,. Dann ist V' := [J{V), | n € N} ein abzdhlbares Teilsystem von
V und eine Basis von X.

PROPOSITION 7.26

Sei X vollstéindig regulér mit abzihlbarer Basis. Dann kann X in [0, 1] eingebettet werden.

BEWEIS

Sei X vollstéindig reguléir. Dann ist {W; | f € Cx} eine Basis von X, wobei W, := f~1([0,1)) fiir f € Cx,
d.h. f: X — [0,1] stetig. Nach Lemma 7.27 gibt es eine abzihlbare Teilmenge A C Cx derart, dass
{W; | f € A} eine Basis von X ist. Dann ist p4 : X — [0,1]4 eine Einbettung. Ist |A| = |N|, so ist
[0,1]4 = [0,1]N. Gilt dagen |A| < oo, so ist X ein endlicher, diskreter Raum und ldsst sich somit auch in
[0, 1] einbetten.

SATZ 7.27 (Zweiter Satz von Urysohn)

Sei X ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis. Dann sind dquivalent:
(1) X ist metrisierbar.

2)
(3) X ist vollstandig regulér.

(4) X kann in [0, 1] eingebettet werden.

X ist normal.

FOLGERUNG 7.28

Jeder lokal kompakte Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis ist metrisierbar, insbesondere normal.

BEMERKUNG 7.29

Der Raum X := {0,1}® ist ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist ¥ = X\{0} ein lokal kompakter
Hausdorffraum. Aber Y ist nicht normal.
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8 Zusammenhang

8.1 Zusammenhingende Mengen

PRroOPOSITION 8.1

Fiir einen topologischen Raum X sind &quivalent:

(1) Es gibt auker ) und X keine Teilmengen von X, die offen und abgeschlossen sind.
@)

(3) Es gibt keine stetige, surjektive Abbildung X — {0,1} in den diskreten Raum {0, 1}.
4)

(

X heikt zusammenhingend, wenn er diese Aquivalenzen erfiillt.

X lasst sich nicht als disjunkte Vereinigung zweier echter offener Teilmengen darstellen.

Jede stetige Abbildung X — Y in einen diskreten Raum Y ist konstant.

BEWEIs
(1)<(2): Klar durch Komplementbildung.

(1)=(4): Sei f: X =Y stetig, Y diskret. Wir wéhlen zg € X, dazu yo := f(z0). Da Y diskret und f
stetig, ist f~1({yo}) offen und abgeschlossen in X mit xg € f~1({yo}), also nicht leer. Nach Voraussetzung
ist also X = f~1({yo}), somit f(x) = yo fiir alle x € X. Also ist f konstant.

(4)=(3): Klar.
(3)=(2): Wiire X = UUV mit U,V offen und nicht leer, so wiire Ty stetig und surjektiv.

DEFINITION 8.2

Eine Teilmenge U C X heifst zusammenhdngend, wenn U in der Spurtopologie von X ein zusammen-
héngender topologischer Raum ist.

BEISPIEL 8.3
Eine Teilmenge U C R ist genau dann zusammenhingend, wenn U ein Intervall ist:

(1) Sei zunédchst U C R kein Intervall, d.h. es gibt a,b,c € X mit a,¢c € U und b ¢ U. Dann sind
A= (—00,b) NU und B := (b,00) N U offen, nicht leer und disjunkt mit U = AU B.

(2) Sei nun U ein Intervall. Angenommen, es gibe A, B C U offen, nicht leer und disjunkt mit U = AUB.
Seia € Abeliebig, dann {z € U |a <z} C A, denn gébeeseinb € Bmit s :=sup{x € A|a <z} < b,
dann s ¢ A, da A offen, und s ¢ B, da auch B offen. Analogist {zx € U | z < a} C A, also A=U
und damit B = (), Widerspruch.

PROPOSITION 8.4

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen. Ist U C X zusammenhéngend,
so auch f(U)in Y.

BEWEIs
Ist f(U) = O1 U Oy mit Oq, 05 offen in Y, nicht leer und disjunkt, dann ist auch

U=f(f0)NU=(f1(01)nU)U(f~1(02)NT)

nicht triviale, disjunkte Vereinigung von in U offenen Mengen.

BEISPIEL 8.5

(1) Der Einheitskreis S! := {(x,y) | 22+y? = 1} ist zusammenhingend, denn R — S, ¢ +— (cos(t), sin(t))
ist stetig und surjektiv und R ist zusammenhéngend.

(2) Sind f : X — Y stetig und X zusammenhéngend, so ist auch der Unterraum I'y = {(z, f(z)) |z € X'}
in X xY zusammenhéngend, denn I'y ist das Bild der stetigen Abbildung X — X xY, z — (z, f(x)).
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SATZ 8.6
Seien X topologischer Raum und A, B C X mit A C B C A. Ist A zusammenhingend, dann auch B.

BEWEIS

Sei U C B offen und abgeschlossen in B und nicht leer. Dann ist U N A offen und abgeschlossen in A und
wegen U 7&7@ auch A # (Z).jNeil U abgeschlossen in B ist und U C A, gilt A ¢ U, denn wiire A C U, dann
ACU=A=U=U=UnNB =B, Widerspruch. Also ANU # A = B zusammenhéngend.

PROPOSITION 8.7

Sei (Ay)acr eine Familie zusammenhéngender Teilmengen des topologischen Raumes X.

Ist ﬂ Aq # 0, soist U A, zusammenhingend.
acl acl

BEWEIS

Seien f:J, Aa = Y eine stetige Abbildung in einen diskreten topologischen Raum Y. und zy € () Aq.
Fiir o € I ist A, zusammenhéngend, somit fi4, : A, — Y konstant, also f|4, (z) = f(wo) fiir alle » € X
und alle o € I. Somit ist f(z) = f(xo) fir alle z € | Aq, also f:|JAs — Y konstant.

KOROLLAR 8.8

Jeder Punkt eines topologischen Raumes ist in genau einer maximalen zusammenhéngenden Teilmenge
des Raumes enthalten.

BEWEIS

Zu z € X ist | J{U C X | U zusammenhéngend und = € U} die maximale zusammenhéngende Menge in
X, die x enthalt.

DEFINITION 8.9

Die maximalen zusammenhéngenden Teilmengen eines topologischen Raumes X heiflen die Zusam-
menhangskomponenten von X.

Fiir a € X wird mit Zx(a) die Zusammenhangskomponente von X, in der a liegt, bezeichnet und die
Zusammenhangskomponente von a in X genannt.

BEMERKUNG 8.10
(1) Zx(a) = U{U € X | U zusammenhéngend und a € U} und a € Zx(a).

(2) Da mit Zx(a) auch Zx(a) zusammenhingend ist, folgt Zx (a) abgeschlossen.

(3) Fiir a,b € X gilt entweder Zx (a) = Zx(b) oder Zx (a)NZx(b) = (). Die Zusammenhangskomponenten
von X bilden also eine disjunkte Zerlegung von X.

(4) Hat X nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, so sind diese auch offen. Seien ndmlich
Z4,..., 2, die endlich vielen Zusammenhangskomponenten von X, so ist Z; = X\(IU{Z; | j # i})
offen in X als Komplement einer abgeschlossenen Menge.

(5) Ist jede Zusammenhangskomponente von X offen, dann ist U C X offen in X <& U N Z ist of-
fen in Z fiir jede Zusammenhangskomponente Z von X, d.h. X ist die topologische Summe seiner
Zusammenhangskomponenten.

(6) Ist umgekehrt X homoéomorph zu einer topologischen Summe zusammenhéngender Riume, so sind
die Zusammenhangskomponenten von X alle offen.
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SaTz 8.11

Sei (X4 )aer eine Familie nicht leerer topologischer Réume. Genau dann ist X = [[ X, zusammen-
héngend, wenn X, zusammenhéngend fiir alle o € I ist.

BEWEIS

Ist X zusammenhéngend, dann auch alle X, = 7, (X) als Bilder einer zusammenhéngender Menge unter
stetigen Abbildungen.

Seien nun X, zusammenhingend fiir alle a € I und Z eine Zusammenhangskomponente von X. Wir
wollen Z = X zeigen. Seien dazu z € Z und x € X gegeben. Gibt es ein ag € I derart, dass 7, (z) = m4(2)
fir @« € I\N{ao}, so folgt © € Z. Andernfalls gébe es ein f : X — {0,1} stetig mit f(z) = 0 und
f(z) = 1. Da die Einbettung j : Xo, = X, j(u) := (Ua)acs mit 24, = v und z, = 7,4 (2) stetig ist mit
x,z € j(Xq), ist foj: X4, — {0,1} stetig im Widerspruch zu X, zusammenhéngend. Per Induktion
folgt: Ist {a € I | mo () # ma(2)} endlich, so ist z € Z.

Sei nun U = [[ U, aus der natiirlichen Basis von X, also mit X, # U, fiir nur endlich viele & € T und
U, offen in X,. Dann ist J = {a € I | mo(2) ¢ Uy} endlich. Wir wihlen 2/ € U mit m,(2) = ma(2')
fir « € I\J. Damit ist gezeigt, dass Z dicht in X liegt. Da Z = Z, folgt Z = X und damit ist X
zusammenhéingend.

DEFINITION 8.12

Ein topologischer Raum X heilt total unzusammenhdingend, wenn Zx (A) = {a} ist fiir jedes a € X.

BEMERKUNG 8.13

Insbesondere ist X dann ein 71-Raum: Fiir alle a € X ist {a} = Zx(a) abgeschlossen.

BEISPIEL 8.14
(1) Jeder diskrete Raum ist total unzusammenhéngend.

(2) Die Menge der rationalen Zahlen in der Spurtopologie von (R, Teyk:.) ist total unzusammenhéngend,
denn zu a,b € Q mit a < b gibt es r € R\Q mit ¢ < r < b und dann ldsst sich Q zerlegen in
Q= (QN(=00,m))U(QN (r,00)). Mit a € QN (—o0,7) und b € QN (r,c0) gibt es zwei Elemente in
@ in verschiedenen Zusammmenhangskomponenten von Q.

SATz 8.15

Jeder vollstandig reguldre Raum X mit | X| < |R| ist total unzusammenhéngend.

BEWEIS

Seien X vollstandig reguldr und a,b € X verschieden gegeben mit Zx(a) = Zx(b). Dann gibt es nach
Vor. eine stetige Abbildung f : X — [0,1] mit f(a) = 0 und f(b) = 1. Da f(Zx(a)) zusammenhingend
ist, folgt f(X) = [0,1], also f surjektiv. Dann | X| > |[0, 1]| = |R].
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8.2 Wege

DEFINITION 8.16

Sei X ein topologischer Raum und seien a,b € X. Ein Wegin X von a nach b ist eine stetige Abbildung
7:[0,1] = X mit 7(0) = a und 7(1) = b.

Zwei Elemente a,b € X heifien in X durch einen Weg verbunden (wir schreiben dafiir a ~ b), wenn es
in X einen Weg von a nach b gibt. Wir nennen ~ dann die Wegrelation auf X.

Zu x € X heift die Aquivalenzklasse Wx (z) := {y € X | x ~ y} als die Wegkomponente von z in X.

BEISPIEL 8.17

Jede konvexe Teilmenge T eines normierten R-Vektorraums ist wegzusammenhingend. Wegen der Kon-
vexitét ist namlich zu a,b € T durch 7: [0,1] = T, 7(t) := ta + (1 — t)b ein Weg von a nach b gegeben.

PROPOSITION 8.18

Sei X ein topologischer Raum. Dann ist die Wegrelation eine Aquivalenzrelation auf X.

BEWEIs
(a) Fir a € X gilt a ~ a, denn mit 7: [0,1] — X, ¢ — @ hat man einen Weg von a nach a.

(b) Fiir a,b € X mit a ~ b gibt es einen Weg 7 : [0,1] — X von a nach b. Dann ist 7/ : [0,1] — X mit
t— 7(1 —t) ein Weg von b nach a. 7/ ist stetig als Verkettung stetiger Abbildungen, also b ~ a.

(¢) Es bleibt noch die Transitivitit von ~ zu zeigen. Seien dazu a,b,c € X gegeben mit a ~ b und b ~ c.
Es gibt einen Weg p : [0,1] — X mit p(0) = a und p(1) = b sowie einen Weg o : [0,1] — X mit
0(0) = b und o(1) = ¢. Dann ist

0,1] — X
T p(2t) 0<t<i
b= {a(2t—1) l<t<l

ein Weg von a nach ¢, womit wie gewlinscht a ~ ¢ folgt. Tatséchlich ist 7(0) = a und 7(1) = ¢
Aufierdem ist 7 stetig, da die Einschrdnkungen von 7 auf die abgeschlossenen Intervalle [0, %} und
[1,1] jeweils stetig sind.

PROPOSITION 8.19

Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Fiir a,b € X mit a ~ b in
X folgt auch f(a) ~ f(b) inY.

Insbesondere ist fiir U C X wegzusammenhéngend auch das Bild f(U) wegzusammenhéngend.

BEWEIS
Ist 7:[0,1] = X ein Weg von a nach b, so ist (f o7):[0,1] = Y ein Weg von f(a) nach f(b).

SATZ 8.20

Jeder wegzusammenhéngende Raum ist zusammenhéngend.

BEWEIS

Sei X ein wegzusammenhéngender, topologischer Raum. Wir betrachten eine beliebige, stetige Abbildung
f:X —{0,1}. 0.B.d.A. X # (), dann wihlen wir einen Punkt z¢ € X. Fiir z € X gibt es einen Weg
7 :[0,1] = X von zg nach z. Dann ist (f o 7) : [0,1] — {0,1} stetig und damit konstant, da [0, 1] zu-
sammenhéngend. Also gilt f(x) = (fo7)(1) = (fo7)(0) = f(xo). Also ist f konstant. Damit ist gezeigt,
dass X zusammenhédngend ist.
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KoOROLLAR 8.21

Jede Wegkomponente eines topologischen Raumes X liegt in genau einer Zusammenhangskomponete.

BEMERKUNG 8.22 (— Aufgabe 45)

Also ist die Zerlegung eines Raumes in seine Wegkomponenten eine Verfeinerung seiner Zerlegung in
Zusammenhangskomponenten.

Nicht jede zusammenhiingende Menge ist wegzusammenhingend: {(z,y) € R? |0 <z <1, y = sin(Z)}

ist wegzusammenhingend, also auch zusammenhingend. Mit X := X, U {(0,0)} gilt nun X, C X C X,
d.h. X ist zusammenhéngend. Man sieht jedoch leicht, dass X nicht wegzusammenhéngend ist.

SATZ 8.23

Sei (Xa)acr eine Familie nicht leerer, topologischer Raume. Das Produkt [], X, ist genau dann
wegzusammenhéngend, wenn jeder der Rdume X, wegzusammenhéngend ist.

BEWEIS
Sei X =[], Xo. Fir o € I sei m, : X — X, jeweils die kanonische Projektion. Mit X ist also auch
Xo = ma(X) wegzusammenhingend fir jedes o € 1.

Sei umgekehrt X, wegzusammenhéingend fiir jedes o € I. Seien z,y € X gegeben. Fiir jedes o € T
gibt es nach Vor. einen Weg 7, : [0,1] — X, von 7 (X) nach 7,(Y). Dann ist die Produktabbildung
7:00,1] = X, 7(t) := (7a(t))acr ein Weg von x nach y in X.

LEMMA 8.24

Sei X ein topologischer Raum. Genau dann hat jeder Punkt von X eine zusammenhéngende (bzw.
wegzusammenhingende) Umgebung in X, wenn jede Zusammenhangskomponente (bzw. Wegkompo-
nente) offen ist.

BEWEIS

Offenkundig ist die Bedingung hinreichend. Sei nun 7 eine Zusammenhangskomponente (bzw. Wegkom-
ponente) von X. Hat der Punkt z € T eine Umgebung U in X, die zusammenhéngend (bzw. wegzusam-
menhéngend) ist, so folgt mit z € U C Z, dass z ein innerer Punkt von T ist. Gilt dies nun fiir alle z € T,
dann ist T offen in X.

SATZ 8.25

Sei X ein topologischer Raum, in dem jeder Punkt eine wegzusammenhidngende Umgebung besitzt.
Dann stimmen die Zusammenhangskomponenten von X mit den Wegzusammenhangskomponenten
iiberein und sind offen.

BEWEIS

Nach dem Lemma ist jede Wegkomponente von X offen. Jede Zusammenhangskomponente von X ist
disjunkte Vereinigung der in ihr enthaltenen Wegkomponenten in X. Da eine zusammenhéngende Menge
jedoch nicht disjunkte Vereinigung mehrerer nicht leerer, offener Mengen sein kann, ist damit jede Zu-
sammenhangskomponente bereits eine Wegkomponente.

KOROLLAR 8.26

Ein topologischer Raum ist genau dann wegzusammenhéngend, wenn er zusammenhéngend ist und
jeder Punkt von X eine wegzusammenhéngende Umgebung besitzt.
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8.3 Lokaler Zusammenhang

DEFINITION 8.27

Ein topologischer Raum heifst lokal zusammenhdngend, wenn er eine Basis aus zusammenhédngenden
Mengen besitzt.

Entsprechend heiftt X lokal wegzusammenhdngend, wenn es eine Basis von X gibt, die aus wegzusam-
menhingenden Mengen besteht.

SATZ 8.28
Sei X ein lokal wegzusammenhéngender, topologischer Raum. Dann ist X lokal zusammenhéngend.

Die Zusammenhangskomponenten von X stimmen mit den Wegkomponenten iiberein und sind offen.

BEWEIS

Nach Satz 8.20 ist X lokal zusammenhingend. Da in einem lokal wegzusammenhédngenden Raum jeder
Punkt eine wegzusammenhingende Umgebung besitzt, folgen die {ibrigen Aussagen mit Satz 8.25.

PROPOSITION 8.29

Ist X ein lokal (weg)zusammenhéngend Raum, so auch jeder offenen Unterraum U von X.

BEWEIS

Sei B eine lokal (weg)zusammenhéngende Basis von X, dann ist {V € B | V C U} eine lokal (weg)-
zusammenhéngende Basis von U.

SATZ 8.30

Jeder offene Unterraum eines normierten R-Vektorraumes V' ist lokal wegzusammenhéngend.

BEWEIS

Die Kugeln B.(a) = {z € V | ||z — y|| < €} mit a € V, e € RT bilden eine Basis von V (als topologischer
Raum). Jede solche Kugel ist konvex und somit wegzusammenhéngend.

Zur Konvexitét: Seien z1,z2 € Be(a), t € [0,1], z = tx1 + (1 — t)xze. Dann z € B.(a), denn

|lz—all = [[t(z1 —a) + (1 =t)(z2 —a) || < |[|t(z1 —a)|[+[|(1 —)(z2 —a)

| = tllzr —al[+ (1 =1)||lz2 —al| <e

Damit bilden die B¢(a) eine Basis von X aus wegzusammenhéngenden Mengen von V', d.h. V ist lokal
wegzusammenhéngend und damit gilt dies auch fiir jeden offenen Unterraum von V nach Prop. 8.29.

BEMERKUNG 8.31 (— Aufgabe 46)

Ein (weg)zusammenhéngender Raum muss nicht lokal zusammenhéngend sein.

BEMERKUNG 8.32 (— Aufgabe 47)

Ein topologischer Raum X ist genau dann lokal (weg)zusammenhéngend, wenn in jedem offenen Unter-
raum U von X jede (Weg-)Zusammenhangskomponente offen ist.
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9 Kontraktion

9.1 Homotopien

DEFINITON

Seien X,Y topologische Rdume und fy, f1 : X — Y stetig. Eine Homotopie zwischen fy und fi ist
eine stetige Abbildung ® : X x [0,1] = Y mit fo = ®(-,0) und f; = &(-, 1).

fo und f1 heifsen homotop bzw. deformierbar, wenn es eine Homotopie zwischen fy und f; gibt.

Ist @, fiir alle ¢ € [0, 1] ein Homdomorphismus, so heiflt @ eine Isotopie und die beiden Abbildungen
fo und f; heiffen isotop zueinander.

BEMERKUNG 9.1
Eine solche Abbildung ® wird als Schar stetiger Funktionen (®;);c; aufgefasst mit

X — Y

i : x = O(x,).

NOTATION 9.2
Ab jetzt bezeichne I stets das Intervall [0, 1].
Sind fo und f; homotop zueinander, so schreibt man fy ~ f; oder fo >~ fi.

Ist A C X, so schreibt man auch fy ~ f; rel A, falls es eine Homotopie ® : X x I — Y zwischen fy und
J1 gibt, so dass ®;, = fo|, = fi), fiir alle t € I.

BEMERKUNG 9.3
Seien f,g: X — Y stetig, A, B C X und f ~ g rel A. Dann gilt fjp >~ g|p rel AN B.

PRoOPOSITION 9.4

Seien X,Y topologische Riume und A C X. Dann ist Homotopie rel A eine Aquivalenzrelation auf
C(X,Y), der Menge der stetigen Abbildungen zwischen X und Y.

BEWEIS
(1) Fir f e C(X,Y) ist ® : X x I — Y mit (z,t) — f(z) eine Homotopie rel A zwischen f und f. Also

ist ~ reflexiv.

(2) Fiir f,g € C(X,Y) und eine Homotopie ® : X x I — Y zwischen f und g mit ®;, = fia = ga ist
®: X xI—=Y, (z,t) = ®(x,1 —t) eine Homotopie rel A mit &g = &; = g und ®; = &y = f sowie
Q4 =Py, = fla = 9)a- Also ist ~ symmetrisch.

(3) Seien nun f; : X — Y stetig fiir ¢ = 0,1,2 mit fo ~ f1 ~ fa rel A. Seien weiter P,Q : X xI = Y

stetig mit P Homotopie rel A zwischen fy und f; sowie Q Homotopie rel A zwischen f; und fo. Wir

definieren
XxI — Y

P(x,2t) 0
(1) {Q(x,Qt—l) 1

Fiir t = L ist P(x,2t) = P(z,1) = fi = Q(z,0) = Q(z,2t — 1), d.h. ® ist wohldefiniert. Dann ist
P\ x x[0,2] = P(*,2%) stetig und ebenso @, (1 1) = Q(, 2+—1) und da X xI = (X x[0, Hu(Xx[3,1))
ist als Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen, folgt mit Aufgabe 15, dass dann auch ® stetig ist.
Weiter ist @y, = Payy, = f1), fiir t < 1 und ®o;_q), = fy|, fiir t > 12, also @y, = f1), = fo|. = fo|.
fiir alle ¢ € I, also ist ® eine Homotopie zwischen fy und f5 rel A, da zudem gilt: &g = Ps.g = fp und
O =Q21-1 = fo-

Also ist ~ transitiv.

D :

(=Nl

<t<
<t<
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PROPOSITION 9.5

Seien XY, Z topologische Radume und fy, f1 : X — Y homotop; gg,g1 : Y — Z homotop. Dann sind
auch gg o fop und g1 o f; homotop als Abbildungen von X nach Z.

Gilt zusétzlich fo ~ firel A, go~g1rel A(AC X, BCY, f;(A) C B), so foo fo~g1o0 firel A

BEWEIS

Seien @ : X xI — Y Homotopie zwischen fy und f; sowie ¥ : X x I — Z Homotopie zwischen go und g;.
Weiter sei © : X x 1 — Z, (z,t) = ¥(P(x,t),t), dh. ©, = U, 0, fiir t € I. Dann ©; = ¥; 0P, = g; 0 f;;
auflerdem ist © stetig. Dann © = Wo F mit der stetigen Abbildung F': X xI — Y xI, (z,t) — (¥(x,1),1).
Also ist © eine Homotopie zwischen fy o fo und g1 o f7.

DEFINITION 9.6

Eine stetige Abbildung f : X — Y heilt unwesentlich oder nullhomotop, wenn f ~ g fiir eine konstante
Abbildung g: X —» Y.

NoTATION 9.7

Ist Y wegzusammenhéngend, so spielt der Wert von g dabei keine Rolle und man schreibt dann auch
f ~ 0, falls f nullhomotop ist:

BEMERKUNG 9.8

Seien yo,y1 €Y, g, : X = Y, x — y; fir i = 0,1. Sind yo und y; in Y durch einen Weg 7 : 1 — Y
verbunden, so ist gp ~ g1 vermoge der Homotopie @ : X x I — Y, (x,t) — 7(t).

Umgekehrt liefert eine Homotopie ® : X x I — Y von gg nach g; sofort zu jedem zg € X einen Weg
Teo - 1 = Y mit ¢t — ®(xzg,t) von yo nach y.

Wege im Raum Y konnen also als Homotopien X x I — Y fiir einen einpunktigen Raum X aufgefasst
werden.

FOLGERUNG 9.9
In wegzusammenhingenden Réumen bilden die nullhomotopen Abbildungen eine Aquivalenzklasse.

In einem nicht wegzusammenhingenden Raum miissen allerdings zwei konstante Abbildungen nicht ho-
motop sein.

PRoOPOSITION 9.10

Seien (Y, )aer eine Familie topologischer Rdume, Y =[] Y., 7o : Y — Y, jeweils die Projektion fiir
«a € I. Seien weiter f,g: X — Y stetige Abbildungen von einem topologischen Raum X in Y.

Genau dann gilt f ~p g, wenn 7, o f >~ 7, o g fiir jedes a € I ist.

BEWEIS

Mit einer Homotopie ® : X xI — Y, zwischen f und g erhalten wir die Homotopien (7,0®) : X xI — Y,
zwischen 7, o f und m, o g fiir a € I.

Ist umgekehrt fiir jedes o € I eine Homotopie ®(®) : X x I — Y, zwischen 74 o f und 7, © g gegegen, so
ist ®: X xI =Y, (z,t) — () (2,t))aes eine Homotopie zwischen f und g.
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9.2 Homotopie-Aquivalenz und Zusammenziehbarkeit

DEFINITION 9.11

Zwei topologische Rdume X, Y heiffen Homotopie-iquivalent oder auch von gleichem Homotopie-Typ,
wennes f: X -Y und g: Y — Z gibt mit fog~idy und go f ~ idx.

In dem Fall wird g als ein Homotopie-Inverses von f bezeichnet und wir schreiben X ~ Y via (f, g).

BEMERKUNG 9.12

Ein Homotopie-Inverses muss nicht eindeutig sein.

PropPoOSITION 9.13
Seien XY, Z topologische Rdume mit X ~ Y und Y ~ Z, dann auch X ~ Z.

Die Homotopie-Aquivalenz ~ ist also eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der topologischen Riume.

BEWEIS

Seien f: X Y und f/:Y - X sowieg:Y — Zund ¢’ : Z — Y jeweils zueinander Homotopie-inverse,
stetige Abbildungen, d.h. f o f ~idx, fo f/ ~idy, ¢ og~idy und go g’ ~idz. Dann gelten

(gof)o(flog)~goidyog ~gog ~idy und
(flogo(gof)~ foidyof=~fof~idyx,

also X ~Y via ((go f),(f o ¢')).

LEMMA 9.14

Seien f,g: X — Y stetig mit f ~ ¢g. Sind x1, 22 € X durch einen Weg in X verbunden, so auch die
Punkte f(z1) und g(z2) in Y.

BEWEIS

Sei zunéchst 1 = x = 5. Sei ® eine Homotopie zwischen f, g, dann definiert 7: [0,1] = Y, t — ®(¢,z)
einen Weg zwischen f(z) und g(x).

Seien nun 1, x2 € X beliebig, dann f(z1) ~ f(x2) ~ g(z2) ~ g(x1), also auch f(x1) ~ g(z2).

KOROLLAR 9.15

Seien X,Y zwei topologische Ridume, v(X) und ~(Y) jeweils die Mengen der Wegkomponenten in X
bzw. Y. und h: X — Y stetig.

Dann liefert h eine wohldefinierte, nur von der Homotopie-Klasse [h]~ abhidngende Abbildung

CoX) = y(Y)
T W () > Wy (h(z))

KOROLLAR 9.16
Ist X ~ Y, so stimmt die Anzahl der Wegkomponenten in X und in Y iiberein.

BEWEIS

Seien f : X — Y und g : Y — X zueinander Homotopie-inverse, stetige Abbildungen. Weiter seien
Y(X),v(Y) jeweils die Menge der Wegkomponenten. Dann werden durch f und g zwei Abbildungen
Vg s V(X)) = y(Y) und 7147 : y(Y) = y(X) induziert.
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Fiir diese Abbildungen gilt

of~id .
Vel OV = Vgof) = Vidx] = idy(x) und ebenso
og~id

_ fog~idy —id
Y11 © Vgl = Vfog] Vidy] = 1dy(v);

also sind ~y[y] und <[4 zZueinander inverse Bijektionen.

DEFINITION 9.17

Ein Unterraum A C X eines topologischen Raumes X heiflt Retrakt von X, wenn es eine stetige
Abbildung ¢ : X — A gibt mit p 4 = ida. Diese wird dann als Retraktion bezeichnet.

Sei tg : A — X die Inklusionsabbildung. Eine Retraktion heiftt dann Deformationsretraktion bzw.
starke Deformationsretraktion, falls 14 o ¢ >~ idx bzw. sogar 14 o @ ~ idx rel A.

Gibt es eine (starke) Deformationsretraktion, so heifft A ein (starkes) Deformationsretrakt.

Eine Homotopie zwischen idx und einer Retraktion von X auf eine Teilmenge von X wird auch als
retrahierende Homotopie bezeichnet.

BEMERKUNG 9.18

Ist A ein Deformationsretrakt von X, so ist X ~ A via (14, ¥).

BEISPIEL 9.19

A:=8" = {z € R"! | ||z|]| = 1} ist ein starkes Deformationsretrakt von X = R"*1\{0} vermdge der

retrahierenden Homotopie
XxI — S

@) - -ty

denn es gelten:
(1) ¢: X =S, z— &1(X) = % erfiillt p|4 =ida, d.h. ¢ ist eine Retraktion;

el
(2) taoyp ~idx via @, denn ®g = idx und Py = 14 0 p, d.h. ¢ ist ein Deformationsretrakt und
(3) taop ~idx rel A, denn p|a = (idx)|a = (Py)|a fur alle ¢t € I, d.h. ¢ ist ein starkes Deformations-
retrakt.

DEFINITION 9.20

Ein topologischer Raum X heifst zusammenziehbar oder kontrahierbar, wenn idx unwesentlich ist.

BEMERKUNG 9.21

Ist X zusammenziehbar, dann gibt es ein einpunktiges Deformationsretrakt von X. Sei ndmlich idx ~ ¢
fiir eine konstante Abbildung ¢ : X — X, z + c¢. Dann existiert eine Retraktion ® : X x I — X mit
®y =idx und ®; = ¢ und {c} ist dann ein Deformationsretrakt via ¢ : X — {c}, x — ®;(x).

Ist umgekehrt {z} C X ein einpunktiges Deformationsretrakt von X, dann ist X offenbar zusammen-
ziehbar.

Es gilt sogar: Ist X zusammenzierbar, dann ist jede einpunktige Teilmenge {y} von X ein Deformations-
retrakt. Sei némlich {¢} ein Deformationsretrakt von X via der Homotopie ®, dann liefert

XxI — X
i o {<I>(x,2t) (1)
2

eine retrahierende Homotopie von X auf {y}.

SATZ 9.22

Jeder zusammenziehbare Raum ist wegzusammenhéngend.
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BEWEIS

Seic: X - X, x> ckonstant und sei ® : X x I — X eine Homotopie zwischen idx und c. Fiir x € X
ist 7, : I = X, t — Py(x) ein Weg von = = idx(z) = Pg(z) nach ¢ = ¢(x) = P1(x). Also liegen alle
Punkte von X in der Wegkomponente von c.

BEMERKUNG 9.23

Die Umkehrung gilt nicht, d.h. ein wegzusammenhingender Raum muss nicht zusammenziehbar sein.
Betrachte z.B. S™ fiir n > 1. Die n-Sphére ist wegzusammenhéngend, aber nicht zusammenziehbar. Dies
kénnen wir mit unseren jetzigen Mitteln aber noch nicht zeigen.

BEISPIEL 9.24

Jede konvexe Teilmenge X eines normierten R-Vektorraumes V ist zusammenziehbar: Sei 0.B.d.A. 0 € X.
Dann definiert ® : X x I — X mit (z,¢) — (1 — t)x eine retrahierende Homotopie zwischen idx und der
Nullabbildung (Funktioniert allgemein, falls X ,sternférmig® ist.).

BEMERKUNG 9.25 (— Aufgabe 50)
Fiir einen topologischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X ist kontrahierbar.
(2) Jede stetige Abbildung X — Y in einen topologischen Raum Y ist unwesendlich.
(3) Jede stetige Abbildung Z — X auf einem topologischen Raum Z ist unwesentlich.

SATZ 9.26

Seien n € N und Y ein topologischer Raum. Eine stetige Abbildung f : S™ — Y lésst sich genau dann
zu einer stetigen Abbildung B"*! — Y (mit B"*! := {z € R**! | ||z|| < 1} die Vollkugel) fortsetzen,
wenn [ unwesentlich ist.

BEWEIS
=: Sei F: B""! — Y stetig mit Fign = f. Sei

S"xI — Y

) = )

Dann ist ® stetig mit &g = F(0) konstant und &1 (z) = F(x) = f(z) (z € S*), d.h. &1 = f, somit P
Homotopie zwischen der konstanten Abbildung F(0) : S* — Y, x +— F(0) und f.

«<:Sei f ~0,d.h. esgibt ®:S* x I — Y mit &y = f und ¢; = yo konstant. Definiere

B+l Y

Yo x=0
|_>
! {@(g,l—nxm z#0

Dann ist F' stetig und fiir € S" ist F(z) = ®(x,0) = ®¢(z) = f(z), d.h. Flgn = f.
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9.3 Verkniipfung und Homotopie von Wegen

DEFINITION 9.27

Seien X ein topologischer Raum, xg,z; € X und 7 ein Weg zwischen xg, x1, d.h. o ~ x1 via 7.
xo = 7(0) heikt der Anfangspunkt und z1 = 7(1) der Endpunkt von 7.

Bei 7(0) = 7(1) heift der Weg 7 geschlossen (Schleife). 7(0) heift dann Aufpunkt (Basispunkt).
Weiter bezeichnen wir den Weg 7 : I — X, 7(¢t) := 7(1 —¢) in X als den zu 7 inversen Weg.
Fiir zp € X haben wir den konstanten Weg ey, : 1 — X, ey, (t) := xo.

Sind 0,7 : I — X zwei Wege in X mit o(1) = 7(0), so bezeichnen wir mir ¢ * 7 den Weg I — X mit

I — X

THRT: L {0(215) 2
2

<3
(2t — 1) <1

<t
<t
in X von ¢(0) nach 7(1). Wir nennen diesen die Verknipfung von o mit 7.

Die Verkniipfung o x 7 ist definiert oder T kann angeschlossen werden, wenn o(1) = 7(0).

Zwei Wege 0,7 : I — X heiflen Weg-homotop, falls sie homotop sind rel {0, 1}, falls also eine Homotopie
®: 12 — X existiert mit ®g = o, ®; = 7 und ®4(0) = o(0) = 7(0), ®;(1) = o(1) = 7(1) fiir alle t € I

Man schreibt dafiir o ~, 7. [7]p bezeichnet die Aquivalenzklasse {0 : 1 — X | ¢ Weg mit o ~, 7}.

BEMERKUNG 9.28

Gilt o ~, 7, dann miissen ¢ und 7 natiirlich den gleichen Anfangs- und Endpunkt haben.

PROPOSITION 9.29

Seien X ein topologischer Raum, zg,21 € X, 7: [ — X ein Weg in X von zp nach z1. Ist a: [ = I
stetig mit «(0) = 0 und «(1) = 1, so ist auch 7o : T — X ein Weg von zp nach z; in X, der zu 7
weg-homotop ist.

BEWEIS

Klar ist oo ein Weg von x¢ nach ;. Sei ® : 12 — X mit (s,t) — 7(ta(s) +(1—1)s), also eine Homotopie
zwischen &g =7 und &, =70 q.

BEMERKUNG 9.30

Ist @ : T — T mit «(0) = 0 und «(1))1 zudem stetig und streng monoton, so heift « eine Parameter-
Transformation. Man sagt, 7 o a geht aus 7 durch eine Umparametrisierung hervor.

PROPOSITION 9.31
Sei X ein topologischer Raum.

(1) Sind o, 7,0",7" : I — X Wege mit 0 ~, 0’ und 7 ~, 7/ und ist weiter o * 7 definiert, so ist auch
o' % 7' definiert und o * 7 ~, o’ * 7.

(2) Sind p, 0,7 : T — X Wege und sind pxo und o x 7 jeweils definiert, so auch p* (o *7) und (p*xo)*7
und es gilt px (o *7) >, (p*0) *T.

BEWEIS

(1) Ist 0 ~, ¢’ via ® und 7 ~, 7’ via ¥, dann ist 0 * 7 ~, 0’ * 7 via
? - X

(O
(s:8) = {@(25—1715)
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(2) Offenbar gelten p(1) = 0(0) = (o *7)(0) und (p* o)(1) = (1) = 7(0). Definiere die Transformation

I — I
L telo,d]
. 2 ’
Yt e t—é te[éé] ’
t—g5 te[q,1]

dann ergibt sich px (e 7) = ((p* o) *7) o cx.

BEMERKUNG 9.32

(1) Sind 0,7 : I — X Wege, fiir die o * 7 definiert ist, so ist auch 7 * & definiert und es gilt 77 =7 * 7.
(2) Sind 7,7 : I — X Wege mit 7 ~,, 7/, so ist auch 7 ~,, 7/.

(3) Ist 7 : T — X ein Weg von xg nach 27 in X, so sind e,, * 7 und 7 % e,, jeweils definiert und es gilt:
€po ¥T X T X T ¥ €4,

(4) Ist 7: I — X ein Weg in X von x¢ nach x4, so sind 7 * 7 und 7 * 7 definiert und es gilt 7« 7 ~, e,
und 7 * T ) ey,

KOROLLAR 9.33
Sei X ein topologischer Raum. Dann induziert die Verkniipfung * von Wegen in X auf der Menge
Wx = {[r]p, | T Weg in X} der Weghomotopieklassen auf X eine Operation o durch

[o] o [7] == [o 7],

wobei dieses ,,Produkt” erklért ist, sofern o x 7 definiert ist (d.h. sofern o(1) = 7(0)).
Die Struktur (Wx, o) besitzt folgende Eigenschaften:

(1) o ist assoziativ;

(2) Fiir 2p ~ 1 via 7 gelten [e,,] o [7]

ez,] 0 [1] = [1] = [F] o [es,] und
(3) 7] © [7] = [ea,] sowie [7] o [1] = [ex, ]

BEMERKUNG 9.34
(1) Die Operation * auf den Wegen selbst war nicht assoziativ.

(2) Mit der induzierten Operation o ist die Menge der Weghomotopieklassen in X ein sog. Gruppoid, d.h.
eine ,Gruppe, ohne dass die Operation {iberall erklért ist und mit vielen lokalen neutralen Elementen®.
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10 Uberlagerung

10.1 Lokale Hom6omorphismen

DEFINITION 10.1

Eine stetige Abbildung f : X — Y wird als lokaler Homdomorphismus bezeichnet, wenn jeder Punkt
x € X eine offene Umgebung U in X, besitzt, fiir die fjy : U — Y eine offene Einbettung ist, d.h.
f(U) offen in Y und fjy : U — f(U) Hom6omorphismus.

ProrosiTION 10.2

Sei f: X — Y ein lokaler Homéomorphismus. Dann bilden die offenen Teilmengen U C X, fiir die fiy
eine offene Einbettung von U in Y ist, eine Basis von X. Insbesondere ist f offen.

BEWEIS

Sei V' C X offen, z € V. Da f lokaler Homéomorphismus, gibt es U C X offen derart, dass f(U) C Y
offen und fiy : U — f(U) ein HomSomorphismus ist. Dann ist auch fiyny : UNV — f(UNV) ein
Homéomorphismus, UNV ist offen und x e UNV, d.h. B:={UC X | flu : U =Y, f(U) offen} bildet
eine Basis von X. Damit ist f offen.

KoroLLAR 10.3

Seien f: X — Y ein lokaler Hom6omorphismus zwischen topologischen Raumen X und Y und ~ die
Aquivalenzrelation auf X, definiert durch

x~z e flz) = f(2).

Dann ist die induzierte Abbildung f : X — f(X) mit [z] — f(z) ein Homdomorphismus.

BEWEIS
Da f offen ist, liefert Prop. 3.31 die Behauptung.

PRroprosITION 10.4

Sei f: X — Y ein lokaler Homdomorphismus. Genau dann ist X lokal (weg)zusammenhéngend, wenn
dies jeweils fiir den Unterraum f(X) C Y gilt.

BEWEIS
Ist X lokal (weg)zusammenhéngend, so auch das Bild f(X) von X unter der stetigen Abbildung f.

Sei umgekehrt x € X gegeben. Sei V eine offene Umgebung von z in X. Nach Prop. 10.2 gibt es U C V
offen derart, dass fjy : U — f(U) ein HomSomorphismus ist und f(U) offen. Mit f(X) ist dann auch
f(U) lokal (weg)zusammenhingend (Prop. 8.29), damit dann auch U selbst (denn U = f(U) via f).

Also bilden die (weg)zusammenhéngenden, offenen Teilmengen von X eine Basis von X.

DEFINITION 10.5

Sei p: X’ — X eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen X’ und X.

Eine offene Menge U C X heikt durch p gleichmdifig iiberlagert, falls p~*(U) disjunkte Vereinigung
offener Mengen V' ist, fiir die jeweils p;yy : V' — U ein Homéomorphismus ist.

Eine stetige, surjektive Abbildung p : X’ — X wird als Uberlagerung von X durch X’ bezeichnet, falls
jeder Punkt = € X eine offene Umgebung U in X hat, die durch p gleichméfbig tiberlagert ist, d.h.
wenn die durch p gleichméRig iiberlagerten, offenen Mengen in X eine Basis von X bilden.
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BEISPIEL 10.6
(1) Jeder Homdomorphismus ist eine Uberlagerung.

(2) Sei X ein topologischer Raum und D ein diskreter Raum. Dann ist X x D — X mit (z,d) — x eine
Uberlagerung: Fiir U C X offen ist p~1(U) = J{U x {d} | d € D} offen.

(3) Sei S' = {x € C | ||z|| = 1}. Die Abbildung exp : R — S!, ¢ €2™ ist eine Uberlagerung.

(4) Fiir n > 1 ist S' — S!, 2 +— 2" eine Uberlagerung.

PRropPosITION 10.7

Jede Uberlagerung ist ein lokaler Hombomorphismus, insbesondere offen.

BEWEIS

Sei p: X’ — X eine Uberlagerung. Weiter sei 2’ € X’. Dann gibt es zu x := p(z’) eine offene Umgebung
U C X, die durch p gleichméRig iiberlagert ist. Dann gibt es eine offene Menge V' C X’ mit « € V und
pyv : V — U Homéomorphismus. Insbesondere ist V' eine offene Umgebung von 7' in X’ und pyv:V =X
ist eine offene Einbettung.

KOROLLAR 10.8
Ist p: X’ — X eine Uberlagerung, so ist U C X genau dann offen, wenn p~'(U) C X’ offen ist.
X trigt dann also die durch (X', p) auf X gegebene Finaltopologie.

BEWEIS

Mit U C X ist natiirlich auch p=!(U) offen in X’. Sei nun p~!(U) offen. Da p insbesondere eine offene,
surjektive Abbildung ist, folgt U = p(p~1(U)) offen.

BEMERKUNG 10.9

Nicht jeder surjektive, lokale Homdomorphismus ist eine Uberlagerung. Zum Beispiel ist die Abbildung
f:(=1,1) = S, t s 2™ ein surjektiver, lokaler Homdomorphismus, jedoch keine Uberlagerung, denn
keine Umgebung der 1 in S' ist durch f gleichméfig iiberlagert.

ProprosiTION 10.10

Ist p : X’ — X eine Uberlagerung, dann ist fiir jeden Unterraum Y C X mit Y/ = p~1(Y) die
Einschrankung pjy : Y' — Y eine Uberlagerung.

BEWEIS

Mit p ist auch pjy, : Y' — Y stetig und surjektiv. Sei nun x € Y gegeben. Dann gibt es nach Vor.
eine offene Umgebung U von z in X, die durch p gleichmiiRig iiberlagert ist, also mit p~1(U) = [V fiir
V ={V, | a € I} System offener, disjunkter Teilmengen von X’ und P, : Va — U Homoomorphismus
fiir alle a € 1.

Sei U’ = UNY und V. = V,NY" fiir a € I. Dannist p~1(U’) = p~ 1 (U)np~1(Y) = p~ 1 (U)NY’ = | V,NY’
und U’ ist eine offene Umgebung von x in Y. Fiir a € I ist mit pyy, : Vo, — X auch pjy, : V; — Y eine
offene Einbettung. Damit ist U’ gleichméfig durch pjy- iiberlagerte Umgebung von z in Y.

SaTz 10.11
Seien X ein lokal zusammenh#ngender, topologischer Raum und p : X’ — X stetig und surjektiv.

Genau dann ist p eine Uberlagerung von X, wenn fir jede Zusammenhangsomponente V' in X mit
V' =p~!(V) die Einschrénkung pjy+ : V' — V eine Uberlagerung von V ist.
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BEWEIS
=: Ist p eine Uberlagerung, so ist nach Prop. 10.10 auch pyv V' = V eine Uberlagerung.

<: Sei pyyr : V! — V eine Uberlagerung fiir jede Zusammenhangskomponente V in X und V/ = p~ (V).
Seien z € X gegeben und V die Zusammenhangskomponente von x in X. Da X lokal zusammen-
héngend ist, ist V offen in X. Nach Vor. gibt es eine offene Umgebung U von z in V, die durch
pyvr » V! = V gleichméfig iiberlagert ist. Dann ist U auch eine offene Umgebung von z in X und
p~1(U) offen in X. Somit ist U durch p gleichmiifig iiberlagert (mit p=*(U) = | Vi, Vi offen in V’
und damit in X', pjv, = (pjv/)|v, : Va — V offene Einbettung, ist auch pyy, : Vi, — X eine offene
Einbettung). Also ist p eine Uberlagerung.

LEMMA 10.12

Sei p: X’ — X eine stetige Abbildung zwischen topologischen Radumen, U C X offen, zusammenhéan-
gend und gleichméfig iiberlagert von p.

Dann ist fiir jede Zusammenhangskomponente V' von p~!(U) die Einschrinkung ply : V — U ein
Homo6omorphismus.

BEWEIS

Nach Vor. ist p~1(U) = [V, fiir eine Familie (V,)qer offener, paarweise disjunkter Teilmengen von X,
wobei ply, : Vo — U fiir jedes a € I ein Homépmorphismus ist. Insbesondere ist mit U auch jedes V,
zusammenhiingend. Also ist p~1(U) = | V,, die Zerlegung des Raumes p~!(U) in seine Zusammenhangs-
komponenten.

KoRroLLAR 10.13

Seien X ein lokal zusammenhingender Raum, p; : X, — X und ps : X4 — X zwei Uberlagerungen
von X.

Dann ist jedes stetige, surjektive p : X/ — X} mit py = p; o p eine Uberlagerung von X3.

BEWEIS

Sei p : X{ — XJ stetig und surjektiv mit po = p; o p und sei 2’ € X} gegeben. Dann gibt es eine
offene, zusammenhingende Umgebung U von p2(z’) in X, die sowohl durch p; = py op als auch durch p,
gleichmiiRig iiberlagert wird. Sei U’ die Zusammenhangskomponente von 2’ in p, }(U). Da py : X5 — X
insbesondere ein lokaler Homdomorphismus ist, ist nach Prop. 10.4 mit X auch X} lokal zusammen-
hingend. Also ist U’ offen in XJ. Nach Lemma 10.12 ist ps|ys : U’ — U ein Homdomorphismus; mit
p1 = pa o p folgt dann, dass U’ auch durch p gleichméfig iiberlagert wird.

SaTz 10.14

Sei p : X' — X Uberlagerung eines lokal zusammenhiingenden Raumes X und Z’ eine Zusammen-
hangskomponente von X'.

Dann ist p(Z’) eine Zusammenhangskomponente von X und p|z : Z' — p(Z') eine Uberlagerung.

BEWEIS

Setze Z := p(Z'). Da p stetig, ist mit Z’ auch Z zusammenhéngend. Sei nun U C X offen, zusammenhén-
gend und von p gleichméfig tiberlagert. Dann gilt UNZ = () oder U C Z, denn angenommen, U N Z # (),
dann sei 2/ € Z' mit p(z’) € U. Sei U’ die Zusammenhangskomponente von p~1(U) mit 2’ € U’. Da
Z' eine Zusammenhangskomponente von X’ ist und U’ zusammenhingend mit U’ N Z’ # (), gilt dann
U’ C Z', nach Lemma 10.12 also U = p(U’) C p(Z') = Z.

Da p Uberlagerung und X lokal zusammenhingend, bilden die zusammenhingenden, offenen, durch
p gleichméhig iiberlagerten Teilmengen von X eine Basis von X. Nach eben Gezeigtem ist also jeder
Beriihrpunkt von Z ein innerer Punkt von Z, d.h. Z die offen und abgeschlossen. Da Z auferdem zusam-
menhéngend, muss Z dann eine Zusammenhangskomponente von X sein.
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X ist lokal zusammenhéngend, also Z offen in X und damit sind die offenen Teilmengen von Z auch offen
in X. Sei nun U C Z offen, zusammenhéngend und durch p : X’ — X gleichméfig iiberlagert. Sei U’ eine
Zusammenhangskomponente von p~!(U). Da p lokaler Homdomorphismus, ist mit X auch X’ lokal zu-
sammenhéngend, d.h. U’ ist offen in p~!(U) und damit auch in X’. Weiter ist p|y : U’ — U nach Lemma
10.12 ein Homdomorphismus und es gilt U’ NZ’ = () oder U’ C Z’. Folglich ist Z'Np~Y(U) = (p|z)~1(U)
gleich der Vereinigung derjeniger Zusammenhangskomponenten U’ von p~!(U) mit U’ C Z’. Jedes sol-
che U’ ist offen in p~'(U) und plyr : U’ — U auch U’ C Z’ liefert jeweils den Homdomorphismus
plur : U — U, d.h. U ist auch durch p|y : Z' — Z gleichmiiRig iiberlagert, d.h. p|z eine Uberlagerung.

BEMERKUNG 10.15

Sind X ein lokal zusammenhéngender Raum und p : X’ — X stetig und surjektiv derart, dass fiir jede
Zusammenhangskomponente Z’ von X’ das Bild p(Z’) eine Zusammenhangskomponente von X ist und
plz : Z' — p(Z') eine Uberlagerung, so muss p keine Uberlagerung von X sein.

Die Umkehrung in Satz 10.14 ist also im Allgemeinen falsch.

KOROLLAR 10.16
Seien X lokal wegzusammenhéngend und p : X’ — X stetig. Dann gelten:

(1) p Uberlagerung < Plp—1(w) : p 1 (W) — W ist eine Uberlagerung fiir alle Wegkomponenten W
von X.

(2) In dem Fall ist fiir jede Wegkomponente W' von X' das Bild p(W’) eine Wegkomponente von X
und plw : W' — p(W’) eine Uberlagerung.

Da X lokal zusammenhéngend, stimmen in X die Zusammenhangskomponenten mit den Wegzusammen-
hangskomponenten {iberein und sind offen in X. Zudem ist X lokal zusammenhéngend, nach Prop. 10.11
folgt also (1).

Sei nun p : X’ — X eine Uberlagerung, dann ist auch X’ lokal wegzusammenhingend. Sei W' ei-
ne Wegkomponente von X', dann ist W’ bereits eine Zusammenhangskomponente von X’ und da X
lokal zusammenhéngend, folgt mit Satz 10.14, dass W = p(W') eine Wegkomponente von X ist und
plw: : W' — W eine Uberlagerung.
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10.2 Hebung von Wegen und Homotopien

DEFINITION 10.17

Sei p: E — X eine stetige Abbildung und sei f : Z — X stetig. Eine Abbildung f:Z — E mit
f=po f wird als Hebung von f bzgl. (iiber) p bezeichnet.

E
12
z 1ix

SAaTz 10.18

Sei p: X’ — X eine Uberlagerung. Seien f,g: Z — X' stetige Abbildungen auf einem zusammenhéin-
genden Raum Z mit po f =pog. Gibt es ein 2o € Z mit f(z9) = g(20), so gilt f = g.

BEWEIS

Sei Z! = {z € Z | f(2) = g(2)}. Wegen f(z0) = g(z0) ist Z’ nicht leer. Zu zeigen: Z = Z’. Da Z
zusammenhangend ist, geniigt es zu zeigen: Z’ ist offen und abgeschlossen in Z.

Wegen Z' = (f,g)"H(A) mit A = {(z,7) | * € X'} C X’ x X'; ist X’ Hausdorffsch, so ist A und damit
auch Z' abgeschlossen.

Allgemein: Sei z € Z\Z'. Sei x = p(f(2)) = p(¢9(z)) in X. Dann gibt es U C X offene Umgebung von x
in X, die durch p gleichméfig iiberlagert ist. Da f(z) # g(z) in X', gibt es also zwei Schichten V, W von
p~Y(U), offen in X'/, mit f(z) € V, g(z) € W und pyv : V = U, pw : W — U HomSomorphismen. Wegen
p(f(2)) =z = p(g9(2)) und f(z) # g(z) miissen V und W verschieden sein, also VW =@, d.h. V,W
disjunkt. Dann ist f=1(V) N g=}(W) eine offene Umgebung von 2 in Z und f~4(V)ng=4(V) C Z\Z/,
denn fiir 2/ € f~1(V)Ng=t (W) ist f(z') € V,g(2') € W und wegen VW = ) folgt f(z') # g(2’). Daher
ist 2’ ein innerer Punkt von Z\Z’, also Z\Z' offen in Z und damit Z’ abgeschlossen in Z.

Aufierdem ist Z’ offen in Z, denn sei U C X eine offene Umgebung von = = p(f(z)) = p(g(z)), die durch
p gleichmifig {iberlagert ist. Dann gibt es genau ein V' C X’ offen mit f(z) = g(z) € Vund pjy : V = U
Homdomorphismus. Sei W = f=1(V) N g=1(V), dann ist W offene Umgebung von z in Z und sogar
W C Z’, denn fiir 2’ € W liegen f(2),g(z) in V und p(f(2)) = p(g(z)). Da pjy ein Homéomorphismus,
also insbesondere bijektiv, folgt f(z) = g(z), d.h. 2 € Z’. Dann ist Z’ offen in Z.

LEMMA 10.19

Seien X,Y topologische Riume, p : X’ — X eine Uberlagerung und F : Y x I — X stetig. Weiter
sei y € Y. Dann gibt es ein m € N, offene, durch p gleichnéfig iiberlagerte Mengen Vp,...,V,, C X,
eine offene Umgebung U von y in Y sowie reelle Zahlen 0 = ¢y < t; < ... < t,, = 1 derart, dass
F(U x [tj_1,tjD CV;ist fiir j =1,...,m.

BEWEIS

Sei V die Basis von X, die aus den offenen, gleichmiéiftig durch p iiberlagerten Teilmengen von X besteht.
Insbesondere ist X = (J V. Die Menge {y} x I wird iiberdeckt durch die Produkte U x J, wobei U offene
Umgebung von y in Y und J eine konvexe, offene Teilmenge von I ist und F(J x U) CV fiir ein V € V.
Zu t € I sind nédmlich diese U x J mit ¢ € J eine offene Umgebungsbasis von (y,¢) in ¥ x I. Da {y} x I
kompakt ist, gibt es sogar ein m € N, offene Mengen Uy, ...,U,, C Y mit y € U; und offene, konvexe
Teilmengen Jq, ..., J,, mit U:’;l U; x J; 2 {y} x Tund jeweils F(U; x J;) CV €V fiir jedes ¢ < m, indem
Uy,...,Up, durch U = Uy N...NU,, ersetzt werden. Sei nun m dazu minimal gew#hlt. Dann ist J; SZ J; fiir
i # 7 und durch Umordnung kénnen wir erreichen, dass jeweils sup J;11 > sup J;. Wegen der Konvexitét
und J;_1 ¢ J; folgt dann auch inf J;_; < inf.J; und wegen I = |J!, J; folgt fiir 1 < i < m — 1 weiter:
sup J;—1 < inf J;, so dass wir ¢; aus J;_1 N J; wahlen kénnen. Sei weiter ¢ty = 0 und ¢,, = 1, dann gilt fir
1 < 1 < m, dass [ti—lati] Q J, und damit F(U X [ti—lati]) Q V fiirein V € V.
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SAaTz 10.20

Seien X, X,Y topologische Raume, p : X — X eine Uberlagerung, f Y - X und F: Y xIT — X
stetig mit F'(y,0) = (po f)(y) fiir alle y € Y. Dann gibt es eine stetige Abbildung F': Y x I — X mit
poF =F und F(y,0) = f(y) fir alley € Y.

BEWEIS

Wir suchen zu jedem Punkt y € Y eine offene Umgebung N, von y in ¥ und dazu eine lokale Losung
F,: Ny x T — X des Problems, d.h. mit po F, = Fiy, 1 und F,(y/,0) = f(y/) fiir alle 3 € N,

Y Y L> X
Jaed)

! Lol

(1,0) YxI -5 X

Wir iiberlegen zunichst, dass dann F : Y xI — X mit (y,t) — F, y(y,t) eine Losung des globalen Problems
ist. In der Tat ist ' eine Abbildung und es gilt po F' = F und F,(y,0) = f(y) fiir alle y € Y. Also bleibt
nur die Stetigkeit von F zu zeigen.

Sind Y1, Y2 € Y und Yy € Nyl N Ny27 so ist ~(p © Fyl)\{y}}ﬂ = ﬂ{y}xﬂ :~ (p o Fyz 1{ y~} x15 da~{y} x 1
zusammenhéngend ist, folgt mit Satz 10.18: Hy}xﬂ = Fyqyyx1, denn Fy (y,0) = f(y) = Fy,(y,0).
Insbesondere FNyX]I F,, denn es gilt: 3/ € N =1y € NyN N, = F(y,t) = Fy (y/,t) = F, y(y', 1) fur

alle t € I. Damit ist F stetig.

Es bleibt also, zu jedem y € Y eine lokale Definition Fy Ny x I — X wie angegeben und dazu eine
offene Umgebung N, zu finden. Zu gegebenem y € Y wéhlen wir eine offene Umgebung NV, von y in
Y derart, dass es m € N und reelle Zahlen 0 = ¢ty < t; < ... < t;, = 1 gibt und dazu offene, durch p
gleichméRig iiberlagerte Teilmengen Vi, ..., V,, von X mit F(Ny X [ti—1,8]) C Vi, 1 <i<m (geht nach
Lemma 10.19).

Da wir nur eine Losung auf N, suchen, sei 0.B.d.A. N, =Y. Wir definierem nun F .= Fy Y xI— X
stiickweise, indem wir F(© : Y x {0} — X, (y,0) — f(y) setzen und dann rekursiv fiir 1 < < m jeweils

FG) . Y X [ti—1,t;] — X sp wihlen, dass F'(") stetig ist, F|(Y><{t1 3= Fl(;,)x{t 3 und po F() = Fly )ty

Seien i > 0 und F~! bereits gewéhlt. Wir haben F(Y x[t;_1,%;]) C V; und V; offen, gleichmiiRig iiberlagert
durch p, alswo p~1(V;) = (J{Ua | @ € A} mit offenen, paarweise disjunkten Mengen U, von X, so dass
P, : Us — Vi ein HomSomorphismus ist. Zu o € A sei Yo :={y € Y | F""!(y,t;_1) € Uy}, offen in
}f. Wir wihlen F(i)(y,t):: pl_Ula (ng,t)) fir t € [t;—1,t;] und y € a. Das liefert eine stetige Funktion
FO Y x [tio,ti] = X mit po FO = Fly, , 4 und fir y € Y, o € A mit y € Y, folgt dann
F(i_l)(ya tifl) = pryt (F(y>ti—1))> denn po F(i_l) = F|Y><[ti_2,t7;_1]'

Dies wiederum ist F(i)(y,tﬁ_l), also insgesamt FI(Y><1{)f7 3= Fl(;/)x{ti—l}.

KoroLLAR 10.21

Seien X, X topologische Raume, p : X — X eine Uberlaggrung, eeXund 7:1— X ein Weg mit
Anfangspunkt p(e). Dann gibt es genau einen Weg 7 : I — X mit Anfangspunkt e derart, dass po7 =71
ist, d.h. eine eindeutige Hebung von Wegen bzgl. Uberlagerungen.

BEWEIS

Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 10.18, da I zusammenhéngend ist. Sei nun Y = {yo} einpunktiger Raum,
dazu F : Y xXI — X, (yo,t) — 7(t) (stetlg) und f: Y — X, yo + e. Nach Satz 10.20 gibt es F:YxI— X
mit poF = F und F(yo,0) = f(yo) = e. Dann ist 7 : T — X, ¢ — F(yo,t) ein Weg in X mit Anfangspunkt
7(0) = F(yo,0) =eund po 7 = 7.
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LEMMA 10.22

Seien X, X, Z topologische Réume, p : X — X eine Uberlagerung, f §:7Z — X stetig mit f ~ ¢ und
F:Zx1— X eine Homotopie zwischen f und g. Ist A C Z derart, dass po F cine Homotopie rel A
zwischen p o f und p o g, so ist auch F eine Homotopie rel A zwischen f und g.

BEWEIS

Seia € A Dann'ist & : I — X, t — F(a t) ein Weg zwischen f(a) nach j(a) in X und po & ist der
konstante Weg ¢ — p(f( )) in X, da p o F eine Homotopie rel A ist. Ebenso ist 6 : T — X, ¢ — f(a) ein
(konstanter) Weg in X mit 6 op =& op und 6(0) = 5(0). Satz 10.18 liefert, da I zusammenhangend ist,
dass dann & = &, also & konstant, also F(a,t) = 6(a) = f(a) fiir alle ¢ € I, somit £ Homotopie rel A.

SAaTz 10.23

Seien X, X, Z topologische Raume, p : X — X eine Uberlaug;erung7 AC Zund f,g:Z — X stetige
Abblldungen mit f ~ g rel A. Zu jeder Hebung f : Z — X von f bzgl. p (d.h. f stetig und po f = )
gibt es eine Hebung § : Z — X von g bzgl. p mit f ~ g rel A.

BEWEIS

Sei F': Z x I — X eine Homotopie rel A zwischen f und g. Weiter sei f Z — X eine Hebung von f
bzgl. p. Nach Satz 10.20 gibt es F': Z x I — X stetig mit po I = F und F(z,0) = f(2) fiir alle z € Z.
Seig: 2 — X, z— F(z,1). Dann ist F eine Homotopie zwischen f und § mit po g = F(-,1) = g. Da
po F = F Homotopie rel A ist, ist auch F selbst Homotopie rel A nach Lemma 10.22.

KOROLLAR 10.24

Seien X, X topologische Raume, p : X — X eine Uberlagerung. Sind 6,7 : I — X Wege in X mit
gemeinsamem Anfangs- oder Endpunkt und sind die Wege po ¢ und po 7 in X als Wege homotop,
dann sind auch ¢ und 7 als Wege homotop; insbesondere stimmen Anfangs- und Endpunkt von ¢ und
7 iberein.

BEWEIS

Nach Satz 10.23 gibt es eine Hebung p : 1T — X von po 7, die zu ¢ weghomotop ist. Dann hat p den
selben Anfangs- bzw. Endpunkt wie & und 7 und wegen p o 7 = p o p folgt, dass p = 7.
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11 Die Fundamentalgruppe

11.1 Schleifen

DEFINITION 11.1

Sei zp € X. Die Weghomotopieklassen von Schleifen mit Basispunkt xy in X bilden eine Gruppe
m1(X, zo) bzgl. der Operation o, die durch * induziert wird (d.h. [o] o [7] := [0 * 7]) mit neutralem
Element 1 = [e,,] des konstanten Weges e, : t — xq, die erste Fundamentalgruppe von X.

ProprosIiTION 11.2

Seien xg,x; € X und sei ein Weg 7 : I — X von xg nach x; gegeben; dazu sei T der inverse Weg. Dann
wird durch [o] — [T * o * 7] ein Gruppenisomorphismus 7 von 71 (X, z¢) nach 71 (X, z1) definiert.

BEWEIS

Sind 01,02 € Sz, der Menge der Schleifen in X an xg, mit 01 ~, 02, so sind T x 0y * T >, T * 03 * T.
Damit ist 7 wohldefiniert. Bei 01,02 € S5, beliebig gilt T * 01 * 09 * T >, T * 01 * T * T x 02 * T, somit
7([o1]olo2]) = 7([o1*02]) = 7([01])7([02]). Somit ist 7 ein Gruppenhomomorphismus. Mit p := T erhalten
wir entsprechend einen Homomorphismus p : [y] — [p* v % p] = [T * v % T], der offenbar zu 7 invers ist.

KoRroLLAR 11.3

Ist X ein wegzusammenhingender topologischer Raum, so sind die Fundamentalgruppen 71 (X, x) fiir
beliebiges z € X alle paarweise isomorph zueinander.

BEMERKUNG 11.4
Es gibt i.A. keinen kanonischen Isomorphismus 71 (X, zo) — m1 (X, 21).

Sind o, p zwei Schleifen in X an x¢ mit o * p 4, p* o und sind 71, 75 zwei Wege von z¢ nach z1 in X mit
To = p*T1, 80 fOlgt To % 0 % To o), T1 % P* 0 % p* Ty 4, T1 * 0 % 71, somit 7o([o]) # 71([0]).

Genau dann ist 7 unabhéngig von der Wahl des Weges 7 von z¢ nach z1, wenn 71 (X, zg) abelsch ist.

PRrRoPOSITION 11.5
Seien XY topologische Réume, f: X — Y stetig, zo € X, yo := f(zo) € Y. Dann ist

f* = 7T1(f,.170) : Wl(X,Io) — 7T1(Y’yo)7 [U] = [fog]

ein Gruppenhomomorphismus, der durch f induzierte Homomorphismus .

BEWEIS

Fiir Schleifen 01,09 in X an 2o und f o oy, f o o9 Schleifen in ¥ an yo = f(xo) und es gelten oy =, o9,
d.h. fooy ~, foog sowie fo (o1 *x02) = (foor)*(fooa).

PRrRoPOSITION 11.6

Seien X,Y, Z topologische Riaume, f: X — Y und g : Y — Z stetig, 0 € X, yo = f(zo) € ¥ und
z0 = 9(yo) € Z. Dann gilt m1(g o f,x0) = m1(g,y0) o m1(f, zo), d.h. es kommutiert

71(Y,%0)
S s

/ p
’7Tl(X, xo) (904102* 7T1(Z, Zo)
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BEWEIS

Sei o eine Schleife in X an xg. Dann ist

(9o f)«(lo]) =[(go f) ool =lgo(foo)] = gulf oo]) = g.(f(lo])) = (g o f)([o))-

SaTz 11.7

Seien X,Y topologische Raume, f,g : X — Y stetig mit f ~ g, ® : X xI — Y eine Homotopie
zwischen f und g, 0 € X, yo = f(z0) €Y, y1 = g(xo) €Y und 7 : I = Y, t — P(zg,t), der durch
zo und ® gegebene Weg von yo nach y;. Dann ist m (g, z0) = 7 o m1(f, o), d.h. es kommutiert

7T1(X,£C0)

fx g«

YN
7T1(Yayo) — 7Tl(Yay1)

BEWEIS

Sei o eine Schleife in X an zy. Weiter sei ¥ : I — Y definiert durch

7(3st), 0<s< %
U(s,t) =< ®(c(3s—1),t), % <s<z
T(3t(1 —s)), $<s<1
Wegen 7(t) = ®(20,t) und 0(0) = (1) = ¢ ist ¥ bei s = % und s = 2 eindeutig definiert. Damit ist ¥
stetig. Es gilt weiter
7(0) = f(xo), 0<s< %2
Do(s) =4 Dol ( s—1)) = (foo)(3s—1), %sSs 3,
7(0) = f(z0), $<s<1
somit ist W eine Schleife am f(z0) in Y mit Wo o~ ef(z0) * (f 0 0) * () ~p f 0 0. Ebenso ist
7(3s), 0<s< %
Vi) ={ BloGs—1), t<s<d
TB(1-s), F<s<l1

somit Uy Schleife an 7(0) = f(xo) in Y mit ¥y ~, 7%P00%T = Txgoo*T. Weiter gilt ¥,(0) = 7(0) = g(xo)
und U, (1) = 7(1) = g(zp) fur alle t € I. Damit ist ¥ eine Weghomotopie zwischen ¥y und ¥y, insgesamt
also foo~, Txg*T,also goo ~, T (foo)x7, dh. (To f.)([o]) = [go 0] = g«([o]).

KOROLLAR 11.8

Seien f : X — X stetig, f ~ idx, xg € X, 7 : I — X der Weg von zy nach f(xg), der durch
7(t) := ®(x0,t) fiir eine Homotopie ® zwischen idx und f gegeben ist.

Dann ist f. : m (X, 29) = m1(X, f(z0)) identisch mit 7, insbesondere ein Isomorphismus.

BEWEIS

Nach Satz 11.7 folgt 71 (f, z0) = 7 o w1 (idx, z0) = 70 idx, (x,20) = 7

KOROLLAR 11.9

Seien XY zwei wegzusammenhéngende topologische Rdume vom selben Homotopietyp. Dann ist fiir
x € X, yeY stets m (X, x) isomorph zu m (Y, y).

BEWEIS

Seien f: X — Y und g: Y — X stetig mit go f ~idx und fog ~ idy. Seien xg € X gegeben und dazu
yo = f(x0), x1 = 9g(yo), y1 = f(x1). Wegen Korollar 11.8 ist dann m1(go f,xo) = m1(g,y0) o m1(f, zo) ein
Isomorphismus und ebenso w1 (fog,y0) = 71(f, x1)om1 (g, yo) ein Isomorphismus, somit (g, yo) bijektiv,
also Isomorphismus. Mit Korollar 11.3 folgen nun die Isomorphien m (X, z) = m (Y, yo) = m1(Y,y) fir
beliebige x € X, y € Y, da X und Y wegzusammenhéngend sind.
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11.2 Einfach zusammenhiangende Raume

DEFINITION 11.10

Ein topologischer Raum heifst einfach zusammenhdngend, wenn X wegzusammenhéngend ist und
m (X, x) = {1} ist fiir ein € X (und damit fiir alle z € X).

BEMERKUNG 11.11

Fiir einen topologischen Raum X gilt:

X zusammenziehbar = X einfach zusammenhgnd. = X wegzusammenhgnd. = X zusammenhgnd.

SaAaTz 11.12

Jeder zusammenziehbare Raum ist einfach zusammenhéngend.

BEWEIS

X zusammenhingend = X wegzusammenhéngend und homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum
Y = {yo}. Mit Korollar 11.9 folgt: m (X, z) ~ m (Y, y0) = {1}.

BEIsSPIEL 11.13

Jede konvexe Teilmenge des R™ (n € N) ist einfach zusammenhéngend.

ProprosITION 11.14

Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum und zg, 27 € X. Genau dann ist X einfach
zusammenhangend, wenn je zwei beliebige Wege von g nach z; weghomotop sind.

BEWEIS

Seien zunéchst 7, 7o zwei Wege von xg nach x; und X sei einfach zusammenhéngend. Dann ist o := 7y %75
eine Schleife an xg, also weghomotop zu e, ; aus o ~, e, folgt dann: 7 ~, 0 * 75 >, 7.

Seien umgekehrt o eibe Schleife in X an zg und 71 ein Weg von xy nach 1, 7 = ¢ * 7y. Dann gilt nach
Voraussetzung 7y ~, T, somit 0 o, T * T1 2, €4, Damit w1 (X, zg) = {1}.

SaTz 11.15

Seien p : X — X eine Uberlagerung, zo € X, % € p~'({mo}) C X. Zu jeder Schleife 7 in X an
ro bezeichne 7 den (eindeutig bestimmten) Weg in X mit Anfangspunkt o und p o 7 = 7. Indem
der Weghomotopieklasse [1] € m1(X,xo) der Punkt 7(1) € X zugeordnet wird, ist eine Abbildung
p:m (X, 1) = p~1({xo}) definiert.

Dabei ist p~'({zo}) gerade das Bild von p, : 71 (X, Z¢) — 71(X, z0), [6] = [poo].

Ist X wegzusammenhéngend, so ist p surjektiv. Ist X einfach zusammenhingend, so ist p sogar bijektiv.

BEWEIS

Fiir eine Schleife 7 in X an x¢ ist p(7(1)) = 7(1) = 7(0) = z0, somit 7(1) € p~ ({zo}). Ist 7/ ~,, 7, so0 ist
auch 7/ ~, 7, insbesondere 7'(1) = 7(1). Somlt ist p wohldefiniert. Fiir 7 gllt p([1]) = Zo & T ist eine
Schleife in X an &y = [1] = [po 7] = p.([7]) und fiir eine Schleife o in X~ an o ist umgekehrt o = 7 fiir
T =poa,somit p(p.([o])) = 7(1) = (1) = Fy, also p~L({Zo}) = p«(m1(X, T0))-

Sei nun X wegzusammenhingend. Zu y € p~*({xo}) gibt es einen Weg ¢ von #, nach y in X. Dann ist
T = poo eine Schleife in X an z¢ und 7 = o, somit y = o(1) = 7(1) = p([7]). Also ist p surjektiv.

Sei nun X sogar einfach zusammenhiingend, also 71 (X, %) = {1}. Fiir zwei Schleifen 7,75 an 2 in X
mit 71 (1) = 7»(1) folgt dann 7y ~, 7 nach Prop. 11.13, somit 4 = po 7 >, po 7y, d.h. [7] = [r2] in
Uyt (X7 xO)'
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11.3 Die Fundamentalgruppe des Kreises

SAaTz 11.16

Sei St = {x € C | |z| = 1}. Die Abbildung ¢ : Z — m1(S', 1), die einer Zahl m € Z die Klasse der
Schleife w,, : T — S!, ¢+ €2 zuordnet, ist ein Gruppenisomorphismus.

BEWEIS

Sei die Uberlagerung p von S! definiert durch R — S!, # + €2™ und p : m(S',1) = p~*({1}) =Z CR
die dazu nach Satz 11.15 gegebene Bijektion. Zu m € Z sei @,, : I = R, t — mt. Dann ist tatsdchlich
mit g = 1 und Zo = 0 erfiillt, dass p o &, = Wy, und @,,(0) = Tp = 0 und damit p([wy,]) = Om (1) = m.
Dabher ist p o ¢ = idz, also auch ¢ = p~! bijektiv.

Seien nun m,n € Z. Sei 0 : I - R, t +— m + nt. Dann ist ¢ ein Weg in R von m nach m + n und es gilt
pPoo =pow, =w,, weiter ist w,, * o definiert und endet in m + n; da R einfach zusammenh&ngend ist,
folgt mit Prop. 11.14 dann, dass @y, * 0 =) Wp4y, und somit

e(m +n) = [Winin] = [P0 @min] = [po (@m) * (poo)] = [podn]lpoo] = [wn]lwa] = p(m)p(n).

Damit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.

SaTtz 11.17 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nicht konstante Polynom mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle in C.

BEWEIS
Sei p € C[T] derart, dass Vz € C : p(z) # 0. Wir zeigen, dass p konstant ist.

0.B.d.A. sei p normiert, also p(T) = T" + a;T" ' + ... + ap_1T + a, mit a; € C. Fiir s,t € R sei F
definiert durch
_ _ pt) 1
F(S’t) - |p(t627\'is) E S M
p(t)

Dann ist F : R? — S! stetig. Fiir t € Rist F; : T — S, s — F(s,t) stetig und homotop rel {0,1} zur
konstanten Abbildung Fy = wg : I — S', 2+ 1. Somit ist F} eine Schleife in S* an 1, die weghomotop zu
wo ist. Fiir t € I'sei pi(T) =T +t(a T ' +... + apn_1T + ap,). Wihle rg € Roy mit ro > >0, |a;|. Fiir
alle z € C mit |z| = o gilt dann p(2) # 0, denn |t(a12" 1 + ... + an_12 + an)| < rorg ™' =l = |27 fiir
alle t € I. Fiir s,t € R sei G : R2 — S! definiert durch

pg(T062ﬂ-is)

Glot) = oo
‘ pt(ro) ‘

Dann ist G stetig und Weghomotopie zwischen den Schleifen Go = wy, : I — S! und Gy = F,, : T — S™.
Damit ist w, = Go ~p Fy, ~p wo, somit p(n) = [w,] = [wo] = ¢(0). Aus der Injektivitdt von ¢ folgt
n =0, d.h. p konstant.

Satz 11.18 (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Seien B? = {x € R? | ||z|| < 1} und h : B? — B? stetig. Dann gibt es ein z € B2 mit h(z) = .

BEWEIS

Angenommen, h(z) # z fiir alle x € B2 Zu x € B? gibt es dann jeweils genau ein r(z) € S', das
von der Form r(z) = z + t(h(z) — z) fiir ein reelles ¢ > 0. Dann ist r : B2 — S! stetig und eine
starke Deformationsrestriktion, damit B? homotopiedquivalent zu S'. Dann ist mit B? auch S' einfach
zusammenhéngend, Widerspruch zu Satz 11.16.
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Ubungsaufgaben

AUFGABE 1
Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Jeder Vektorraum iiber einem Korper besitzt eine Basis.

(b) Zu zwei beliebigen Mengen X und Y gibt es stets eine injektive Abbildung X — Y oder eine
injektive Abbildung Y — X.

(¢) Zu jeder surjektiven Abbildung f : X — Y gibt es eine injektive Abbildung ¢ : ¥ — X mit
f 0g = ldy

AUFGABE 2

Zeigen Sie, dass es eine wohlgeordnete Menge (X, <) mit einem grokten Element 7 gibt derart, dass X
iberabzdhlbar ist, wihrend fiir jedes a € X\{n} die Menge X, = {x € X | < a} abzihlbar ist.

Hinweis: Wahlen Sie zunédchst auf einer iiberabzidhlbaren Menge H eine Wohlordnung < und betrachten
Sie die Menge der a € H, fur die H, = {z € H | x < a} liberabzéhlbar ist.

AUFGABE 3
Finden Sie jeweils eine angeordnete Menge (X, %), die

(a) genau ein maximales Element und unendlich viele minimale Elemente hat.
(b) genau ein maximales Element hat, das jedoch kein grofites Element ist.

AUFGABE 4
Zeigen Sie: Gibt es injektive Abbildungen f: X — Y und g : Y — X, so auch eine Bijektion h : X — Y.

Um dies zu beweisen, setze man A = [J;~ (g o f)"(X\g(Y)) und zeige, dass h wie folgt gewéhlt werden

kann: @) N
x T e
hw) = { g Hx) zeX\A

AUFGABE 5

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir a € X und ¢ € R setzen wir

o]
Ity
—
IS
N
|

{r € X | d(z,y) < e} und
{ze X [d(x,y) <e}

o}
)
—
IS
~

Il

Zeigen Sie, dass das Teilmengensystem
T={UCX |VzxeU:3ecR":B(z) CU}

eine Topologie auf X ist.
Zeigen Sie weiter, dass bzgl. dieser Topologie B.(a) offen und B.(a) abgeschlossen ist.
Ist B.(a) der Abschluss von B.(a)?

AUFGABE 6
Zeigen Sie:
(a) In einem Hausdorffraum sind alle endlichen Teilmengen abgeschlossen.

(b) Auf einer beliebigen Menge ist die kofinale Topologie die gréobste Topologie, in der alle endlichen
Teilmengen abgeschlossen sind.

(¢) Eine Menge ist endlich < auf ihr ist die kofinale Topologie hausdorffsch.

AUFGABE 7

Jeder metrisierbare topologische Raum ist ein Hausdorffraum.
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AUFGABE 8

Auf der Menge X sei eine Familie von Teilmengensystemen (U ).cx gegegen derart, dass (N1)-(N4) fiir
jedes z € X gelten. Dann gibt es genau eine Topologie T auf X derart, dass fiir jedes z € X die Elemente
von U, gerade die T-Umgebungen von x sind.

AUFGABE 9
Sei X eine Menge und ¢ : P(X) — P(X) eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(a) c(0) = 0.

b)Y CX =Y CeY)

()Y CX =c(c(Y)) =c(Y).

Y, ZCX=c(YUZ)=c(Y)Uc(2).

Zeigen Sie, dass es genau eine Topologie auf X gibt, beziiglich der ¢(Y") der Abschluss von Y ist fiir alle
Y CX.

AUFGABE 10
Sei (X, T) ein topologischer Raum und B C P(X). Zeigen Sie:
B ist eine Basisvon T < BC T undzux € V € T gibt es stetsein U € Bmit t e U C V.

AUFGABE 11

Sei (X, <) eine total geordnete Menge. Wir betrachten X als topologischen Raum in der Ordnungstopo-
logie T . Zeigen Sie:

(1) X ist ein Hausdorffraum.

(2) Die offenen Intervalle (a,b) mit a,b € X*, a < b, bilden eine Basis von X.

(3) Fiir Y C X ist die Spurtopologie auf Y feiner als die durch < auf Y definierte Ordnungstopologie.
(4)

4) Ist X = R und < die iibliche Anordnung auf R, so ist die Spurtopologie auf {—1}U{% | n € N*}
verschieden von der durch < auf Y definierten Ordnungstopologie.

AUFGABE 12
Sei X ein topologischer Raum, dessen Topologie 7% von einer Metrik d : X x X — ]R(J{ induziert ist.

Zeigen Sie, dass auf jeder Teilmenge Y von X die Spurtopologie von der eingeschrénkten Metrik dy :
YXY — Rar induziert wird.

AUFGABE 13
Zeigen Sie fiir die Sorgenfrey-Gerade (R, 7) folgende Aussagen:

(1) T ist eine Verfeinerung der euklidischen Topologie auf R.
(2) Der Raum X ist hausdorffsch und separabel.

(3) Jeder Punkt von X hat eine abzidhlbare Umgebungsbasis.
(4) X Dbesitzt keine abzihlbare Basis und ist nicht metrisierbar.

AUFGABE 14
Sei f eine stetige Abbildung zwischen topologischen Réumen. Zeigen Sie:
(1) Fiir A C X ist f(A) C f(A).
(2) Fiir BCY ist f~1(B°) C

(3) Fiir BC Y ist f~1(B) C f~1(

XB))".
B).
AUFGABE 15

Sei X ein topologischer Raum und seien A, B abgeschlossene Unterrdume von X mit X = AU B. Zeigen
Sie, dass eine Abbildung f : X — Y in einen topologischen Raum Y genau dann stetig ist, wenn die
Einschrénkungen fj4: A =Y und fjp : B — Y stetig sind.
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AUFGABE 16

Seien X eine Menge und di,ds zwei Metriken auf X mit den jeweils induzierten Topologien 77 und 73
auf X. Weiter sei z : Rt — R eine streng monoton wachsende Funktion, die in 0 stetig ist mit f(0) = 0.
Zeigen Sie:

(1) Ist dy < fods, so gilt Ty C Ts.
(2) Ist dy > fodsy, sogilt T1 2 Ta.

AUFGABE 17

Zeigen Sie, dass jede konvexe Teilmenge von R ein Intervall ist und auflerdem, sofern sie mehr als einen
Punkt enthélt, als Unterraum homéomorph zu genau einem der Intervalle (0,1), [0,1) und [0, 1] ist.

AUFGABE 18

Sei n € N. Beweisen Sie, dass die Produkttopologie auf R™ := R X ... X R mit der euklidischen Topologie
auf R™ iibereinstimmt.

AUFGABE 19

Zeigen Sie, dass ein topologischer Raum X genau dann Hausdorffsch ist, wenn im Produkt X x X die
Diagonale A = {(x,z) | € X} einen abgechlossenen Unterraum bildet.

AUFGABE 20

Zeigen Sie, dass der Kreis S; := {x € R? | ||z|| = 1} als Unterraum von R? homdomorph ist zu R/Z.

AUFGABE 21

Sei K, einer der Korper R oder C, mit der euklidischen Topologie versehen. Weiter seien X ein topologi-
scher Raum und C2(X) := {f : X — X stetig}. Zeigen Sie:

(1) (a) Die Addition ax : K x K — K ist stetig.
(b) Die Multiplikation px : K x K — K ist stetig.
(c) Die Betragfunktion |- | : K — R ist stetig.
(d) Die Invertierung tg : K\{0} — K, = — 1 ist stetig.

(2) Fiir f,g € C2(X), A € Ksind auch f+g, fg, |fl,\f € CZ(X).
(3) Fiir f € C2(X) ist |f| € CR(X).

(4) (a) Fiir f € CR(X) ist Up :={x € X | f(z) # 0} offen in X.
(b) Die Abbildung ; : U = K, @ = 5y ist stetig.

AUFGABE 22

Sei (X, <) eine wohlgeordnete, tiberabzihlbare Menge mit einem grofites Element 1 derart, dass fiir jedes
a € X\{n} die Menge {z € X | x < a} abzéhlbar ist (vgl. Aufgabe 2).

Sei X mit der Ordnungstopologie zu < versehen, A := X\{n}. Zeigen Sie:
(1) Esist A= X, d.h. n € A, aber keine Folge (x,,)nen C A konvergiert gegen 7.

(2) Ist die Menge {0,1} mit der diskreten Topologie versehen, so ist die charakteristische Funktion
Xxa : X — {0,1} nicht stetig, aber fiir jede Folge (z,,)nen gilt mit z, — = auch xa(x,) — xa(x).

(3) X erfiillt keines der beiden Abzéhlbarkeitsaxiome und ist nicht metrisierbar.

AUFGABE 23

Seien X ein beliebiger topologischer Raum, ¢ € X und A C X. Zeigen Sie, dass genau dann ¢ € A gilt,
wenn es ein Netz (z;);cr in A zu einer geeigneten Menge (I, <) gibt mit (z;);e;r — c.

AUFGABE 24

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen X, Y und sei ¢ € X. Zeigen Sie, dass f
genau dann stetig in ¢ ist, wenn fiir jedes Netz (x;);er € X mit x; — c¢in X auch f(z;) = f(c¢) in Y gilt.
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AUFGABE 25

Seien M eine Menge und B C P(M). Zeigen Sie, dass F = {V € P(M) | 3U € B: U C V} genau dann
ein Filter auf M ist, wenn gilt:

(FB1) ZuU,U’ € B gibt es stetsein Ve Bmit VCUNU'.
(FB2) 0 ¢ B, B#0.

AUFGABE 26
Sei F ein freier Filter auf einer Menge X (d.h. (| F = 0). Zeigen Sie:

(1) X ist unendlich.
(2) In der kofinalen Topologie auf X ist jedes Element von X ein Haufungspunkt von F.
(3) In der diskreten Topologie auf X hat F keinen Haufungspunkt.

AUFGABE 27
Sei F ein Ultrafilter auf der Menge M. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(1) F ist kein Hauptultrafilter.

(2) F ist frei.

(3) F enthélt keine endliche Menge.

(4) M ist unendlich und F ist eine Verfeinerung des Filters der koendlichen Teilmengen von M.

AUFGABE 28

Sei (X, <) total geordnet und X mit T< versehen. Zeigen Sie, dass jede nicht leere, kompakte Teilmenge
von X bzgl. < ein Maximum und ein Minimum besitzt.

AUFGABE 29

Sei X die Sorgenfrey-Gerade, also die Menge R versehen mit der von den Intervallen [a,b) (wobei
a,b € RU{xoo}) erzeugten Topologie. Zeigen Sie:

(1) Keine streng monoton steigende Folge reeller Zahlen konvergiert in X.
(2) Kein echtes Intervall in R ist kompakt in X.

(3) X ist nicht lokal kompakt.
(4)

4) Zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jedem Punkt z € A€ existiert eine stetige Funktion
f:X —[0,1] (wobei [0, 1] mit der tiblichen Topologie versehen ist) mit f(z) = 0 und f(A) = {1}.

AUFGABE 30

Zeigen Sie, dass offene und abgeschlossene Unterrdume lokal kompakter Hausdorffraume wieder lokal
kompakt sind.

AUFGABE 31

Seien X ein topologischer Raum, Y ein Hausdorffraum, f : X — Y eine stetige Abbildung und (K}, ),en
eine monoton fallende Folge kompakter Teilmengen von X. Zeigen Sie, dass f(( K,) =) f(K,) gilt.

AUFGABE 32

Sei X ein nicht leerer, kompakter Hausdorffraum und f : X — X eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass
es eine nicht leere, abgeschlossene Teilmenge A C X gibt mit f(A) = A.

AUFGABE 33

Zeigen Sie, dass Y = {(z,y) € R? | y > 0} U {(0,0)} mit der von R? induzierten Spurtopologie nicht
lokal kompakt ist.

AUFGABE 34

Bezeichne S™ die n-Sphére {z € R"™! | ||z|| = 1} versehen mit der Spurtopologie des eukl. Raumes R™" 1.
Begriinden Sie, warum man die S™ als Alexandroff-Kompaktifizierung des R™ verstehen kann.
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AUFGABE 35

Zeigen Sie, dass ein topologischer Raum X genau dann ein Tj-Raum ist, wenn es in X zu jeder abgeschlos-
senen Menge A und jeder offenen Menge V mit A C V eine offene Menge U gibt mit ACU CU C V.

AUFGABE 36

Uberpriifen Sie, dass auf der Menge R der reellen Zahlen durch
T:={UU(VNQ)| UV CR offen bzgl. Tours.}

eine Topologie gegeben ist, und entscheiden Sie, ob der topologische Raum (R, T) regulér ist.

AUFGABE 37

Seien X ein topologischer Raum, Y ein Hausdorffraum und f,g : X — Y stetige Abbildungen. Zeigen
Sie, dass aus der Existenz einer dichten Teilmenge U C X mit fjyy = gjy schon f = g folgt.

AUFGABE 38

Die Sorgenfrey-Gerade X ist normal, die Sorgenfrey-Ebene dagegen nicht.

AUFGABE 39
Sei (Xq)a eine Familie nicht leerer topologischer Réume und X =[], X,. Dann gilt:

Genau dann ist X ein T3-Raum, wenn fiir jedes o € I der Raum X, ein T3-Raum ist.

AUFGABE 40

Sei f: X — Y stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen X,Y. Wir betrachten den Graphen
Gy :={(z, f(z)) | * € X} als Unterraum von X x Y. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung g : X — Gy, g(z) := (z, f(x)) ist ein Hom&omorphismus.
(b) Ist Y Hausdorffsch, so ist Gy abgeschlossen in X x Y.

AUFGABE 41

Sei (X4 )acr eine Familie nicht leerer Hausdorffriume derart, dass [] X, lokal kompakt ist.

acl
Zeigen Sie, dass die Rdume X, fiir alle o € I lokal kompakt und fast alle kompakt sind.

AUFGABE 42

Fiir eine Menge X bezeichnen wir mit X die Menge der Ultrafilter auf X. Zu einer Teilmenge U von X sei
U die Menge derjenigen Ultrafilter auf X, die U als Element enthalten. Wir betrachten X als Teilmenge
von X, indem wir die Elemente von 2 € X mit dem in z zentrierten Hauptultrafilter {U C X | z € U}
identifizieren.

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Zeigen Sie:
(1) Die Mengen U mit U C X offen bilden die Basis einer Topologie auf X.
(2) X ist kompakt und X ist homdomorph zu einem Unterraum von X, der dicht in X liegt.

(3) Ist X diskret, dann ist X ein Hausdorffraum und jede stetige Abbildung f : X — Y in einen
kompakten Hausdorffraum besitzt eine eindeutige (stetige) Fortsetzung f: X — Y.

(4) Die Stone-Cech-Kompaktifizierung 5(X) kann dann mit dem Raum X identifiziert werden.

AUFGABE 43
Xa.

Zeigen Sie, dass genau dann jeder Punkt in X eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt, wenn dies in
jedem Raum X,, a € I, der Fall ist und zudem die Menge J := {« € I | | X,| > 1} abzédhlbar ist.

Seien (X4 )aer eine Familie nicht leerer, topologischer Rdume und X =[],
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AUFGABE 44
Seien (X, d) ein metrischer Raum, 0 < a < oo und f : [0,00) = [0,00), t + 125. Zeigen Sie:
(1) f ist streng monoton steigend und fiir s, € [0,00) gilt f(s) < a und f(s+t) < f(s) + f(¢).

(2) 6 := fod: X x X — R ist eine Metrik, welche die gleiche Topologie auf X induziert wie d. Es
gilt 6(x,y) < « fiir alle z,y € X.

AUFGABE 45

Sei die Funktion f gegeben durch

Iz 0 t=0
b= {sin(:) t#£0

Zeigen Sie, dass der Graph T'y = {(t, f(¢)) | t € [0,1]} in der Spurtopologie von R? zusammenhiingend,
aber nicht wegzusammenhéangend ist.

AUFGABE 46
Sei A= {(z,y) € R? | zy =0 oder x = L, n € N}. Zeigen Sie:

A ist in der Spurtopologie von R? wegzusammenhéngend, jedoch nicht lokal zusammenhéngend.

AUFGABE 47

Ein topologischer Raum X ist genau dann lokal (weg)zusammenhéngend, wenn in jedem offenen Unter-
raum U von X jede (Weg-)Zusammenhangskomponente offen ist.

AUFGABE 48

Zeigen Sie, dass fiir A C R? stets R?\ A wegzusammenhingend ist.

AUFGABE 49

Zeigen Sie, dass keine zwei der topologischen Riume R, R?,S', S? zueinander homdomorph sind.

AUFGABE 50
Zeigen Sie, dass fiir einen topologischen Raum X folgende Aussagen &dquivalent sind:

(1) X ist kontrahierbar.
(2) Jede stetige Abbildung X — Y in einen topologischen Raum Y ist unwesendlich.
(3) Jede auf einem topologischen Raum Z definierte, stetige Abbildung Z — X ist unwesentlich.

AUFGABE 51

Eine nicht leere Teilmenge U eines topologischen Raumes X heifst irreduzibel, wenn es keine in U echten
abgeschlossenen Teilmengen A, B C U mit U = AU B gibt.

Eine irreduzible Teilmenge U C X, die in keiner echt groferen irreduziblen Teilmenge von X enthalten
ist, wird als eine irreduzible Komponente von X bezeichnet.

Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie:
(1) Es sind dquivalent:

(a) X ist irreduzibel.
(b) Jede nicht leere, offene Teilmenge von X liegt dicht in X.
(c) Je zwei nicht leere, offene Teilmengen von X haben nicht leeren Schnitt.

(2) Genau dann ist Y C X irreduzibel, wenn Y irreduzibel ist.
(3) Jede irreduzible Komponente von X ist abgeschlossen.

(4) Jede irreduzible Teilmenge von X ist in einer irreduziblen Komponente enthalten.

Martin Gubisch 81 SS 2007



Ubungsaufgaben Topologie

AUFGABE 52

Charakterisieren Sie die irreduziblen Teilmengen eines Hausdorffraums sowie eines Raums, der die Kofi-
naltopologie tragt.

AUFGABE 53

Ein topologischer Raum X heifit Noethersch, wenn jede absteigende Folge (A, )nen abgeschlossener Teil-
mengen von X stationdr wird, d.h. wenn es ein N € N gibt derart, dass A, = A,, fir alle m > N.

Zeigen Sie, dass fiir einen topologischen Raum X folgende Aussagen dquivalent sind:

(1) X ist Northersch.
(2) Jedes nicht leere System aus abgeschlossenen Teilmengen von X besitzt ein minimales Element.
(3) Jede offene Teilmenge von X ist kompakt.

AUFGABE 54

Zeigen Sie, dass das Spektrum eines Noetherschen Rings in der Zariski-Topologie ein Noetherscher topo-
logischer Raum ist.

AUFGABE 55
Sei X ein Noetherscher, topolohischer Raum. Zeigen Sie:

(1) X hat nur endlich viele irreduziblen Komponenten.
(2) Sind X1, ..., X,, die irreduziblen Komponenten von X, gilt fir i = 1,...,n: X; € U{X; | i # j}.
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