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1 Topologische Grundlagen 1.1 Normierte und metrische Ridume

1 Topologische Grundlagen

1.1 Normierte und metrische Riaume

NOTATION

Mit K bezeichnen wir einen der Kérper R und C.

WIEDERHOLUNG

Ein Tripel X = (X, a, s), bestehend aus einer nicht leeren Menge X und Abbildungen a : X x X — X
(r,y) —mx+yund s : Kx X — X, (a,z) — ax heifst ein Vektorraum iiber K, falls gelten:

(D) Va,y,ze€ X 1 (x+y)+z=a+ (y+ 2) (Assoziativitit),

(2) Va,y € X : 2 +y =y + x (Kommutativitit);

(3) 0 € X :Vax € X : 24+ 0 =z (Ezistenz des Neutralen);

) Vee X :3(—x) e X :x+ (—x) =0 (Existenz der Inversen);
5) Vo, eK, z € X : (af)x = a(fz);

6) Va e K, z,y € X :a(z+vy) =ax+ ay;

(M) Va,B K, z€ X : (a+ )z =ax+ B

(8) Vx € X : 1z = x.

DEFINITION

X = (X,qa,s,|| - ||) heikt ein normierter Vektorraum iiber K, falls (X, a,s) ein Vektorraum und
[[-]]: X = R, — ||z|| eine Norm auf X ist, d.h. falls gelten:

(NO) Vz € X : ||z|| > 0 (Positivitit);

(N1) Vz € X : ||z|| = 0 = = = 0 (Definitheit);

(N2)Va €K, z € X :||azx|| = |a|||z]| (Multiplikativitit),

(N3) Va,y € X : ||z + y|| <||z|| + |lyl| (Dreiecksungleichung).

Verzichten wir auf die Definitheit, so erhalten wir eine Halbnorm und einen halbnormierten Vektorraum
iiber K.

BEMERKUNG

Sei X ein halbnormierter K-Vektorraum. Dann gelten:

(1) J/o]| = 0.

@) 1zl = llyll] < llz = y|| (Umgekehrte Dreiecksungleichung).

DEFINITION

Ein Paar (X, p), besteht aus einer nicht leeren Menge X und einer Abbildung p : X x X — R, definiert
durch (z,y) — p(x,y), heilst ein metrischer Raum, falls p eine Metrik auf X ist, d.h. falls gelten:
(M1) Va,y € X : p(x,y) = 0 & a =y (Definitheit);

(M2) Va,y € X : p(z,y) = p(y, x) (Symmetrie);

(M3) Vz,y,z € X : p(x,2) < p(z,y) + py, 2). (Dreiecksungleichung)

p(z,y) wird auch der Abstand von = und y genannt.

Schwichen wir die Definitheit ab zu Va € X : p(x,z) = 0, so erhalten wir eine Semimetrik und einen
semimetrischen Raum.

BEMERKUNG
(1) Sei X ein semimetrischer Raum. Dann gilt: Va,y € X : p(z,y) > 0.

(2) Sei X ein halbnormierter K-Vektorraum. Dann ist dist : X x X — R, (z,y) — ||z—y|| eine Semimetrik
auf X.

(3) Ist X ein normierter K-Vektorraum, dann definiert dist sogar eine Metrik auf X.
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1 Topologische Grundlagen 1.1 Normierte und metrische Rdume

BEISPIELE (normierter K-Vektorrdume)

(1) K mit der iiblichen Addition, Multiplikation und Betragsnorm.

(2) K™ mit punktweise definerten Verkniipfungen und ||z|| := max}_; |z,|.
(3) K" mit [[ollz = /S0 Tl

(4) K" mit [l := 30 |2l

()

5) €([a,b]) := {f | [ : [a,b] — K stetig} mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation sowie

1l 2= max |f(a).

(6) Der Raum £, der beschrinkten Zahlenfolgen x : N — K, versehen mit der Supremumsnorm, welche
durch ||z||eo 1= supS2, |z,| (z € l) gegeben ist.

(7) Der Raum €"([a, b]) der n-mal differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — K, ausgestattet mit der durch
||| ==Y o nax |z (t)| (z € €"([a,b])) gegebenen Norm.

tefa,b)
BEISPIELE (fiir Metriken und Semimetriken)

(1) Seien X eine nicht leere Menge und 6(z,y) := {1 wrty- Dann ist (X, 0) ein metrischer Raum. ¢ heift
die diskrete Metrik.

(2) Durch d(z,y) \/f_ |z(t) —y(®))? dt (z,y € €([—m,7])) wird auf €([—n, 7]) eine Metrik definiert.

(3) R? wird meist mit dem euklidischen Abstand da(x,y) == \/|z1 — y1|? + |v2 — y2|? fiir © = (21, 22)
und y = (y1,42), =,y € R? ausgestattet.

(4) di(z,y) = |x1 — y1| + |v2 — ya| (2, y € R?) liefert einen weiteren Abstand auf R2.

(5) Allgemein lasst sich der K™ mit der Mazimumsmetrik doo(z,y) := max?_, |z, — y,| (z,y € K")
versehen.
(6) Auch auf &([a, b)) existiert eine Maximumsmetrik: doo (2, y) := m[a>§] lz(t) —y(t)| =,y € €([a,b]).
tela,
(7) Sei zo € R2. Die Metrik der franzisischen Fisenbahn ist definiert durch

do(z,y), falls x,y auf einer Geraden durch z( liegen

— 2
d(z,y) = { da(z,z0) + da(z0,y) sonst (2,y € RY).

(8) Seien (X,d) ein semimetrischer Raum und ¢ : [0,00) — [0,00) eine Abbildung mit ©(0) = 0 und
Vr,s,t > 0:1r <s+t=0(r) <p(s)+ ¢(t). Dann ist (X, ¢ o J) ein semimetrischer Raum.

(9) Ist (X,0) sogar ein metrischer Raum und gilt fiir ¢ zuséitzlich Vi € X : ¢(t) = 0 = ¢ = 0, dann ist
(X, po0) ein metrischer Raum.

BEHAUPTUNG

Seien (X, d) ein metrischer Raum und o(z,y) := % (r,y € X), d.h. o(X) C [0,1) Dann ist (X,0)
ein metrischer Raum.

BEWEIs

Setze p(t) := 1+t (t € [0,00)). Dann gelten:

(1) Vs,t>0:5 <t=s+st <t+st=p(s) =1 < 5 = »(t) und

(2) Vs, t>0:p(s+t) =t = 2o 4t <o g b — o(s) + o).

Nach dem letzten Beispiel ist dann ¢ = ¢ o § eine Metrik auf X.

BEMERKUNG

Sei (X, 9) ein semimetrischer Raum. Dann gelten:

(1) Va,b,z,y € X : |6(a,b) — d(z,y)| < d(a,z) + (b, y).
(2) V,y,z € X : |0(z,y) — d(z, 2)| < d(y, 2).
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1 Topologische Grundlagen

1.2 Die Rdume ¢,

1.2 Die Raume /,

BEMERKUNG
Fiir p € (1,00) und @ = (21, ..., ) € K" definieren wir ||z||, := >/ _, |a:y|p)%.
Auferdem setzen wir zy := (T1Y1, ..., TnYn) und (z,y) :== > . _ 2,4, (z,y € K").

Sarz 1 (Holder-Ungleichung)

1 1

Seien p € (1,00) und ¢ := £5 (d.h. 5+ - =1). Dann gilt fiir alle 2,y € K": |[zy|[1 < [[=]|,|[yll4-

p—1

BEWEIS

Die Funktion In ist streng konkav, da ihre Ableitung = +— % streng monoton féllt. Damit gilt fiir a,b > 0 :

1 1 1 1
In(ab) = In(a) + In(d) = » In(a?) + gln(bq) <In <pap + qaq) ,

also ab < % + % ().

Seien jetzt (E x,y # 0, d.h. ||z]|, > 0 und ||y||, > 0. Dann gilt:

) I /1 p 1 q
lwyllh Z EM 9 Z( |z | |yuq):17

[lellplylle = Nlallp ylle ~ 2= \pllallp B

also [[zy|ly < [|z[[p]lyllq-

Satz 2 (Minkowski-Ungleichung)
Sei p € (1,00), dann gilt fir z,y € K” die Ungleichung ||z + y|l, < ||z|lp + ||¥l]p-

BEWEIS

Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir fiir z,y € K” mit ¢ := =

n

letullr = 3 lew+ul
v=1
A n n
= Z|Iu +yu‘p71|l'u| +Z‘xu+yV|p71|yu|
v=1 v=1
= |[|((z, + yV>p71)u(IV)V||1 +[[((z, + yV)pil)u(yu)VHl
< I |

2+ 9112)" 7 (lzllp + [[]],)
llllp + lyllp)"

~—~ o~

= [l +yll, <

also ||z +yllp < [|z[lp +[[yllp-

Ty + yl/)p_l)u |q||($u)V||p +[|((zv + yu)p_l)VHqH(yV)V”p

(ZI(%eru)”_qu) [zl + <Z|xu+yu” 1|q> !l

KOROLLAR 3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir alle z,y € K™ gilt [{x,y)| < ||z||2]|y]|2-

FOLGERUNG
Fiir 1 < p < oo definiert || - ||, eine Norm auf dem K", die p-Norm genannt wird.
Martin Gubisch 5
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1 Topologische Grundlagen 1.2 Die Rdume ¢,

BEMERKUNG
Die Holder-Ungleichung gilt auch fiir p =1, ¢ = oo, denn fiir x,y € K" ist

n n

eyl =D levl < lzulllyllse = llel1lylls.

v=1 v=1

DEFINITION

Fiir 7 = (,)neny € KN := {z | 2 : N — K} definieren wir

S falp (p € [1,00))

lzllp =
|Zlloe == sup |z,
veN
bty = {z eK"[|lz|l, < oo} (p € [1,00]).
¢, zusammen mit || - ||, heifit der £,-Raum iiber K (p € [1, c0]).

BEMERKUNG

|| ||, definiert eine Norm auf ¢,, denn wegen >.._, |z, yu| < ||z||p||yllq (20, v € K) gelten Holder- und
Minkowski-Ungleichung auch fiir n — oo.

Insbesondere liegt fiir z € £, y € £, stets xy in ¢;.

Damit ist (€p, || - ||p) ein normierter K-Vektorraum fiir p € [1, c0].

SaTz 4 (Jensensche Ungleichung)

Seien p, ¢ € [1, 00] mit p < ¢. Dann gilt ¢, C ¢, und ||z||; < ||z||, fir alle z € £,,.

BEWEIS

Der Fall ¢ = oo ist klar. Gelte (E p < ¢ < oo und ||z||4 # 0. Dann

oo o0
el = lal = Y lanlPlan |77 < Jlz|Bll2l|? < llalBllellg™ = ll2]lf.

v=1 v=1

Also ||z||q < ||x||p- Damit gilt insbesondere £, C £,.

BEMERKUNG
Die Réume ¢, sind (bzgl. || - ||,) alle vollsténdig (p € [1, c0)).

Seien dazu p € [1,00), € > 0 und (xg)gen mit g := (5,@)”@; eine Cauchyfolge in ¢,. Dann gibt es ein
K € N mit

|2k — 21l = (Z |€T(Lk)—§r(f)|p> <e (k1> K).
n=1

Insbesondere gilt also |§§P.§£Z)| < e fiir alle n € N, d.h. jede Komponentenfolge (55{“)),@@\1 ist eine Cauchy-
folge in K und besitzt damit einen Grenzwert &, (n € N) in K. Wir zeigen, dass (§,)nen in £, liegt und
klirgo xr, = x gilt.

Sei m € N, dann gilt die Ungleichung (3", \g,(f) - ,(Ll)|P)% < e fiir k,1 > K und damit fiir k — oo auch
o en— %”\P)% < efiir [ > K. Betrachtet man nun auch m — oo, dann folgt (3, ; |§$f)—§§f)|P)% <e
fir I > K, d.h. fiir | > K liegt die Folge (&, — fy(Ll))neN in ¢,. Da ¢, ein Vektorraum ist, folgt daraus, dass

auch z := (&,)nen in £, liegt.

Damit ist ||z — 2], = (350, |68 — ¢P)» < e fir I > K, d.h. lim @ = x.
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1 Topologische Grundlagen 1.3 Topologie semimetrischer Ridume

1.3 Topologie semimetrischer Raume

NOTATION

Seien (X, d) ein semimetrischer Raum, € € (0,00) und a € X. Wir setzen

U;, = {zeX|da,

x) < €} Umgebung von a mit Radius €;
K, = {reX|da,zx)<e} Kugel von a mit Radius e.

Speziell wird K} als die Einheitskugel von (X, §) bezeichnet.

Wir nennen ein O C X offen, wenn zu jedem x € X ein € > 0 existiert mit U5 C O.

Mit O := O(9) := {O C X | O offen} bezeichnen wir das System aller offenenen Teilmengen von X.
p(X):={Y | Y C X} bezeichnet die Potenzmenge von X, also das System aller Teilmengen von X.

Satz 5 (Eigenschaften offener Mengen)
Sei (X, ) ein semimetrischer Raum. Dann gelten:
(01) P e, X €.

)
(02) 0' CO= |J O €0, d.h. beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
o0’
(03) O C O endlich = [\ O € 0, d.h. endliche Schnitte offener Mengen sind offen.
ocv’

BEWEIS
(1) Trivial.

(2) Sei z € YO, dann gibt es ein O € O’ mit z € O und da O offen, auch ein € > 0 mit US C O C |JO'.
Also ist [JO' offen.

(3) B sei O = {01,02}. Zu z € O1 N Oy gibt es €1,e2 > 0 mit U C O; und U2 C O,. Wéhle
€ :=min{ey, €2}, dann U5 C O1 N Oz. Also ist O1 N O offen.

BEHAUPTUNG

Sei (X, ) ein semimetrischer Raum. Fiir € X, € > 0 gilt dann stets U € O, d.h. Umgebungen sind
offen.

BEWEIs
Sei y € Ug. Dann ist € > d(z,y). Setze € := e — §(x,y), dann U; cU;.

DEFINITION

Seien X eine nicht leere Menge und O C p(X). Das Paar (X, Q) heifst ein topologischer Raum, falls
(01), (02), (03) erfiillt sind.

O heiftt eine Topologie auf X; die Elemente von O heifsen offen.
Seien z € X und U C X. Dann heifft U eine Umgebung von X, falls ein O € Q existiert mit x € O C U.

U, :={U C X | U Umgebung von x} heilt das Umgebungssystem von x.

BEMERKUNG

Jeder semimetrische Raum (X, ) ist in kanonischer Weise ein topologischer Raum, denn nach Satz 5
definiert Q(9) eine Topologie auf X.
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1 Topologische Grundlagen 1.4 Umgebungen

1.4 Umgebungen

SaTz 6 (Eigenschaften von Umgebungen)
Seien (X, ) ein topologischer Raum und z € X. Dann gelten:

U0) U, # 0.

UH)VU eU,:xz€U.

U2) YU,,Uy € U, : Uy NUy € U,.
U))vwuel,, VCX:UCV=Vel,.
U4)

(
(
(
(
(U4) YU €U, : IV €U, : Wy € V: U € U,

BEWEIS
(U0) Klar: X € U,.
(Ul) Zu U € U, gibt es nach Definition ein O € O mit x € O C U, also z € U.

(U2) Sind Uy, Us € U,, dann gibt es 01,05 € O mit © € O; C Uy und = € Oz C Us und damit auch
€01 N0y CU NUz. O NO3 ist offen, also Uy NU, € U,.

(U3) Sei U € U,, dann gibt es O € O mit z € O C U. Gilt U C V, dann auch 2 € O C V, d.h. auch
V ist eine Umgebung von z.

(U4) Sei U € U,, dann gibt es O € O mit x € O C U. Setze V := O, dann gilt fiir y € V, dass
yeOCU,dh UelU,.

FOLGERUNG

Fiir O C X gilt die Aquivalenz O € O < Vo € O : O € U,, d.h. offen sind gerade die Mengen, die
Umgebung all ihrer Punkte sind.

BEWEIS
=: Klar, denn fiir z € O ist z € O C O, also O € U,.

<: Zu z € O gibt es nach Voraussetzung stets ein O, € O mit z € O, C O. Damit O = |J O, € O.
z€0

DEFINITION

Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Wenn sich in (X, 0) zwei verschiedene Punkte stets durch offene
Umgebungen trennen lassen, d.h. wenn gilt

(Us)Vz,ye X, x #y:3U, €U,, U, €U, : U, NU, =0,
dann heift (X,0) ein Hausdorffraum.

BEHAUPTUNG

Sei (X, 9) ein semimetrischer Raum. Dann gelten:

(1) Seien U C X und z € X,dann U € U, & Je >0: U CU.

(2) (X,0) ist ein metrischer Raum < (X, 0(6)) ist ein Hausdorffraum.

BEWEIS
(1) =: Sei U € Uy, dann gibt es O € O(4) mit z € O C U und damit auch ¢ > 0 mit U; CO CU.
<: Klar, da US € O(9).
(2) =: Sei (X, 0) ein metrischer Raum, dann gilt fiir x,y € X, z # y, dass §(x,y) # 0. Setze € := @,
dann sind Ug und Uy Umgebungen von z,y mit UgNU; = (). Also ist (X, 0(0)) ein Hausdorffraum.

<: Seien z,y € X mit z # y. Da (X,0(d)) Hausdorffraum, gibt es U, € U, und U, € U, mit
U, NU, = (. Nach (1) gibt es €, €, > 0 mit Us* C U, und Uy C U,,. Sei € := min{e,, €, }, dann
sind Uy, Uy schnittleere Umgebungen von z,y und damit é(z,y) > € > 0.
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1 Topologische Grundlagen 1.5 Topologische Grundbegriffe

1.5 Topologische Grundbegriffe

DEFINITION
Seien (X, ) ein topologischer Raum, A C X und z € X.

A heiflt abgeschlossen, falls das Komplement A¢ offen ist. Die Menge {A C X | A¢ € O} aller abge-
schlossenen Mengen von (X, Q) wird mit A bezeichnet.

Int(A) := A° :={a € X | A € U,} heifst das Innere von A. Die Elemente von Int(A) werden als innere
Punkte von A bezeichnet.

Cl(A):=A:={a e X |VU €U, : UN A # 0} heifit der Abschluss oder die abgeschlossene Hiille von
A. Die Elemente von Cl(A) werden als Berthrpunkte von A bezeichnet.

I(A)={ae X |VU€U,:UNA=0und UnN A® = 0} heit der Rand von A. Elemente aus 9(A)
heiflen Randpunkte von A.

Satz 7 (Eigenschaften des Inneren)
Seien (X, 0) ein topologischer Raum und A C X. Dann gelten:

) Int(A) € A und Int(A) € O.
2) Int(A) = Uggg O, d.h. Int(A) ist die grofte offene Teilmenge von A.
) ACTInt(A) & A€Q.
) Int(Int(A)) = Int(A).
) Int(A N B) = Int(A) N Int(B).
)

3
4
5
6) Int(A) UInt(B) C Int(AU B).

(1
(
(
(
(
(

BEWEIS
(1) Sei a € Int(A), dann A € U,, d.h. a € A nach (U1).

Nach (U4) gibt es V € U, mit A € Uy, fiir alle y € V und wegen V C Int(A) gilt Int(A4) € Uy, also
ist Int(A) Umgebung all seiner Punkte und damit offen. Also Int(A) € O.

(2) Nach (1) gilt Int(A) C 822 O. Ist umgekehrt A C O fiir ein O € O, dann ist O Umgebung all seiner
Punkte, d.h. fiir z € O gilt stets O € U,. Wegen O C A ist nach (U3) auch A € U, also O C Int(A).

(3) =: Mit (1) gilt ACInt(A) = A=1Int(A) = A€ O.
<:Mit (2) gilt Ac O= A=1Int(4A) = A C Int(A).
(4) Nach (1) ist Int(A) € O und mit (3) folgt Int(Int(A)) = Int(A).

(5) Wegen Int(AN B) C Int(A) und Int(AN B) C Int(B) folgt Int(AN B) C Int(A) NInt(B). Umgekehrt
ist Int(A) N Int(B) eine offene Teilmenge von A N B, also nach (2) Int(A) N Int(B) C Int(A N B).

(6) Wieder mit (2): Int(A)UInt(B) ist eine offene Teilmenge von AU B, also Int(A)UInt(B) C Int(AUB).

BEMERKUNG

In (6) gilt im Allgemeinen keine Gleichheit: Beispielsweise gilt in (R, @(d)) mit A := Q, B := Q¢, dass
Int(A) UInt(B) = 0 C R = Int(R) = Int(A U B).

Satz 8 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen)
Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann gelten:
(A1) D e A, X € A.

)
(A2) A C A= () Ae€A, dh. beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
Aech’
(A3) AY C A endlich = | A € A, dh. endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind
abgeschlossen. Aeh’
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BEWEIS
Folgt tiber Komplementbildung unmittelbar aus (O1), (02), (03):
Al) Xc0=X=0cAundPecO0=0"=X cA.
(A2) (N A =(U )A°€©:> N Ae€A.
AcA’ A€A

AcA/
A3) (U A= N Ace([)):> U AeA.
AeA/ AeA/ AeA/

SaTz 9 (Dualitdt von Int und Cl)
Sei (X, O) ein topologischer Raum. Dann gilt: VA C X : CI(A) = (Int(A¢))¢ und Int(A) = (C1(A°))".

BEWEIS
Zur ersten Gleichheit: Wir zeigen (Cl(A))¢ = Int(A°). Es gilt:

€E(CA) ©WeU, : UNA=0o W elU,:UC A & A° €U, < z € Int(A°).

Zur zweiten Gleichheit: Es gilt C1(A°) = (Int(A))°, also auch Int(A) = (Cl(A%))°.

Satz 10 (Eigenschaften des Abschlusses)
Seien (X, Q) ein topologischer Raum und A C X. Dann gelten:

1) AC CI(A) und CI(A) € A.
Cl(A) = ig} F, d.h. CI(A) ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von A.

BEWEIS

Alle Aussagen lassen sich liber das Dualitdtsprinzip aus den Eigenschaften des Inneren ableiten:
A))° D Ime(4°) € 0 = CL(A4) € A. Aufierdem C1(A¢) D (Int(4))° D 4° = CL(4) D A.
A @ (A7) = UGER. 0 = UGeE 0° = UAER 7 = (NAER F)° = CI(4) = M35 F.

(1)

(2)

(3) ClA) C A & Ac C (A D m(A) & A c 0 o Ac A
(4) 2

(5)

1) (C1CL(A)))* D me((C1(A4))?) D Int(Int (A°)) = Int(A°) = (C1(A))®, also auch CL(CL(A)) = C1(A).

5) (CLA U B)® 2 Int((A U B)°) = Int(A° N B°) = Int(4°) N Int(B°) 2 (Cl1(A))e N (CUB))® =
(CI(A) UCL(B))°. Also gilt auch Cl(AU B) = Cl(A) U CI(B).

(6) (CUA N B))* 2 Int((A N B)°) = It(A° U B°) D Int(A9) U Int(B°) 2 (CL(A))° U (CLB))® =
(CI(A) N C1(B))°. Also gilt auch CI(AnN B) C C1(A) N CI(B).

BEMERKUNG

Wieder gilt in (6) im Allgemeinen keine Gleichheit: Betrachtet man erneut A := Q und B := Q¢ in
(R,0(d)), dann gilt § = C1(0) = C1(QNQ°) = CI(ANB) ¢ CI(A)NCL(B) = Cl(Q)NCI(Q°) =RNR =R.
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1.6 Filter und Filterbasen

DEFINITION (Cartan)
Sei X eine nicht leere Menge. F C (X)) heifst ein Filter auf X, falls gelten:

(F1) T ist nicht leeres System nicht leerer Mengen.

(F2) Zu F € Fund G C X mit F C G liegt stets auch G in F.
(F3) Mit F und G liegt stets auch FNG in F.

Fo C p(X) heilt eine Filterbasis auf X, falls gelten:

(FB1) Fy ist nicht leeres System nicht leerer Mengen.
(FB2) Zu F,G € Fy gibt es stets ein H € Fo mit H C FNG.

NOTATION

Sei H ein nicht leeres System nicht leerer Mengen. Mit [H] := {G C X | 3H € H: H C G} bezeichnen
wir das System der Obermengen von Mengen aus H.

BEMERKUNGEN
(1) Sei H ein nicht leeres System nicht leerer Mengen. Dann gilt: H ist Filterbasis < [H] ist Filter.
H heifst dann Filterbasis von [H] und [H] der von H erzeugte Filter.

(2) Seien Fq, Fy Filterbasen. Wir nennen Fy grober als Fy und Fo feiner als Fy und schreiben dann Fy < Fo,
falls []Fl] g []FQ}

Es gllt FixF, < F, C [FQ} S VF elFy:dF, e Fy: Fy C F.

< ist reflexiv und transitiv, aber im Allgemeinen nicht antisymmetrisch.

BEISPIELE (fiir Filter und Filterbasen)

(1) Seien X, Y nicht leere Mengen, f : X — Y eine Abbildung und Fy eine Filterbasis auf X. Dann ist
f(Fo) :={f(F) | F € Fy} eine Filterbasis auf Y.

(2) Seien X eine Menge und A C X nicht leer. Dann ist Fy := {A} eine Filterbasis auf X.
(3) Sei X unendlich. Dann ist F := {A C X | A° endlich} ein Filter auf X, der Kofinalfilter.
Seien X = N und F der Kofinalfilter auf X. Dann gilt: F={ACN |3In e N:Vm >n:m € A}.

Seien X # 0, o : N — X eine Abbildung und F:= {ACN|3n e N:Vm >n:m € A}. Dann ist
Fla) :=[af)]) ={BC X |3IneN:Vm>n:a(m) € B} ein Filter auf X, der Frechet-Filter der
Folge a.

(4) Seien (X,0) ein topologischer Raum und z € X. Dann ist U, ein Filter auf X mit Filterbasis
0,:={0€0]|zec0}.

BEMERKUNGEN

(1) Ist (X, Q) ein topologischer Raum, dann nennt man Filterbasen von U, (x € X) auch Umgebungsbasen
(lokale Basen).

(2) Wir nennen B C O eine Basis von O, wenn es zu jedem O € O ein B’ C B gibt mit O = |J B.
Aquivalente Formulierung: B Basis von O < VO € O, x € O:3B€B:x € B C O. Ber
(3) S C O heifit eine Subbasis von O, falls { (] S| S’ C S endlich} eine Basis von O ist.
Ses’

BEISPIELE (fiir Umgebungsbasen und Basen)

(1) {Us | e> 0}, {K:|e>0} und {Uj | n € N} bilden fir z € X Umgebungsbasen im semimetrischen
Raum (X, 9).

(2) {(a,d) | a,b € Q, a < b} bildet eine abzéhlbare Basis auf (R, O(d)). Man nennt Q(d) daher auch die
Intervalltopologie auf R.
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1.7 Konvergenz und Stetigkeit

VORBEMERKUNG

In semimetrischen Rdumen kénnen viele topologische Begriffe durch Folgenkonvergenz beschrieben wer-
den. Diese wollen wir jetzt mit Hilfe des Filterbegriffs auf beliebige topologische Réume verallgemeinern.

In der Analysis haben wir fiir eine Folge o = (i )nen € RY, o € R definiert:

n—oo

a, — a=VUely,:IneN:VYm>n:aq, € U.

Mit dem eben eingefiihrten Frechet-Filter bedeutet das gerade: oy, "— « < U, C F().

DEFINITION

Seien (X, Q) ein topologischer Raum und Fy eine Filterbasis auf X. Fy konvergiert gegen a € X, falls
das Umgebungssystem von a grober ist als Fo, d.h. Fg — a : &< U, < Fy.

a heiflit dann ein Grenzwert von Fy.

BEMERKUNG

Grenzwerte miissen nicht eindeutig sein: Im semimetrischen Raum (X,d) mit 6 = 0 konvergieren bei-
spielsweise jede Folge und jeder Filter gegen jedes Element: Va € X : U, = {X}.

Sarz 11
Seien (X, Q) ein topologischer Raum und A C X. Dann gilt:

a liegt genau dann in Cl(A), wenn es eine Filterbasis Fy von X gibt mit Fg — a und VF € Fy : F C A.

BEWEIS

=:Seia € Cl(A) dh. VU € U, : UN A # (. Setze Fo :={UNA|U € U,}, dann ist Fy eine Filterbasis
mit den geforderten Eigenschaften.

<: Seien F( eine Filterbasis mit den gewlinschten Eigenschaften und U € U,. Dann gibt es ein F' € Fy
mit I C U (insbesondere F # @), d.h. ANU D FNU =F #0.

BEMERKUNG

n—oo

In semimetrischen Riumen (X, d) heift das gerade: a € Cl(A) < I(xp)nen € AV : §(z,a) — a.

DEFINITION

Seien (X,0x) und (Y, Oy ) topologische Rdume, f: X — Y eine Abbildung und z € X.
f heift stetig in z, wenn gilt: YU € U}/(l_) AV eUX: f(V)CU.

Sei A C X. f heift stetig in A, wenn f stetig in a ist fiir alle a € A.

Ist f stetig mit stetigem Inversem, so heiltt f topologisch oder homeomorph.

BEMERKUNGEN
(1) f stetigin z < U}/(m) <L f(UX) VU € U}f(z) : f7YU) e UX.
(2) Sind BX und B}/(w) Umgebungsbasen von UX bzw. U}/(I), dann ist f stetig in z & B}/(w) < f(BX).

(3) Sind (X,9,) und Y,dy semimetrische Rdume und a € A, dann ist f genau dann stetig in a, wenn
gilt: Ve >0:30 >0:Vr € X : dx(x,a) <d = oy (f(x), f(a)) <e.

Also: f stetig in a € X & VY(z,)neny € XN @ 2, T a= f(xn) s f(a).
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SAaTz 12 (Verkettung stetiger Abbildungen)
Seien (X, 0x), (Y,0y) und (Z,07) topologische Rdume und f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen.
Ist f stetig in a und g stetig in f(a), dann ist auch die Verkettung go f : X — Z stetig in a.

BEWEIS

Sei U € Ug(f(a)) Da g stetig, gibt es eine Umgebung V € U F(a) Wit g(V) C U und da f stetig, gibt es
eine Umgebung W € UX mit f(W) C V. Dann auch g(f(W)) C U, d.h. go f ist stetig.

SaTz 13

Seien (X,0x) und (Y,0y) topologische Rédume, f : X — Y eine Abbildung, x € X und Fy eine
Filterbasis auf X mit Fy — z. Dann gilt: f ist stetig in < f(Fy) — f(z).

BEWEIS
=:Fg — 2= UX F0:>Uf(m)\ FUX) < f(Fy), also f(Fg) — f(x).
< UX - z2= f(UX) - f(z ):>[Uf(“ f(UX), d.h. f ist stetig in z.

Satz 14 (Charakterisierung der Stetigkeit)

Seien (X,0x) und (Y,Qy) topologische Raume, f : X — Y eine Abbildung und Sy eine Subbasis
von Qy. Dann sind dquivlent:

(1) f ist stetig.

(2) VO € Oy : f~1(O) € Ox, d.h. Urbilder offener Mengen sind offen.

3)VO €Sy : f~ (O)E@X

(4) VA € Ay : f71(A) € A1, d.h. Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

(5) VAC X : f(Cl(A)) C CI(f(A)), d.h. das Bild vom Abschluss liegt im Abschluss vom Bild.
BEWEIS

(1)=(5): Sei U € U}f(a). Da f stetig, gibt es ein V € UX mit f(V) C U und da a € CI(A), ist VN A # (.
Also 0 # f(VNA) C f(V)N f(A) CUN f(A), dh. f(a) € CI(f(A)).

(5)=>(4): Zu A € Ay setze F := f~1(A). Dann gilt f(F) C A, also f(CI(F)) C CI(f(F)) C Cl(A4) = 4,
somit C1(F) C f~1(A) = F, d.h. f~1(A) ist abgeschlossen.

(4)=(2): Sei O € Oy, dann O° € Ay, d.h. (f71(0))¢ = f~1(0°) € Ax und damit O € Ox.
(2)=-(3): Klar wegen Sy C Oy.

(3)=(2): Sei O € Oy. Da Sy eine Subbasis von Oy ist, gibt es Indexmengen I, .J, wobei I endlich, so
dass O = |J [ Si; (alle S;; € Sy). Damit gilt:
JEJ il

7o)y =f" (U ﬂsl-j) =yJnst

jeJiel jeJiel
J71(S;5) ist nach Voraussetzung fiir alle 4, j offen, also auch f~!(O) als Vereinigung endlicher
Schnitte offener Mengen.
(2)=(1) Seiz e X.ZuU € Uf(l) gibt es ein O € Oy mit f(z) € O CU. Wegen x € f~1(0) € Ox gilt
F~Y0) e UX mit f(f~%(0)) COCU.

BEMERKUNG

Das Bild einer offenen (abgeschlossenen) Menge unter einer stetigen Abbildung ist im Allgemeinen nicht
offen (abgeschlossen).
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1.8 Initiale und finale Topologien

DEFINITION

Seien (X,04) und (X, 05) topologische Rdume. Dann heifst Oy feiner als Qs und Qo grober als Oy,
falls Oy C Q.

FOLGERUNG
Fiir topologische Réume (X, 0;) und (X, 03) sind dquivalent:

) Oy ist feiner als Q.
2) Vo € X : UL ist feiner als UZ.
3) VA € p(X) : Int' (A) D Int?(A).
4) VA € p(X) : CI*(A) C CI*(A).
5) id

(1
(
E
( ((X,01) — (X,0) ist stetig.

DEFINITION

Seien I eine nicht leere Indexmenge und X eine nicht leere Menge. Fiir i € I seien (Y;, ;) ein
topologischer Raum und f; : X — Y; eine Abbildung.

Die grébste Topologie, bzgl. der alle f; stetig sind, heifst die Initialtopologie auf X bzgl. den f;.

BEISPIEL

Seien X eine nicht leere Menge, (Y, Qy ) ein topologischer Raum und f : X — Y eine Abbildung. Dann
ist die Urbildtopologie @ := {f~1(O) | O € Oy} die initiale Topologie auf X bzgl. f.

Satz 15 (Initiale Topologie)

Wir definieren

B = <[)f'(0;)]0;€0; IDJendlch, und
JjeJ

0 = {UBIB%’Q]B%}.
BeB’

Dann gelten folgende Aussagen:

(1) (X,0) ist ein topologischer Raum.

(2) S:={f;1(0;) | i € I, O; € 0;} ist eine Subbasis von Q.
(3) O ist die Initialtopologie auf X.
(4)

4) Fir z € X und U C X gilt: U ist genau dann eme 0-Umgebung von z, wenn ein endliches J C I
und U; € U ) (J € J) existieren mit ﬂ I Yy cu.

(5) Seien (X’,(D)’) ein topologischer Raum, f X' — X und 2/ € X’. Dann ist f genau dann stetig
inz,wennViel: fiof:X — F;in a’ stetig ist.

BEWEIS
(1) Seii e I,dann § = f;'(0) € O und X = f;1(V;) € O.
Sei J # 0 mit {O; | j € J} C O, dann gibt es B; C B mit O; = |J B fiir jedes j € J und wegen

"= UB; CBliegtauch JO;=J U B= U Bin0Q. 5
jeJ jeJ j€J BEB; BeB’

Seien 01,09 € O, dann gibt es B;,Bo CB mit O:=0,N0;= |J Bn |J B= Ugigf B1N By
und aus der Schnittstabilitit von B folgt die Behauptung. BeBy BeB,

Also ist O eine Topologie auf X.
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(2) Klar nach Definition einer Subbasis.
(3) Offensichtlich muss die Initialtopologie @ enthalten. Sei also T eine Topologie auf X. Dann gilt:

Viel:f;:(X,T)— (Y;,0;) stetig 4 vie 1,0, € 0;: f1(0) e TR OCT.

(4) Es gilt:

U ist O-Umgebung von z
< esgibt O€eOQOmiteeOCU
& esgibt I O J endlich und O; € O; (j € J) mit z € mf;l(Oj) cU

& es gibt 12 J endlich und U; € U}, (o (j € J) mit () f;'(U;) CU

(5) = ist klar, da Verkettungen stetiger Abbildungen stetig sind.
Zu <: Nach (4) gibt es zu U € UY . ein I D J endlich, U; € U?}j(ﬂx,)) (jeJymit N f71(U;) CU,

also T =
e H U= ]| <),
jeJ M jeJ
cu®,

2!

Also ist f~1(U) e UY,.

DEFINITION

Seien (X, ) ein topologischer Raum und M eine nicht leere Teilmenge von X. Bezeichne ¢ : M — X
definiert durch ¢(m) := m, die Einbettung von M in X.

Die initiale Topologie @,; auf M bzgl. ¢ wird Spurtopologie (Relativtopologie) genannt.

BEMERKUNG

Da die Spurtopologie auf M gerade die Urbildtopologie unter ¢ ist, gilt Qy; = {t71(0) | O € O}, also
Oy ={0ONM | O €0}

Aus Satz 15 folgt dann sofort, dass (M, Q) ein topologischer Raum ist und fiir (X', Q") topologischer
Raum, f: X' — M, 2’ € X' gilt: f ist stetigin 2’ < 1o f: (X/,0') — (X,0) ist stetig in 2.

KOROLLAR 16 (Spurtopologie)

Seien (X, 0) ein topologischer Raum, M C X nicht leer und ¢ die Einbettung von M in X. Dann
gelten:

(H)VzeM:U% ={UnM | U eU%}.

(2) A% ={ANM | Aec A"}

(3) Fiir M C N nicht leer gilt: () y = Oy und C1°* (N) = CI®(N) N M.

(4) Sei m € M, dann f stetig in m = fjs stetig in m (Umkehrung ist i.A. falsch).

BEWEIs
(1) Seien m € M und U C M. Nach Satz 15 gilt dann:

UelU o0 e U'nM=1"YU)CUaUe{UNM|UecU?}.

(2) Sei A C M, dann liegt A genau dann in A% | wenn es ein O € O gibt mit A = M\(ONM) = MNO°.
(3) (Op) N = Oy ist klar und z € C1%% (N) Ay e U%:0#£UNM)NN=UNN <z e ClI°(N)nM.
(4) far = f o ist stetig als Verkettung stetiger Abbildungen.

Setzt man X = X' =R, 0 =0'=0(d), f=xg:R—R,dh Vz € R: f(z) = {5 758 und M = Q,
dann ist fp; auf ganz M stetig, aber f in keinem einzigen x € R.
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DEFINITION
Seien I eine nicht leere Indexmenge, (X;, Q;) topologische Raume (i € I), X := [[ X; der Produkt-
raum der X; und p; : X — X, (mz)zg — x; die Projektion von X auf X;. i€l

Die Initialtopologie auf X bzgl. der p; heifst die Produkttopologie auf X.

BEMERKUNG

Seien J C I mit M; C X; (j € J) und M; = X, fur alle ¢ € I\J. Dann gilt: () p}l(Mj) =[] M; (x).
jeJ i€l

KOROLLAR 17 (Produkttopologie)

Wir definieren

B = {HOZ |0, €0, (e J), O, =X, (1 €1\J), IDJendliCh} und
i€l

0 = {UB|IB’§IB}.
BeB’

Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) (X,0) ist ein topologischer Raum.
(2) O ist die Produkttopologie auf X.

(3) Seien € X und U C X. Genau dann ist U eine Umgebung von x, wenn ein endliches J C I und
Uj € U% existieren (j € J), so dass HIUi C U (wobei U; = X fiir i € I\J).
1€
(4) Seien (X’,0Q') ein topologischer Raum, f : X’ — X und 2’ € X’. Dann ist f genau dann stetig
inz’,wenn Vi€ I :p;o f: X — X;in 2’ stetig ist.

BEWEIS
Klar als Spezialfall von Satz 15 mit (k).

FOLGERUNG
(1) Sei A; C X; (i € I), dann gilt J] Cl(4;) = CI(]] 4).

i€l iel
(2)Viel, O€O:p;(0) e 0, dh. die p; sind offene Abbildungen.

(3) Fiir A € A gilt i.A. nicht p;(A) € A; (i € J), d.h. die p; miisssen nicht abgeschlossen sein.

BEWEIS
(1) Gelte (E A; # 0 fiir alle ¢ € I (andernfalls steht auf beiden Seiten die leere Menge).
D ist klar, denn nach Satz 14 gilt p; (CI(H Ay)) C Cl(pJ(H A;)) = Cl(4,).

Seien also a € ] Cl(A;) und U eine Q- Umgebung von a. er miissen zeigen, dass U N [] 4; # 0.
i€l iel

Zu U gibt es nach Korollar 17 I D J endlich mit U; € Uaj (j € J)und U; = X; fiir ¢ € I\ J, so dass
[1U:; CU. Fiir jedes i € I gibt es x; € U; N Ay, also ein & = (x;)ier € [[ Ui N ][] Ai-
iel i€l i€l
Also a € CI(]] 4)).
il
(2) Es geniigt zu zeigen, dass fir B = [[ O; mit O; € O, (i € I) gilt, dass p;(B) € O; (j € J).

i€l
Sei also j € J, dann p;(B) = O, fiir B # () und p;(B) = () sonst, also p,(B) € O;.

(3) Seien R mit O(d) und R? mit der Produkttopologie versehen. Dann ist A := {(z,y) € R? | 2y = 1}
abgeschlossen in der Produkttopologie, aber p1(A4) = p2(A) = R\{0} nicht abgeschlossen in O(d).
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DEFINITION
Seien I und X nicht leere Mengen, (X, Q;) topologische Rdume (i € I) und f; :=idx (i € I).

Dann heift die Initialtopologie auf X bzgl. der f; die Supremumstopologie der Q; auf X.

BEMERKUNG

Die Supremumstopologie ist also die grobste Topologie auf X, die feiner als alle Q); ist.

DEFINITION
Seien X # (), S C p(X). Die grobste Topologie O auf X mit S C @ heikt die von S erzeugte Topologie.

BEMERKUNG

Im Fall S = ) ist O offensichtlich gerade die chaotische Topologie {@, X }. Andernfalls ist fiir S € S das
System Qg := {0, S, X } eine Topologie auf X und die von S erzeugte Topologie O die Supremumstopologie
der Qg auf X.

Nach Satz 15 (2) ist S eine Subbasis der von S erzeugten Topologie Q.

DEFINITION

Seien I eine nicht leere Indexmenge, Y eine nicht leere Menge, (X;,0;) topologische Ridume und
fi : X; = Y Abbildungen (i € I).

Die feinste Topologie auf Y, bzgl. der alle f; stetig sind, heifst die finale Topologie auf X bzgl. der f;.

SATz 18 (Finale Topologie)
Wir definieren
0:={0OCY |Viel: f7'(0) €0}
Dann gelten folgende Aussagen:
(1) (Y,0) ist ein topologischer Raum.
(2) O ist die Finaltopologie auf Y.

(3) Seien Y’ @' ein topologischer Raum und f : Y — Y eine Abbildung. f : (Y,0) — (Y, Q') ist
genau dann stetig, wenn zu jedem i € I die Verkettung f o f; : (V;,0;) — (Y', Q) stetig ist.

BEWEIS

(1) Klar: Fiir jedes i € I gilt = f;1(0) € O; und X; = £, *(Y) € O, also ,Y € Q.
Seien J # ) mit {O; | j € J} C O und i € I, dann f{l(‘U 0;)=U f71(0;) € 0y, d.h. U 0, €0.
Seien 01,05 € O und i € I, dann f; (0O, N Oy) = f;l(j(e)}]) N f;lj(%;) € 0y, also O; N oj;é] 0.
Also ist O eine Topologie auf Y.

(2) Offensichtlich muss die Finaltopologie @ enthalten. Sei also T eine Topologie auf X. Dann gilt:

Viel: fi:(Xi,0;) — (Y,T) stetige=>Vic I, OcT: f7(0) €0; & TCO.

(3) = ist klar, da Verkettungen stetiger Abbildungen stetig sind.
Zu <: Fiir O' € O/, i € I gilt f71(f~1(0") = (fo fi)~1(O') € Oy, also f~1(0’) € O.

DEFINITION

Seien I # () eine Indexmenge, X; paarweise disjunkt (i € I), (X;,Q;) topologische Rdume, X := |J X;
und ¢; : X; — X, z— x (i € I) die i-te Inklusuionsabbildung. i€l

Die Finaltopologie auf X bzgl. der ¢; heifst die Summentopologie auf X.
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BEMERKUNG

(DFirO C X git O e O & Viel:ONX,; € 0. Insbesondere ist fiir jedes i € I X; ein offener
Unterraum von X und ¢; eine offene Abbildung.
(2) Ist umgekehrt (X, Q) ein topologischer Raum, wobei X = |J X; disjunkte Zerlegung offener Unter-

rdume, dann ist O bereits die Summentopologie auf X. el

DEFINITION

Seien (X,0) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X mit zugehorigen Aquivalenz-
klassen []~ (d.h. [z]~ :={y € X |z ~y} (z € X)), X der Quotientenraum bzgl. ~ und 7 : X — X,
mit x — [z]~ die kanonische Projektion.

Die Finaltopologie auf X bzgl. 7 heifst die Quotiententopologie auf X ...

BEMERKUNG

(1) O(~) :=={0 C X. | 7=1(O) € O} ist die Quotiententopologie auf X.. (X,0(~)) heikt der Quotien-
tenraum von X modulo ~.

(2) Seien (X', Q') ein topologischer Raum und f : X.. — X’ eine Abbildung. f: (X.,O(~)) — (X', 0’)
ist genau dann stetig, wenn f o7 : (X,0) — (X', Q) stetig ist.

DEFINITION
Seien I und X nicht leere Mengen, (X, Q;) topologische Raume (i € T) und f; :=idx (i € I).
Dann heift die Finaltopologie auf X bzgl. der f; die Infimumstopologie der Q; auf X.

BEMERKUNG
Die Finaltopologie ist also die feinste Topologie auf X, die grober als alle Q; ist.
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2 Normierte Vektorrdume und Operatoren

2.1 Grundeigenschaften normierter Raume

Sarz 19

Sei (X, a,s,]||-||) ein halbnormierter Vektorraum iiber K. Dann gelten:

(1) Va,y € X« [ [a]] —[lyll| < ||ifiy|\ < Alll + lyll-

(2) Zu z,y € X definert §(z,y) := ||z — y|| eine Semimetrik auf X.

(3) (X,0(0)) Hausdorffraum < § Metrik < || - || Norm.

(4) Die Abbildungen a: X x X — X, (z,y) —z+yund s: Kx X — X, (a,2) — ax sind stetig.
(5) Die Normabbildung || - || ist gleichmé&Rig stetig.

)
)
)
)

BEWEIS
(1), (2) und (3) sind klar bzw. wurden schon gezeigt.
(4): Seien z,y,v,w € X, dann

lla(z,y) — a(v,w)[| = ||z +y = (v +w)[| < |z = v][ + |ly — wll,

d.h. fiir ¢ — v, y — w konvergiert auch = + y (gleichméafig) gegen v + w.

Seien z,y € X und a, 8 € K, dann

Is(a, ) = s(8,9)|| = llezw = By|| = [lax — Bz + Bz — By|| < |a = B[ + [Blllx — yl|,

d.h. fiir x — y und a — B konvergiert auch ax punktweise gegen By.

(5) Mit (1): Ve,y € X < |||z|]| = llyll] < ||z = yl|, d.h. fiir  — y konvergiert ||x|| gleichm&Rig gegen ||y]|.

DEFINITION

Sei (X, a, s) ein K-Vektorraum und A C X. Dann heifit A ein Teilraum von X, falls A nicht leer und
abgeschlossen unter ¢ und s ist, d.h. falls Vz,y € A, a e K:z+y € A, azx € A.

BEMERKUNG
(1) (A,aj4,5)4) ist ein K-Vektorraum.

(2) Mit A ist auch Cl(A) ein K-Vektorraum: a(Cl(A) x C1(A4)) = a(Cl(A x A)) C Cl(a(A x A)) C CI(A)
und s(K x Cl(A)) = s(CI(K) x Cl(A4)) = s(CI(K x A)) = Cl(s(K x A)) C Cl(A)

SaTz 20

Seien X ein halbnormierter Vektorraum iiber K, y € X und A € K\{0}. Dann sind die Abbildungen
T,: X = X, x—x+yund M) : X — X, z— Az topologisch.

BEWEIS

Mit a und s sind auch T;, und M) stetig. Die inversen Funktionen sind offenbar 7_, und My-1 und damit
ebenfalls stetig.

DEFINITION

Ein normierter K-Vektorraum (X, || - ||) heift K-Banachraum, wenn X bzgl. || - || vollstédndig ist.
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2.2 Grundeigenschaften linearer Abbildungen

SaTz 21

Seien E, F' normierte Vektorrdume iiber K und 7' : F — F eine lineare Abbildung (ein sog. (linearer)
Operator). Dann sind dquivalent:

(1) T ist beschrankt, d.h. 3a > 0:Vz € E: ||Tz||r < of|z||E-
(2) T ist gleichméafig stetig.

(3) Es gibt ein a € E, so dass T stetig in a ist.

(4) T ist stetig in 0.

BEWEIS

(1)=(2): Wegen ||Tz—Ty||r = ||T(x —y)||r < a||lz — y||g konvergiert Tx gleichméafig gegen Ty, falls
gegen y konvergiert.

(2)=-(3): Trivial.

(3)=(4): Wegen ||[Tz —T0||r = ||T(z +vy) — Ty||r = ||Tyz — T,,0|| r folgt mit der Stetigkeit von T}, dass
Tz fir x — 0 gegen T0 = 0 konvergiert.

(4)=(1): Zu e:=1 gibt es 6 > 0 mit ||Tz||r <, falls ||z||g < 0. Sei y € E\{0}. Setze x := 5%, dann

ist ||z||g = ¢ und damit mHTyHF = [|Tz||p <1, also ||Ty||r < }|ly||. Also ist T durch §
beschrankt.

DEFINITION

Seien (E, || - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Vektorrdume. Eine lineare Abbildung T : E — F heift ein
Isomorphismus, wenn T stetig und bijektiv ist und eine stetige Inverse besitzt.
T heifit normerhaltend, falls Vo € E : ||Tx||r = ||z||&-

Seien (E,dg) und (F,dr) metrische Radume. Eine Abbildung ¢ : E — F heifit isometrisch, wenn
Va,y € E:op(t(x), t(y) = 0p(z,y).

BEMERKUNG

Eine normerhaltende Abbildung ist stets isometrisch:

Yo,y € B:0p(Te,Ty) = ||Tx = Tyllr = [[T(z = y)llr = |lz = ylle = 0p(z,y).

SaTz 22
Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Vektorrdume und T : E — F linear.

Genau dann ist 7' ein Isomorphismus, wenn 7' surjektiv ist und positive m, M existieren, so dass
ml||z||g <||Tz||lr < M||z||g fir alle z € E.

BEWEIS
Die Abschétzung impliziert, dass T injektiv ist, denn Tz = 0 = ||Tz||p = 0= ||z||[p = 0=z = 0.
Da Stetigkeit dquivalent zur Beschranktheit ist, gilt
T stetig < 3IM € (0,00):Vz € E:||Tz||lr < M||z||g und
T ! stetig < Ime (0,00):VyeF:||T  y)| < %||m||E

& dme(0,00): Ve e E:mllz||g <||Tz||p.

DEFINITION

Seien E ein K-Vektorraum und || - ||1, || - ||2 zwei Normen auf E. || - ||; und || - ||2 heifen dquivalent,
falls m, M € (0, 00) existieren mit m||z||; < ||z|]2 < M]|z||; fiir alle € E.
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SATz 23

Seien E ein K-Vektorraum und || - ||1, ]| - ||2 zwei Normen auf E. Dann gelten:
(W O(l-11) 2 0| - ll2) & Fa € (0,00) : Vo € E - ||z]|F < af|z||6-

2) O([ - ll2) = Ol - [l1) = | - [|2 und [[ - [|, sind dquivalent.

BEWEIS

(W) O([-1[1) 2 O([[-[l2) = id : (£, [[-[[1) = (£, ] -[[2) ist stetig < o € (0,00) : Vo € E: [[z]|r < o |z]| 2.
(2) Folgt direkt aus (1).

KONVENTION
Wir setzen 0 - co := 0 und sup{(} := 0.

DEFINITION
Seien (E, || - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Vektorrdume und 7' : E — F linear.

[|T|] := inf{a € [0,00] | V& € E : ||Tz||r < o||z||g} heilt die Operatornorm von T.

BEMERKUNG

In Satz 25 werden wir zeigen, dass || - || tatséchlich eine Norm auf der Menge aller linearen, stetigen
Abbildungen T : E — F' definiert.

SaTz 24 (Operatornorm)

Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Vektorrdume und 7' : E — F' linear. Dann gilt:

[|IT]| = min{a € [0,00] | Vz € E: ||Tz||r < a||z||p}-

Setze
S1 = Sup{HTxHF | @€ E\{0}};
|lzl|e
Sy = sup{||Tz||r |z € E, ||z||p <1};
S3 = sup{||Tz||[r |z € B, ||z||p = 1};
Sy = sup{||Tz||r |z € E, ||z/|x < 1}.

Dann gilt S; = So = S5 = 54 = ||T].

BEWEIS

(1) Zur ersten Gleichheit: Gelte (B ||T|| < co. Seien z € E, n € N, dann ||Tz||r < (||T|| + 1)||z|| s, also
auch ||Tz||r < ||T||||z]|&, d-h. das Infimum wird tatséchlich angenommen.

(2) Sei a € [0,00]. Wegen Vo € E : [|Tz||r < ollz||p & Vo € E\{0} : ”ﬁ;ﬂf <ae S <agil
S1 < ||T], also Sy = [[T]].

(3) Wir zeigen S5 < S5 < 51 < Ss, also So = S3 = ||T]|. S5 < Sz ist klar. Sei 0 < ||z||g < 1, dann
ITz||p < WE2lle < 5, also Sy < Sy. SchlieRlich gilt fiir 2 € E\{0}, dass [Z4E — |7(2_)||p < S,

I lzlle llz|l=

also S7 < S5.

(4) Offenbar gilt Sy < Ss. Wir zeigen, dass auch S3 < Sy und erhalten damit Sy = ||T||. Seien dazu
a € (0,1) und z € E mit ||z]|g = 1, dann ||az||g = o < 1 und damit o||Tz||r = ||T(ax)||r < S,
d.h. @S5 <S4 und damit (fiir « — 1) auch S5 < Sy.
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2.3 Der Raum der stetigen Operatoren

DEFINITION

Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Vektorrdume iiber K. Dann heifst die Menge

L(E,F):={A € Abb(E,F) | A ist K-linear und stetig},

versehen mit der Operatornorm || - ||, der Raum der stetigen Operatoren zwischen E und F.
BEISPIEL
Wir betrachten die mit || - ||c versehenen R-Vektorrdume
E = ¢Y([0,1)) := {f € Abb([0,1],R) | f ist differenzierbar} und
F = ¢&%[0,1]) := {f € Abb([0,1],R) | f ist stetig}.

Die Abbildung D : E — F, f+ [ ist linear (da (f +g)' = f'+ ¢’ und (af)’ = af’), aber nicht stetig.
Fiir die Monome ¢, : [0,1] = R, ¢t +— t" (n € N) gilt ndmlich ||t,||cc = 1 und ||Dt,|lec =n (n € N), d.h.
es gibt kein a € R mit Vf € €1([0,1]) : [|[Df||oo < @|f]|oo, also ist D unbeschriinkt.

SATz 25
Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||F) normierte Vektorrdume iiber K. Dann gelten:

(1) L(E, F) ist ein normierter K-Vektorraum.
(2) Ist (F,|| - ||r) vollstdndig, dann auch L(E, F).

BEWEIS
(1) L(E, F) ist ein K-Vektorraum, denn seien S,7 € L(E,F'), a € K und z € E. Dann gilt:

(@S + T)zl[r = [laSz + Tz||r < |af||Sz||r + [[Tz||F < (IS + [ITIDI|2||e,

also [|aS + T < |af||S]| + ||T]] < oo und damit aS +T € L(E, F).

| - || ist eine Norm: ||S + T|| < ||S]| + ||T|| und ||aS|| < |«|||S]|| haben wir eben gezeigt. Fiir o # 0
gilt auferdem [|S|| = ||1asS]| < |71‘H045’||, also [|aS|| > |a]]|S]]-

Schliefslich ist ||S]| =0 Ve e B ||Tz||=0 Ve e E:Te=0<T =0.
(2) Sei (A,)nen eine Cauchyfolge in L(E, F), dann gilt fiir 2 € E beliebig:

n,m— oo

[Anz — Apz|| < ||An — Aplll|z|| 2 0,

d.h. (A,2)nen ist eine Cauchyfolge in F. Da F vollstindig, konvergiert (A, x),cn gegen genau ein
y» € F. Wir definieren A : E — F, x +— y, und zeigen, dass A € L(E, F) mit A, =3 A.
Seien z,y € F und « € K, dann gilt

Alaz +y) = lim A,(az+y) =a lim A,z + lim A,y = adx + Ay,

also ist A linear.

Sei nun € > 0, dann gibt es N € N mit Vn,m > N : ||A, — A,,|| < €. Seien n > N fest, m > n beliebig
und z € E mit ||z||g < 1. Dann gilt

[Anz — Az||F < ||Anz — Apa||+ || Amz — Az||F < [|An — An||+|[Amz — Az||p < e+ [|Anz — Az][F.

n—oo

Mit m — oo folgt ||A,z — Azx||r < ¢, also 4, — A. Insbesondere ist ||[Ay — A|| < € und damit
AN — A stetig. Also liegt auch A in L(E, F).
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FOLGERUNG
Ist (E,|| -]|) ein normierter K-Vektorraum, dann ist E' := L(E,K) ein K-Banachraum.

DEFINITION
A := (A, a,s,m) heilit eine K-Algebra, falls (A, a, s) ein K-Vektorraum und m : Ax A — A, (a,b) — ab
folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) m ist assoziativ, d.h. Va,y,2z € A : z(yz) = (xy)z.
(2) Die Distributivesetze gelten, d.h. Va,y,z € A: (x +y)z =2z + yz, z(x +y) = 2z + 2y.
B) VaeK, z,y € A: a(xy) = (az)y = z(ay).

e € A heifst Einselement, falls Ve € A : xe =z = ex.

Ist A eine K-Algebra und || - || eine submultiplikative Norm auf A (d.h. Vr,y € A : ||lzy|| < ||z||||y]]),

dann heifft A (als K-Algebra) normiert.

Eine normierte K-Algebra (A, || - ||) heifit eine K-Banachalgebra, falls A bzgl. || - || vollstédndig ist.
BEMERKUNG

Sind E, F, G normierte K-Vektorrdume und T' € L(E,F), S € L(F,G), dann ist ST € L(E,G) und
ST < {ISTIITT]-

Fiir z € E gilt namlich ||STz||e¢ < ||S||I|Tz||lr < |SIIT|||z]|g < oo, also [|ST|| < ||S||||IT]| und damit
insbesondere ST € L(E, F).

Im Allgemeinen gilt keine Gleichheit. Betrachte etwa E = F = G = R2?, versehen mit || - ||oo und
S=@{9), T=(@QY9),dann [|S||=1=]|T||, aber ST = 0 und damit auch ||ST|| = 0.

KOROLLAR 26

Sei (E,a,s,]||-||) ein normierter K-Vektorraum. Dann ist (L(E, E),a, s,0,idg,|| - ||) eine normierte
K-Algebra mit Eins idg und ||idg|| = 1.

Ist E zusétzlich vollstindig, dann ist (L(E, E),a, s, o0,idg, || - ||) eine K-Banachalgebra.

BEMERKUNG
Ist A= (A, a,s,m,e,||-||) eine normierte K-Algebra mit Eins, dann ist m stetig.

Seien nédmlich ¢,d, x,y € A, dann

r—c, y—d

lzy — edl| = |l2(y = d) + (z = e)d|| < |[z[[[ly = d|| + [[« = c|l[[d]| = — 0.

DEFINITION
Sei A = (A, a,s,m,e) K-Algebra mit Eins e. Zu x € A setzen wir 2° := e und "' := 2"z (n € Ny).

x € A heifst eine Einheit in A, falls ein y € A exisiert mit zy = e = yx.

BEMERKUNG
(1) Einheiten sind eindeutig bestimmt. Ist y Einheit zu z, so setzen wir y := 1.

(2) Die Menge A* der Einheiten von A bildet eine multiplikative Gruppe.
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2.4 Reihen in normierten Vektorraumen

WIEDERHOLUNG
Seien E = (E, || -||) ein normierter Vektorraum tiber K, k € Z, N, := {n € Z | n > k} und (an)nen,
eine Folge.
Die Folge der Partialsummen Y oo, o == > o := (D i @i)nen, heifit die Reihe zu (o, )nen, -
1€Ng
Fiir a € F schreiben wir ) .2, a; = a, falls lim Y ", a; = a.
n—oo

Soe s o heilt absolut konvergent, falls 3.2, ||a;|| konvergiert.

SArz 27

Seien (E,]| - ||) ein K-Banachraum, k € Z, o : Ny — E und Y .o, «; absolut konvergent. Dann gilt:
(1) Z;’ik a; ist konvergent und || Z;}ik ] < sz |l

(2) Ist 0 : Ny — Ny, bijektiv, dann ist Y%, o, ;) absolut konvergent und Y°7°, o) = Yoy Q-

BEWEIS
(1) Setze s, := >, a; (n € Ni). Seien n € N, und m € N, dann gilt

n+m n+m
sntm = sall = || D il < D [laal] =50,
i=n+1 1=n—+1

d.h. (s,)nen, ist eine Cauchyfolge in E. Da E vollstéindig, gibt es ein ¢ € E mit lim s, = > ° a; =¢

n—oo
n n o0
S < tim Sl = 3 e < o
i=k i=k i=k
(2) Fiir n € Ny, gilt 37" ||y || < Doy lla|] < oo, dhe 3072, ag(s) ist absolut konvergent.

Setze t, == Y i (i) (n € Ni). Sei € > 0 beliebig, dann gibt es ein N € Ny mit Y~y [|ag|| <€
und da o surjektiv, existiert dazu ein M € N mit {k,..., N} C {o(k),...,a(N)} (offenbar M > N).

Sei nun n > M, dann

und damit

lle|]| = lim [|sp]| = lim
n—oo n—oo

n n o0
lltn = snll = | a0y = D ail| < | D lleull]| <e
i=k i=k i=N+1
also lim t, =c.
n—oo
SATz 28 (Charakterisierung von Banachrdumen)
Sei (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum, in dem alle absolut konvergenten Reihen konvergieren.

Dann ist E vollstandig.

BEWEIS

Sei (o )nen Cauchyfolge in E, dann gibt es Indizes ny < ng < ng < ... mit Vn,m > n; : ||oy, — am|| < 5
(i € N). Damit ;7 [|an,,, — an,|| £ 352, & = 1. Nach Voraussetzung existiert dann ein ¢ € E mit

k—1 0o
lim o, —« :limgav —a.:gav -y = C.
b oo Nk ny koo 4 - M1 Uz < M1 i

1= 1=

Also konvergiert die Teilfolge (o, )ren gegen b := ¢+ ay,, und da (ay,)nen Cauchyfolge, konvergiert auch
(an)nen gegen b.
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SaTz 29 (Neumann)
Seien (4, || - ||) eine K-Banachalgebra mit Eins e und z € A derart, dass >~ ;2™ konvergiert.

Dann ist e — x eine Einheit in A und es gilt (e —z)™' = > 7 2™

BEWEIS
oo .
Setze s := )~ 2", dann gilt
n
(e—x)s= lim (e — Z:v = lim e — 2" =¢e= lim e— 2" = lim Zm’(e—x) = s(e —z).
n—oo n—oo n—oo n—oo
i=0 =0
FOLGERUNG

Wegen Vn € N : ||z"|| < ||z||" gilt nach Satz 27 insbesondere ||z|| < 1 = e — z invertierbar und

(e—a)h =30 02"

KOROLLAR 30 (Stetigkeit der Invertierung)

Seien (A, || - ||) eine K-Banachalgebra mit Eins e. Dann ist A* offen und (-)7!: AX — AX, x> 27!
stetig.

BEWEIS

Seien x € AX, a € (0,1) und h € A mit ||h|| < afjz7 |7t Wegen ||z~ h|| < ||z7Y|||h]] < aist e+ 27 1h
nach dem Satz von Neumann invertierbar, also auch x + h = x(e + z~1h) als Produkt invertierbarer
Elemente. Damit ist A* offen.

Weiter gilt (z+h)™! =27t =((e+27th)™ —e+ 2 th)a=! — 2z~ ha~!. Setze y := —x~1h, dann

,{imH(erh)_l—x_lH < lim [[(e —y) ! — e —yll[le ]| + |lz~ ha Y|
—0 h—0
Neumann
li E n_e—
fim |2 v" ==y

[l || + Lim ||~
h—0

l

= hm |2

< ,ggzuynnuxn-l

geometr. Reihe ‘ |y| |2

< gngl—n 2 P

= 0.

Also ist (-)~? stetig.

BEIsPIEL (Ndherungoperator)
Seien (E, || -||) ein K-Banachraum. Nach Satz 25 ist dann auch L(E, E) ein K-Banachraum.
Sei A € L(E, E) invertierbar und y € E. Gesucht ist € E mit Az = y.

Ist B ein ,Naherungsoperator” fiir A, kann man durch Lésen der Gleichung Bz = y eine Approximation
z fiir x ermitteln.

Man betrachte etwa im F = R"™ mit A € Mg (n,n) (d.h. A ist eine (n x n)-Matrix mit Eintrdgen aus R)
das lineare Gleichungssystem Az = y und dazu eine Naherungsmatrix B, in der beispielsweise die reellen
Eintrage durch abbrechende Dezimalzahlen oder ,Maschinenzahlen approximiert werden.

Gilt ||B — A|| < [|[A7Y|7!, dann ist [|[A7'(A — B)|| < 1 und nach dem Satz von Neumann damit
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idg — A7Y(B — A) invertierbar und aus B = A(idg — A~1(B — A)) erhalten wir
B l'=(dg-AYA-B))ta!

und so die Fehlerabschatzung

1B~y — A7yl
< 1B=" = A7yl
((idg — A~ (A= B))~" —idg) A~ |||yl

|z — ]

u:=A"YA - B)

< 1Gdp —w) =" —idpl[[[A7|lllyll
Neumann > n _
= > ut| ATl
n=1
geometr. Reihe | |’LL| | -1
< AT [yl
1 —{lul|
AT A=B)Il | 4
= - A [l
1—[[A=1(A - B)|
< 1A~H[%)1A - B]]

— Yi|-
T—qa-a—sy

BEISPIEL (aus der Quantenmechanik)

Mehrere ,Operatoren* P, @ der Quantenmechanik erfiillen die Relation PQ—QP = —ihidg =: —ih (wobei
h die Planck-Konstante bezeichnet). Ein Beispiel zweier solcher Operatoren wéren der Impulsoperator P,
gegeben durch (Pu)(§) := —ihu/(€) und der Ortsoperator, definiert durch (QU)(§) := u(§)E.

Operatoren, die diese Vertauschungsrelation erfiillen, kénnen nicht beide stetig sein:

Satz 31 (Unstetigkeit bei Vertauschungsrelation)
Seien P, @ lineare Operatoren des K-Banachraumes E, o € K\{0} und PQ — QP = aidg.
Dann sind P und @ nicht beide stetig.

BEWEIS
Wir nehmen an, dass @ stetig ist, und zeigen, dass dann P nicht beschrénkt sein kann.

(1) Per Induktion sehen wir, dass Vn € N : PQ" —Q"P = anQ"~'. Der Fall n = 1 ist nach Voraussetzung
gegeben. Gelte die Behauptung also fiir ein n. Dann ist

PQ™ = (PQMQE (Q"P+anQ")Q = Q"PQ + anQ"
Q"(QP + aidg) + anQ"™ = Q"' P + a(n + 1)Q™.

[

(2) Vn € N : Q™ # 0. Giibe es nimlich so ein n, dann wiire nach (1) auch anQ™~! und damit Q!
bereits der Nulloperator und induktiv damit auch Q"2 ..., Q" = idg, Widerspruch.

(3) Sei n € N beliebig. Dann gilt ||Q" || < [|Q]|"~! < co und

NG . o
nlal[|Q" M| < 2/[P|IlQ" < 2(IPlllQ" I,

also ﬁ|a|n < ||P|| und damit || P|| = oo, d.h. P ist unstetig.
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2.5 Endlich dimensionale, normierte Vektorraume

Satz 32 (Isomorphie endlich dimensionaler Réume)
Seien (E, || -||g) und (F,|| - ||r) normierte K-Vektorraume mit dim(E) = n = dim(F') (n € N).
Dann sind £ und F' isomorph.

BEWEIS

Es geniigt zu zeigen, dass (E,|| - ||) isomorph zu (K", || - ||) ist. Sei (b1, ...,b,) eine Basis von E, dann
ist die Abbildung w : K™ — E, (aq,...,a) — Y., a;b; ein algebraischer Isomorphismus. Nach Satz 22
bleibt zu zeigen, dass positive m, M existieren mit Voo € K" : m||al|oo < [Jw(@)||E < M||e|co-

Setze M := Y"1, ||bi||, dann gilt fiir alle & = (a1, ..., ap,) € K™ |[w(a)||g < Y iy |ul|bi] g < M||a|.
Insbesondere ist w damit stetig.

Dann ist auch |[w(-)||g : K® — [0,00) stetig und da die Einheitssphire S := {a € K" | ||&||cc = 1}
kompakt ist, existiert ein o* € S mit m = ||jw(a®)||g < ||w(a)||g fir alle & € S. Damit gilt auch
m||a||eo < ||w(@)||g fir alle @ € K™.

FOLGERUNG

Jeder endlich dimensionale K-Vektorraum ist vollsténdig, da isomorph zum K-Banachraum (K", || - ||oo)-

KOROLLAR 33 (Stetigkeit linearer Operatoren)
Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||F) normierte K-Vektorraume mit dim(E) = n (n € N).

Dann ist jeder lineare Operator T': £ — F' stetig.

BEWEIS

Seien {b1, ..., b, } eine Basis von E und « € K. Dann gilt

T (i: Oéibi> Xn:aini
i=1 i=1

Betrachten wir wieder den oben definierten Isomorphismus w, dann erhalten wir mit ¢ := "' | ||Tb;||F,
dass [|(T ow)(a)||F < ¢||a||so, also ist T o w stetig. Da auch w™1! stetig ist, folgt insgesamt die Stetigkeit
von T'.

n n
<> laalllThillr < llallse Y NITillr-
i=1 i=1

F

FOLGERUNG

Auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum sind alle Normen &quivalent.
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2.6 Der Satz von Hahn-Banach

DEFINITION

Sei E ein K-Vektorraum.

Eine lineare Abbildung f : E — K heift ein lineares Funktional oder eine Linearform.

Der Raum der stetigen, linearen Funktionale E' = L(F,K) heifit der (topologische) Dualraum zu E.

Der Raum der linearen Funktionale £* heifst der algebraische Dualraum zu E.

BEMERKUNG
Eine Abbildung p : E — R heiflt ein sublineares Funktional, falls gelten:

(1) p ist subadditiv, dh.Vz,y € E : p(x + y) < p(z) + p(y) und
(2) p ist positiv homogen, d.h. Vo € E,a > 0: p(ax) = ap(z).

SATz 34 (Hahn-Banach)

Seien F ein R-Vektorraum, M ein Teilraum von E, p ein sublineares Funktional und f € M* mit
fz <p(z) fir alle z € M.

Dann existiert eine Fortsetzung F' € E* von f mit Vo € E : —p(—z) < Fa < p(x).

BEWEIS

Wir betrachten das folgende System von Fortsetzungen zu f:
M :={(D,h) | M C D ist Teilraum von E, h € D*, hlpy = f, V2 € D : hz < p(2)}.

Fiir zwei Paare (D1, hq) und (Da, he) aus M setzen wir (D1, h1) < (D2, ha) < D1 C Do und he|p, = hs.

M ist nicht leer, da (M, f) € M. Sei nun K eine nicht leere Kette in (M, <). Dann erhalten wir
mit K := |J{D C E | (D,h) € K} einen M umfassender Teilraum von E und durch kz := hz fiir
(D,h) € K, z € D wird eine lineare Abbildung & : K’ — R definiert mit k|py = f und kz < p(z) fiir alle
z € K, also ist (K, k) € M.

Offenbar ist (K, k) eine obere Schranke zu K. Nach dem Lemma von Zorn existiert dann ein maximales
Element (FEy, F) von (M, <) und fir € Ey gilt F(—z) < p(—z), also —p(—z) < —F(—xz) = Fz. Es
bleibt zu zeigen, dass Eg = E.

Angenommen, es existiert ein y € E\Ey. Dann ist H := {x + ay | © € Ep, € R} ein Teilraum von E
mit By C H. Fiir festes v € R setzen wir g(x +ay) := Fx+ ay (z € Ep,« € R). Dann ist g wohldefiniert,
denn dann gilt fiir alle x1, x5 € Ey, a1, € R:

y&Eo
T +oy =x0+agy = x1 —x2 = (@1 — )y = a1 = Qg = T = Ta.

Damit ist ¢ : H — R eine lineare Abbildung mit g|g, = F. Wir miissen ein v € R finden, so dass
g9z < p(z) ist fiir alle z € H, denn genau dann gilt (x) Vo € Fy,a € R: Fx 4+ ay < p(x + ay) und wir
erhalten einen Widerspruch zur Maximalitit von (Fy, F').

Fiir @ = 0 ist (*) eine leere Bedingung. Wir suchen also ein v € R, so dass
x x
VxEEO:fySp(f—l—y) —F(—) & a>0 und
« «a
x x
VmEEO:F(——)—p(———y) <v & a<0.
@ @

Seien nun u,v € Fy, dann gilt die Ungleichung Fu+ Fv = F(u+v) < p(u+v) < plu—y) + pv + y),
also Fu —p(u —y) < —Fv + p(v + y) und damit

a:= sup{Fu—plu—y)|ueE}< inf {-Fv+plv+y)|veEy}=>o
u€Ey veEy

Fiir a <y < b ist dann (x) erfiillt.
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KOROLLAR 35 (Hahn-Banach)

Seien F ein R-Vektorraum, M ein Teilraum von F, p eine Halbnorm auf F und f € M* mit |fz| < p(z)
fiir alle z € M.

Dann existiert eine Fortsetzung F' € E* von f mit Vo € E : |Fz| < p(x).

BEWEIS

Nach Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung F' € E* von f mit Vo € E : Fa < p(z). Es ist also nur zu
zeigen, dass Vo € F : —Fa < p(z). Da p Halbnorm, folgt dies aus —Fx = F(—z) < p(—z) = p(z).

KOROLLAR 36 (Bohnenblust-Sobczyk-Suhomilinov)

Seien E ein C-Vektorraum, M ein Teilraum von E, p eine Halbnorm auf E und f € M* mit |fz| < p(z)
fiir alle z € M.

Dann existiert eine Fortsetzung F' € E* von f mit Vo € E : |Fz| < p(x).

BEWEIS

Als C-Vektorraum ist F insbesondere auch ein R-Vektorraum. Wir betrachten die Abbildung g : M — R
mit z — R(f2). Es gelten:

(1) g ist R-linear.
(2)Vze E: fz=gz—1ig(iz): Sei fz =a+1ib (a,b € R), dann

fz=a+ib=a—iR(-b+ia) =a— iR(i(a+ b)) = R(fz) — iR(f(iz)) = gz — ig(iz).
(3) V2 € M g2| = [R(F2)| < If2] < p(2).

Nach Korollar 35 existiert eine R-lineare Fortsetzung G : E — R con g mit Vo € E : |Gz| < p(z). Wir
betrachten die Abbildung F : E — C, z — Gz — iG(iz). Dann gelten:

(1) F ist eine Fortsetzung von f, denn fiir x € M gilt Fz = Gz — iG(ix) = gz — ig(ix) = fx.
(2) F ist C-linear: Offenbar ist F' R-linear und fiir € E gilt

F(iz) = G(izx) —iG(—z) = iGx + G(iz) = i(Gx —iG(ix)) = iFx.
(3) Zu z € E setze a := %, dann |a| =1 und aFz = |Fz|. Damit

|Fz| = aFz = F(az) = R(F(ar)) = Glaz) = |G(ax)| < p(ax) = |alp(z) = p(z).

KOROLLAR 37
Seien (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum, M ein Teilraum von E und f € M.

Dann existiert eine Fortsetzung F' € E' von f mit ||F|| = ||f]]-

BEWEIS

In Korollar 35 bzw. 36 definiere px := ||f||||z||, dann gibt es eine Fortsetzung F' € E*, die wegen
|Fz| < ||f|ll|lz|] stetig ist und ||F|| < ||f|| erfillt. Die Fortsetzungseigenschaft impliziert trivialerweise
auch die umgekehrte Abschéatzung ||f|| < ||F|]-

KOROLLAR 38
Seien (E, ||-]]) ein normierter K-Vektorraum, zo € E, M ein Teilraum von E und d := dist(zq, M) > 0.
Dann existiert ein g € E mit ||g|| = 1, g|ar = 0 und g(zo) = d.
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BEWEIS

Betrachte den Teilraum H := {x 4+ axg | z € M, a € K}. Wir setzen f: H — K, = + azg — ad. Dann
ist f wohldefiniert und linear mit f|y; =0 und f(zo) = d. Weiter gilt

||

||z + aol|

171 =sup{

xeM,aeKmitx—i—axO;éO}:sup{ yeM}:l.

el
||y*$o||

Mit Korollar 37 lasst sich f zu gesuchtem g fortsetzen.

ANMERKUNG

Unter den Voraussetzungen von Korollar 38 erfiilt jedes g € E' mit ||g|| = 1 und g|as = 0 die Abschitzung
lg(z0)| < d, denn fiir y € M ist |g(z0)| = |g(z0o — y)| < ||zo — y|| und damit gilt auch

< inf —qyll =d.
|g($0)\_y1élM||on yll

KOROLLAR 39

Seien F ein Vektorraum iiber K und zg € F.

(1) Ist p eine Halbnorm auf F, so existiert ein F' € E* mit Fxg = p(z¢) und Vo € E : |[Fz| < p(z).
(2) Ist E # {0} und || - || eine Norm auf F, dann gibt es F' € E’ mit Fxy = ||zo|| und ||F|| = 1.

BEWEIs

(1) In Korollar 35 bzw. 36 setze M = (x¢) := {axg | a € K} und f: M — K, azg — ap(zg).

(2) Im Fall x = 0 wéhle zo € E\{0} und M := {0}, dann liefert Korollar 38 das gesuchte Funktional.
Ist © # 0, dann liefert Korollar 38 (wieder mit M := {0}) direkt die Behauptung.

KOROLLAR 40
Seien (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum, n € N und {z1,...,x,} C E linear unabhéngig.

Dann existiert ein g € B/ mit Vi = 1,...,n : g(z;) = a;.

BEWEIS

Zu M :={x1,...,x,} gibt es ein (eindeutiges) f € M* mit f(z;) = «; (i = 1,...,n). Nach Korollar 33 ist
f stetig und lasst sich daher mit Korollar 37 zu gesuchtem g fortsetzen.

ANWENDUNG (Banachlimes)

Es gibt eine lineare Abbildung LIM : /o, — R mit ¥(zp,)nen € loo : liminf z,, < LIMz,, <limsupz,.

Insbesondere gilt also fiir konvergente (2,,)nen € foo, dass lim x,, = LIMz,,.

BEWEIS

Definiere M := {0}, f:0—0und p: o — R, (24)nen — limsup x,. Dann ist p subadditiv und positiv
homogen, also ldsst sich f mit dem Satz von Hahn-Banach zu einem g € E* mit gz < p(z) fortsetzen
(x € £s). Dann gilt fiir jedes & = (2p)nen € oo auch —gz = g(—2) < limsup(—=z,) = —liminf z,, und
damit liminf z,, < gzx.
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2.7 Der Bidualraum

DEFINITION
Sei (E, || -||) ein Vektorraum iiber K. E” := (E’)" heifit der Bidualraum zu E.

BEMERKUNG

Ist (E,|| -]|) ein normierter K-Vektorraum, dann sind E' und E” nach Satz 25 Banachréume.
DEFINITION
Sei (E,|| - ||) ein normierter K-Vektorraum. Dann heifit 5 : E — E”, definiert durch »z : B/ — K,
(sx)x’ := 'z, die kanonische Einbettung von E in E".

BEMERKUNG

(1) Fir alle x € E, ¢’ € E' gilt |(sex)a’| = |2'z| < ||2'||||z]|, d-h. ||2¢z|| < ||z||. Also ist s stetig.

(2) Nach Korollar 39 (2) gibt es andererseits ein 2’ € E' mit |(scx)2’| = |2'z| = ||z||, also ||sx|| = ||z,
d.h. s ist normerhaltend und insbesondere injektiv.

(3) Cl(sFE) ist ein K-Banachraum (eine Vervollstindigung von E), denn nach (2.1) ist Cl(»E) ein Un-
terraum des K-Banachraumes E” und damit selbst vollstandig.

DEFINITION
Ein normierter K-Vektorraum (F, || - ||) heit reflexiv, falls »E = E”, d.h. falls s surjektiv ist.

BEMERKUNG

Die Existenz eines beliebigen, normerhaltenden Isomorphismus f : E — E’ ist nicht hinreichend fiir die
Reflexivitdt von E (James).

SaTz 41 (Reflexivitit endlich dimensionaler Rédume)

Ist (E,]|| -]|) ein endlich dimensionaler, normierter K-Vektorraum, dann ist F reflexiv.

BEWEIS

Sei dim ¥ = n € N. Nach Korollar 33 ist £/ = E*. Sei (b1, ..., b,) eine Basis von E. Definiere b} : E' — K
durch b; — {é 72 = 0ij (i =1,...,n). Fiir beliebiges f € E* gilt dann f = iy f(by)bY, denn fiir alle
r=aiby + ...+ a,b, € F gilt

f(@) = anf(b) + .. + anf(bn) = 01 (2) f(b1) + ... 4 by, () £ (bn),

also f € span{bj,...,b%}, d.h. E* = span(b3,...,nk). Da (b, ...,b%) linear unabhingig, folgt dim E' = n

-0

und damit auch dim »(F) = dim E” = dim(E’)’ = n. Mit »(E) C E” erhilt man schlieklich »(F) = E".
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3 Hilbertraume

3.1 Riume mit Skalarprodukt

DEFINITION

Sei H ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : H x H — K heift ein Semiskalarprodukt, falls fiir alle
z,y,z € H, a¢€ K gelten:

(1) (-,-) ist linear in der ersten Komponenten, d.h. (ax + y, z) = a{z, z) + (y, 2).

(2) (-,-) ist antisymmetrisch, d.h. (z,y) = (y, z).

(3) (-,-) ist positiv, d.h. (z,z) > 0.

Gilt zusétzlich (x,x2) = 0= 2z = 0, dann heift (-,-) ein Skalarprodukt.

BEMERKUNG

Jedes Semiskalarprodukt ist sesquilinear in der zweiter Komponenten: Seien z,y,z € H, o € K, dann gilt

(r,ay +2) = (ay + z,2) = aly, 2) + (z,7) = Az, y) + (z,2).

DEFINITION
Sei (H, (-,-)) ein K-Vektorraum mit Semiskalarprodukt.
Zwei Elemente z,y € H heiflen orthogonal (in Zeichen: z Ly), falls (x,y) = 0.

Seien I eine nicht leere Indexmenge und {xz; | i € I} C H, dann heift (z;);er ein Orthonormalsystem,
falls Vi, j € I : (i, 2;) = 8ij := {} 2;; (Kronecker-Delta).

SaTz 42 (Orthonormalsysteme)

Seien H ein K-Vektorraum, (-,-) ein Semiskalarprodukt auf H, y € H, I eine nicht leere Indexmenge,
{x; | i eI} C H, (x;)icr ein Orthonormalsystem und J C I endlich mit Vj € J : o; € K.

Fiir x € H setzen wir ||z|| := y/(x, z). Dann gelten:
) [ly = Z ajz;l? = [lyl]* - Z [y, 25)” + Z Jovj = (v, )

(2) Genau dann ist ||y — E ozjx]|| (strikt) mlmmal wenn o = (y,z;) (j € J).
i€
(3) lly = Xy, 25)a1* = ||y||2 > [y, )
jeJ jeJ
W) 11 3 ajzjl|> = 3 |ay|? (Verallgemeinerter Satz des Pythagoras).
jed Jj€J

BEWEIS
(2), (3) und (4) folgen unmittelbar aus (1). Dazu:

2
<y_zajxj7y_ Zajxj>

- ajzy

JjeJ jeJ JjeJ
= (y.y) - <Z~/’Zaa‘%‘> - <Z ijxjal/> + <Z ij%‘azaﬁj>
jed jeJ jeJ jeJ

= WIP =D @ wom) = >y gy) + D> i (x5, )
jeJ jeJ jeJkeJd

= ll? =Y @ a) = Y oy (w0 + > a0
jed jGJ jGJ

= Hy||2_z<y7x] yam] +Z y7xj OC‘_<y71'j>)
JjeJ jeJ

= ‘y||2 Z| ya‘rj | +Z|a3 yv'rj
JjeJ jeJ
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KOROLLAR 43 (Bessel-Ungleichung)

Seien H ein K-Vektorraum, (-,-) ein Semiskalarprodukt auf H, y € H, I eine nicht leere Indexmenge,
{z; i€ I} C Hund (x;);cr ein Orthonormalsystem.

Dann gilt die Ungleichung > | (y, z;) |* < ||y]|?.
iel

ANMERKUNG

Fir a; > 0 (¢ € I) setzen wir dabei Y a; :=sup{ Y, «; | J C I endlich}.
icl jeJ

FOLGERUNG

Die Menge {i € I | (y,x;) # 0} ist abzéhlbar.
Nach der Bessel-Ungleichung ist némlich fiir jedes n € N die Menge {i € I | | (y,z;) | > 1} endlich.

SaTz 44 (Grundeigenschaften von Semiskalarprodukten)
Sei (H, (-, -)) ein K-Vektorraum mit Semiskalarprodukt. Dann gelten:
(1) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Y,y € H : [{x,y)| < ||z||||y|]-

(2) || -] : H — R ist eine Halbnorm auf H.
(3) Genau dann ist || - || eine Norm, wenn (-, -) ein Skalarprodukt ist.
(4) Es gilt die Parallelogrammregel: Yo,y € H : ||z +y||* + ||z — y||* = 2(||z||* + ||y[[*)-

BEWEIS
(1) Im Fall ||z]| = 0 = |[y]| gilt

0 < [lz = (&, m)yl* = llall* = (o, y)z,y) = (@, 9}y, @) + [z, ) Pllyl* = =2/, 9,

also |(z,y)| = 0. Andernfalls ((E ||z|| # 0) folgt aus der Bessel-Ungleichung |(y, ﬁﬂg < ||ly|[?, also
[{z y)| < [ll[]yll-
(2) Klar: Vo € H, a € K: ||z]| > 0 und ||az|| = |a|||z||. Zur Dreiecksungleichung:

(1)
le+yll” = (z +y, 2 +y) = 2] + 2R(z, ) + |yl < ([l + 2/, )] + llyll* < (=] + [lyID*.

(3) Trivial, denn Vx € H : ||z]] =0 & /{(z,2) =0 (z,z) = 0.
(4) Durch Nachrechnen:

e+ gl + llz = yl* = ll=]* + (o, ) + (v, @) + Nyl + [l = (2, 9) = (g 2) + 1yl = 2|2l + 9]

BEMERKUNG

(1) Es gelten die Polarisierungsformeln
K=R:Va,y € H: 4z,y) = |lz +y[[> — ||z — y]*.
K=C:Va,y e H:4(z,y) =3 _ ||z +i"y[)

(2) Ist (X,]| -]|) ein normierter C-Vektorraum, der die Parallelogrammregel erfiillt, so wird durch die
Polarisierungsformel ein Skalarprodukt (-, -) definiert, dessen induzierte Norm gerade || - || ist (d.h. es

gilt Vz € X : ||z]| = v/(2, 2)).

KOROLLAR 45
Ist (H,(-,-)) ein K-Vektorraum mit Semiskalarprodukt, dann ist (-,-) stetig.
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BEWEIS

Seien z,y,u,v € H. Dann gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir x — u, y — v:

(2, y) = (u,0)| = [z —u,y = v)| <[] = ull]ly —v|| = 0.

DEFINITION
(H, (-, -)) heift ein K-Prdhilbertraum, falls H ein K-Vektorraum und (-, ) ein Skalarprodukt auf H ist.

Seien (H, (-,-)) ein K-Préahilbertraum und || -|| die zu (-, -) gehorige Norm. Ist (H,||-||) vollstindig, so
heift (H, || - ||) ein K-Hilbertraum.

BEISPIELE
(1) Im K™ definiere fir x = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,-..,yn) € K*

n
i=1

Dann ist (K™, (-,-)) ein Hilbertraum.
(2) Analog ist mit
<(E,y> = ley ($,y S 62)
i=1
der Raum (¢s, (-,-)) ein Hilbertraum.

(3) Seien a,b € R, a < b. Dann ist (€([a, b)), (-,+)) ein nicht vollstdndiger Hilbertraum, wenn man setzt

b PR
(f.g) = / f(@)3@) dz (f,g € €(ja,B]).

Definiert man (-,-) auf der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen, dann ist (-,-) ein
Semiskalarprodukt (aber kein Skalarprodukt).

BEMERKUNG

Ein Préhilbertraum (H, (-,-)) lasst sich (als normierter K-Vektorraum) geméf (2.7) via der kanonischen
Einbettung s : H — H" zu einem K-Banachraum erweitern.

Setzt man (-,-) in natiirlicher Weise auf die Vervollstindigung von H fort, d.h. definiert man fiir
2,y € CI(H)\H und (2,,)nen, (Yn)neny € EN mit lim z, =2, lim y, =y

n—oo

(z,y) := lm (xp,yn),
n—oo

dann definiert die Fortsetzung von (-,-) ein Skalarprodukt auf Cl(H), bzgl. der C1(H) vollstindig, also
ein Hilbertraum, ist.
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3.2 Approximation und Orthogonalitat

DEFINITION

Seien (E, || - ||) ein normierter K-Vektorraum, U eine nicht leere Teilmenge von F und f € E. Dann
heifst ein g € U mit ||f — g|| = dist(f,U) eine Minimallésung oder Bestapprozimation zu f bzgl. U.

BEMERKUNG

Ist (E,]|| - ||) ein normierter K-Vektorraum und F' C E, dann nennen wir F' mittelpunktkonvez, falls fiir
alle z,y € F auch 3 (z +y) in F liegt.

HILFSSATZ 46

Seien (H, (-,-)) Prihilbertraum, F C H nicht leer und mittelpunktkonvex, z € H und (y,)neny € FN
mit lim ||z — y,|| = dist(z, F'). Dann ist (y,)nen eine Cauchyfolge.

BEWEIS

Seien v, w € F, dann gilt nach der Parallelogrammregel
2(||v = 2|* + [l — w]|?) = |lv — w[]* + [Jv +w — 22|,
also mit d := dist(z, F)

1
llo = wl* = 2([jv = 2|* + ||l — w]*) = 4[| 5 (v + w) —2|* < 2(||v = 2I]” + [l — w][*) — 4d*,

—_——
Speziell gilt also fiir n,m € N: er

2 M, M — 00
—

190 = Yl < 2(llyn — 2l* + ||z — yml[*) — 4d 0.

SATZ 47 (Bestapproximation in Hilbertrdumen)
Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum, = € H, F nicht leere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge von H.

Dann gibt es genau ein y € H mit ||z — y|| = dist(x, F).

BEWEIS

Sei (Yn)nen € FN mit ||z — y,|| =3 d := dist(z, F). Nach dem Hilfssatz ist (y,)nen eine Cauchyfolge
in F und da F abgeschlossener Unterraum eines K-Banachraumes, konvergiert (y,,)nen gegen ein y € F.
Da || - || stetig, ist dann ||z — y|| = d.

Schlieflich ist y eindeutig, denn gébe es eine weitere Minimallésung z € F', dann ware nach dem Hilfssatz
ly — 211> = 2(llz — yl* + [lo — 2||*) — 4d* = 0.

SATz 48 (Approximation und Orthogonalitét)
Seien (H, (-,-)) ein Préhilbertraum, U ein Unterraum von H, f € H und g € U.
g ist genau dann eine Minimallésung zu f bzgl. U, wenn (f — ¢) LU (& Vu e U : (f — g)Lu) gilt.

B €U
EW.I.E}IS . , ) ,
< FirueUgilt [[f —ulF =[[f =g+ (9—u) = all* + llg = wll.
=: Gébe es ein v € U mit (f — g,u) # 0 (insbesondere u # 0), dann gilt fiir alle A € K:
1 = (g = M) [P = [I(f = g) + Ml = [|f — glI* + 2R(Nu. | — 9) + [A*[]g]|*.
——
eu

2 Pyth.

—qg,u . — u2 .
Speziell fiir A := f<f||g|g|’2> erhilt man ||f — (g — M)|| = ||f — gl|* — % < ||f = gl|?, ein

Widerspruch zur Minimalitat von ||f — g||.
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3.3 Orthogonalrdume und orthogonale Komplemente

DEFINITION

Seien (H, (-,-)) ein Prihilbertraum und A C H. Dann heift At := {x € H | Va € A : z1a} der
Orthogonalraum zu A.

SaTz 49 (Grundeigenschaften von Orthogonalrdumen)

Seien (H, (-,-)) ein Préhilbertraum und A, B C H. Dann gelten:

A C A+ = (A1), Wir schreiben dann auch AL AL
A% ist ein Unterraum von H.

At ist abgeschlossen.
At = (A)F = (Cl((A) ™+

BEWEIS

(1)-(5) sind klar.

(6) Nach Korollar 45 ist {-,) stetig fiir y € H beliebig. Dann ist A+ = [ Kern((-,y)) abgeschlossen
als Urbild einer abgeschlossenen Menge. yeA

ac gilt jeweils D. AuRerdem ist offenbar - .Seinuny € , dann gibt es eine Folge
7) Nach (1) gilt j il AuRerdem ist offenbar A+ A)L. Sei Cl(A), d ib ine Fol
(Yn)nen € (AN, die gegen y konvergiert. Fiir x € (A)* gilt dann 0 = (x,y,) "— (z,y), also z_Ly.

SaTz 50 (orthogonales Komplement)
Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum und M ein abgeschlossener Unterraum von H.
Dann ist M+ ein abgeschlossener Unterraum von H (das orthogonale Komplement von H).

Es gilt H = M @& M+, d.h. zu jedem 2 € H existieren eindeutige m € M, m’ € M+ mit x = m +m/.

BEWEIS

Nach Satz 49 ist M~ ein abgeschlossener Unterraum von H und MNM~+ = {0}. Weiter ist H = M+ M+,
denn sei x € H, dann gibt es nach Satz 47 eine eindeutige Bestapproximation y bzgl. M. Nach Satz 48
liegt  —y in M+ und x = y + ( — y) ist die gewiinschte Darstellung.

Gibe es fiir ein « € H zwei Darstellungen @ = m +m’ = n 4+ n’ mit m,n € M, m’,n’ € M+, dann wire
m+m' —(n+n)=(m-n)+(m —n') =0und damit m —n=n'—m’. Dam—nin M und n’ —m/ in
M+ liegt, folgt aus M N M+ = {0}, dass m = n und m’ = n’ gelten muss und damit die Eindeutigkeit
der Darstellung.

KOROLLAR 51
Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum und M C H. Dann gilt CI((M)) = M++.

BEWEIS

Nach Satz 49 gilt C1((M)) C CI((M))++ = ML, Fiir die andere Inklusion setze N := CI1((M)), dann
ist IV ein abgeschlossener Unterraum von H. Nach Satz 50 gibt es zu z € M*+ 21 € N, 25 € N+ mit
T =11 + xo und wegen N C ML folgt * — x1 = xo mit x — x1 € ML und o € N+ = M. Damit ist
x—1x1 =0, alsoz =21, dh. x € N.
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DEFINITION
Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum und M ein abgeschlossener Unterraum von H.

Dann heift P: H — M, x = m +m' — m mit m € M, m’ € M+ der orthogonale Projektor auf M.

SATZ 52 (orthogonaler Projektor)

Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum und M ein abgeschlossener Unterraum von H und P der orthogonale
Projektor auf M, @ der orthogonale Projektor auf M. Dann gelten:

(1) P ist linear mit P? = P.
(2) 1] < 1 und M # {0} = ||P|| = 1.
E ; Vr,y € H: (Pr,y) = (Px, Py) = (z, Py).

3
4) Vo € H : ||z|]* = [|Pz]| + [|Qz[*.

BEWEIS
(1) Seien z,y € H, dann gibt es m,n € M, m’,n’ € M+ mit x = m +m’, y =n +n'. Also
Plx+ay)=Pm+m' +an+n))=P({(m+an)+(m +an’)) =m+ an = P(x) + aP(y).

—— N——
eM eM-+

Auferdem ist Px = m € M, also PPx = Pm = m = Pz und damit PP = P.
(2) Sei x € M und m € M, m’ € M+ mit 2 = m + m/. Dann gilt

1Pl = [lmll = v/{m,m) < /(m,m) + (m/,m/) = /(m,m/,m+m/) = ||m +m'|| = |||,

also ||P|| < 1. Ist umgekehrt x € M, dann ||Px|| = ||z||, also ||P|| > 1, falls M # {0}.
(3) Seien z,y € H, x=m+m/, y=n-+n', m,ne€ M, m’,n' € M*. Dann gilt

(Pz,y) = (m,n +n') = (m,n) = (Pz, Py) = (m,n) = (m +m',n) = (z, Py).
(4)Seiz € H, x =m+m', me M, m" € M+, dann

ll]* = (2, 2) = (m+m/,m +m') = (m,m) + (m',m’) = [[m||* + ||[n/||* = [| P2[|* + || Py||*

Sarz 53 (Hahn-Banach in Hilbertraumen)
Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum, M ein Unterraum von H und f € M’.
Dann gibt es eine Fortsetzung F' € H' von f mit ||F|| = || f]].

BEWEIS

Sei f € M’ und g die Fortsetzung von f auf CI(M)’, d.h. fiir x € CI(M), (z,)ney € MN mit z,, == =
setzen wir g(x) := lim f(x,). Dann ist g wohldefiniert, linear und stetig.

Trivialerweise ist ||f|| < ||g||. Sei x € CI(M) mit (2,)nen € MY, 2, =3 x, dann gilt

l9@)] = lg (lim 2.) = I [g(a)| < T [lglllwal| = llall]|

also auch |[g|| < [f]| und damit [|g[| = || /]
Sei P nun der orthogonale Projektor auf CI(M), dann tut’s F :=go P € H'.
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3.4 Der Satz von Riesz

SATZ 54 (Riesz)

Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum. Dann gelten:

(1) py: H =K, x+ (z,y) ist ein stetiges Funktional mit ||¢y|| = ||y||-
(2) Fiir jedes f € H' gibt es genau ein y € H mit f = py.

BEWEIS

Cauchy-Schwarz

(1) Sei z € H, dann ist |(py)x| = [z, y)| < [z[ll[yl], also gy € H" und [l@yl| < [yl

Umgekehrt gilt [(y)y| = [(y, )| = [lyllllyll, also |leyll = [ly|| und damit insgesamt [[y[| = [[y||-

(2) (B Sei f # 0. Dann ist M := Kern(f) ein echter, abgeschlossener Unterraum von H, insbesondere
M+ # {0}
Sei m' € M+ mit ||m'||=1und u: H — H, z+— (fz)m’' — (fm')xz. Dann liegt u(z) fiir alle z € H
in M, denn f(u(x)) = f((fz)m' — (fm/)z) = (fz)(fm’) — (fm')(fz) = 0.
Sei nun € H beliebig, dann gilt wegen u(x)Lm/, dass ((fx)m' — (fm/)z,m’) = (u(x),m’) = 0, also
((fz)m/,m'y = ((fm')x,m’). Setzt man y := fm'm’, dann erhilt man

[lm/]l =1

(fz) = (fa)(m!,m/) = ((fo)m/,m) = ((fm')z,m’) = (fm/)(z,m) = (2, fr/m/) = (z,y).

Zur Eindeutigkeit: Seien y,y" € H derart, dass Va € H : (x,y) = (z,y’), dann Ve € H : (z,y' —y) =0,
also insbesondere ||y — ¢'|| = {(y — ¢,y — ¢’') =0 und damit y — ¢y’ =0, d.h. y = ¢/'.

FOLGERUNG

Definiert man ¢ : H — H', y +— (-, y), dann ist ¢ bijektiv, normerhaltend und sesquilinear.

KOROLLAR 55 (Reflexivitat von Hilbertraumen)

Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

BEWEIS
Zu zeigen ist die Surjektivitdt der kanonischen Einbettung » : H — H” aus (2.7).

Sei F' € H"”. Wir suchen ein x € H mit »x = F, d.h. fiir alle 2’ € H’ soll gelten 2’z = Fz’. Nach dem
Satz von Riesz ist dies dquivalent zu

Yy € H: F(py) = (py)r = (y,r) = (pz)y,

wir miissen also ein x € H finden mit Vy € H : (px)y = F(py).

Da die Abbildung H — K, y — F(gy) nach der Folgerung linear und auferdem beschrankt ist, liefert
der Satz von Riesz ein « € H mit den gewiinschten Eigenschaften.
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3.5 Orthonormalbasen

DEFINITION

Seien (H,(-,-)) ein Hilbertraum, I eine nicht leere Indexmenge, {z; | i € I} C H und (x;);es ein
Orthonormalsystem.

(21)ier heit vollstindig oder eine Orthonormalbasis, falls {z; | i € I} (bzgl. C) maximale Teilmenge
von H ist.

BEMERKUNG
Seien (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum, « € E, I eine nicht leere Indexmenge und {z; | i € I} C E.

Existiert zu jedem e¢ > 0 ein endliches I. C I existiert, so dass fiir alle endlichen J C I mit I. C J gilt

[| >° x; —z|| <€, dann setzen wir ) z; = .
JEJ i€l

Satz 56 (Charakterisierung von Orthonormalbasen)

Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum, I eine nicht leere Indexmenge, {x; | ¢« € I} C H und (x;);cs ein
Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(1) (24)ier ist eine Orthonormalbasis.

2)Vye H:y= Z(y,xﬁx, (Fourier-Entwicklung).

(3) Vz,y € H : (acz,GyI> = > (&, @) {w;, y) (Bilinearformel).

(4) Vg € H < I = 52 1>l (Parscoal-Gleichung).

(5) {z; |ieI}) lieglte(liicht in H (ist also eine Hilbertbasis).

BEWEIS
(2)=-(5) und (3)=-(4) sind klar.
(1)=-(2): Zunéchst ist zu kldren, ob die Reihe in (2) konvergiert.
Nach Satz 42 (4) ist || 3 (y,z;)z;]|> = 3 |y, 2;)|? fiir J C I endlich.
JEJ j€J
Die Bessel-Ungleichung liefert Y [(y,z;)|? < |ly[|*> und da (H,]|| - ||) vollstindig ist,

konvergiert || ) (y, z;)z;||? (2.4/51n Banachriumen ist jede absolut konvergente Reihe
i€l

konvergen).
Setze x :=y — > (y, x;)x;, dann gilt fiir alle ¢ € T wegen der Stetigkeit von (-, -):
i€l
<$,Ii> = <y - Z<y;$j>xj,$i> = <y7xz> - <Z<y7xj>xjvxi> = <y,mz> - <yaxi><xiaxi> =0
jEI jel
und da {z; | i € I'} maximal ist, muss dann 2 = 0, also y = > (y, z;)z; gelten.
iel

(5)=(1): Sei x € {w; | i € I[}*, dann z € Cl({{x; | i € I}))* = H+ = {0} nach Satz 49 (7), also = = 0.
(2)=(3): Seien z,y € H, dann gilt

(,y) = <Z<z7Ii>Iia Z(%Ii>$z‘> = Z<<I7Ii>$i, (y,xi)w) = Z<x7$i><xi7y>'

i€l i€l iel i€l
(4)=(2): Sei J C I endlich, dann gilt nach Satz 42 (3) |ly — Y (y,z;)z;|[*> = ||y|I®? — 3 Ky, x;)|?,
also y = Y (y, z;);. jeJ jeJ
i€l
BEMERKUNG

Die Reihe in (2) konvergiert unbedingt, d.h. fiir jede Permutation der Indizes. Die Reihe in (3) konvergiert
sogar absolut.
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4 Klassische Sitze der Funktionalanalysis

4.1 Der Satz von Baire

DEFINITION
Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann heit A C X nirgends dicht, falls Int(Cl(A)) = 0.

A heifit mager oder von erster Kategorie, falls eine Folge (By)neny € XY nirgends dichter Mengen
existiert mit A = J7—, B

A heifst fett oder von zweiter Kategorie, falls A nicht mager ist.

FOLGERUNG
Seien (X, Q) ein topologischer Raum und A, B C X. Dann gelten:

) Ist A nirgends dicht und B C A, dann ist auch B nirgends dicht.
2) Ist A mager und B C A, dann ist auch B mager.
3) Ist A nirgends dicht, dann ist auch CI(A) nirgends dicht.
4) Ist (Ay)nen € XV eine Folge magerer Mengen, dann ist auch |J07; A,, mager.
5) Genau dann ist A nirgends dicht, wenn CI1(A) keine nicht leere, offene Menge enthélt.

(1
(
(
(
(

DEFINITION

Sei (X, O) ein topologischer Raum. Ist jede offene, nicht leere Teilmenge von X von zweiter Kategorie,
dann heift (X, Q) ein Baireraum.

Satz 57 (Charakterisierung von Bairerdumen)
Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(X,0) ist ein Baireraum.

VA C X : A mager = A€ dicht.
V(Ap)nen € XN, A, € A, Int(A4,) =0 : Int(Uy2, A,) = 0.
V(Op)nen € X", O, € O dicht : (N~ O,, dicht.

\_/\/V\_/

(1

(2
(3
(4

BEWEIS

(1)=(3): A:=,~, A, ist mager, also auch Int(A). Da (X, Q) Baireraum, folgt Int(A) = 0.

(3)=(4): Nach dem Dualitétsprinzip ist X = Cl(0,,) = (Int(0%))¢, also Int(O%) = 0. Setzt man O :=
N~ On, dann gilt nach (3): Int(O°) = Int(|J,;—, A%) = 0, also C1(O) = (Int(0°))* = X.

(4)=(2): Sei A C X mager, dann gibt es (4, )neny € XY mit Int(Cl(A4,)) =0 und A = J;—, A,,. Wieder
mit der Dualitdt gilt fiir O,, := (Cl(4,))¢ (n € N) dann Cl(O,,) = (Int(Cl(A ))) = X; nach
(4) ist (,—, O, also dicht und wegen A¢ = (2, A% D >, O,, folgt die Dichtheit von A°.

(2)=-(1): Sei O € O nicht die leere Menge, dann ist O¢ abgeschlossen und O° # X, also ist O nicht dicht
und nach (2) O daher nicht mager.

SATZ 58

Ist (X, d) ein vollsténdiger semimetrischer Raum, dann ist (X, 0(d)) ein Baireraum.

BEWEIS

Seien O,, € O(d) dicht (n € N), O :=(,~; O,, und V € O nicht leer. Wir miissen zeigen, dass auch VNO
nicht leer ist. Oy ist dicht, also gibt es ;1 € X und € € (0, 1) mit K7 CO;NV.Seinunn €N, n>2.
Da O,, dicht ist, gibt es dann induktiv =, € X und €, € (0, n) mit Ken cCOo,N U;f;z 1.

Fir n € N und i,j > n liegen z; und z; in Ugr, also gilt d(z;,2;) < 2¢, < ;. Also ist (2n)nen eine

Cauchyfolge. Da X vollstéindig, gibt es ein € X mit z,, — « und da z; € K firn € N, i > n, liegt
auch z € Ki», alsoz € ONV.
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KOROLLAR 59 (Kategoriesatz von Baire)

Jeder vollstandige semimetrische Raum ist von zweiter Kategorie.

BEMERKUNG

Seien (X,0) ein topologischer Raum und F C {f : X — R
)

gleichmdfig nach oben beschrinkt, wenn gilt: Vo € X : sup f(z
feF

stetig}. Wir nennen F' punktweise
g
< 0.

SATz 60 (Prinzip der gleichméRigen Beschrianktheit)

Seien (X,0) ein Baireraum und F C {f : X — R | f stetig} punktweise gleichméifiig nach oben
beschréankt.

Dann existiert eine nicht leere, offene Menge O und ein M € [0,00) mit Vf € F, x € O: f(z) < M.

BEWEIS

(E F # (). Seien m € N und f € F, dann ist Ef, := {z € X | f(z) < m} abgeschlossen, da f stetig. Also

ist auch E,,, := [\ E;, abgeschlossen.
feF

Zu z € X gibt es ein m € N mit sup f(z) < m, also z € E,, und damit X = J~_; Ep,.
fer
Da (X, Q) ein Baireraum ist, gibt es nach Satz 57 ein m € N mit Int(E,,) # 0. O := Int(E,,) und M :=m

tun’s.

ANWENDUNG

Betrachtet man die Menge der stetigen Funktionen f : [0, 1] — R, dann lésst sich zeigen, dass fast alle -
d.h. alle bis auf eine magere Ausnahmemenge - dieser Funktionen nirgends differenzierbar sind.

Sei dazu M = {f € €([0,1]) | 3= € [0,1] : f ist rechtsseitig differenzierbar in z}. Wir zeigen, dass M
mager in €([0, 1]) ist.

Mit der von || - || induzierten Metrik d ist €([0, 1]) ein vollstdndiger metrischer Raum. Fiir n € N, n > 2
sei A, :={f€€([0,1]) |Fr€[0,1-L]:Vhe (0,1]: w <n}. Dannist M C |, An.

n

Sei n > 2. Dann ist A,, abgeschlossen: Sei (f)ren € AY und f € €([0,1]) mit ||fx — fl|oo P800, Wir
miissen zeigen, dass f € A,. Fiir k € N sei ;, € [0,1 — 1] derart, dass |fx(z + k) — fr(zx)| < nh fir
h € (0, %] Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf hat (x)ken eine konvergente Teilfolge, die gegen ein

x€[0,1— %) konvergiert. Gelte also (E zy, ey

Seien nun A € (0, ] und € > 0, dann gibt es ein k € N mit || fx — f||oo < € und |f(zy+h) — f(z+h)| <e.
Dann gilt:

l[f(x+h)=flx)| < |flx+h) = flzx+R)]+[f(xx +h) — filox + h)]
+Hfr(zre +h) = fr(ze)| + | felxr) — ()| + | f(zr) — f(2)]
< nh+4e.

Da € > 0 beliebig, folgt WLW <mn,also f € A,.

SchlieRlich ist Int(A,) = @ (n € N), denn andernfalls gibe es f € A,, und € > 0 derart, dass U?E CA,.
Nach dem Approximationssatz von Weierstral gibe es dann ein Polynom p: [0,1] — R mit p € Us, also
Us C U?e C A,. Wéhle dazu ein g € €([0,1]) mit ¢ > 0, ||g||lcc < €, ¢ stiickweise linear, so dass die
Steigung aller linearer Abschnitte betraglich grofer ale n + ||p/||oo ist (,Ségezahnfunktion®). Dann lage
g +p in U\ A, ein Widerspruch.
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4.2 Der Satz von der gleichméafiigen Beschranktheit

SATZ 61 (gleichméfige Beschrinktheit)

Seien I eine nicht leere Indexmenge, (E, ||-||) ein K-Banachraum, (E;, ||-||;) normierte K-Vektorrdume
und T; € L(E, E;) (i € I) und fiir alle « € E sei {||T;z||; | ¢ € I} beschrénkt.

Dann ist {||T;]| | ¢ € I} beschrénkt.

BEWEIS

Fiir i € I setze f; : E — [0,00), = — ||T;z||;- Dann sind alle f; stetig als Verkettung stetiger Abbildungen.
Da (E,||-||) ein Baireraum ist, existieren nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschrinktheit a € E und
€, M € (0,00) derart, dass Vi € I, z € US : ||Tiz|| = fi(z) < M.

Ist y € E mit ||y|| < 1, dann liegt a + ey in U¢, fiir ¢ € I gilt also
e|Tiylls = [ITi(a + ey) — Tiall; < |[Ti(a + ey)||s + [|Tial[; < 2M

und damit ||T;|| < 2 fiir alle i € 1.

KOROLLAR 62

Seien I eine nicht leere Indexmenge, (E, || - ||) ein K-Banachraum, o € E’ (i € I) und fiir alle z € F
sei {|z}z| | i € I} beschrankt.

Dann ist {||x}|| | ¢ € I} beschrénkt.

BEWEIS
Klar nach Satz 61.

KOROLLAR 63

Seien I eine nicht leere Indexmenge, (E, || - ||) ein K-Banachraum, x; € E (i € I) und fiir alle 2’ € E’
sei {|#'x;| | i € I} beschrénkt.

Dann ist {||z;|| | ¢ € I} beschrénkt.

BEWEIS

Da (E',|| - ||g’) K-Banachraum, scz; € E” fir alle ¢ € I und (sez;)2’ = 2'x; (i € I, o' € E'), ist
{||(3ex;)2’|| g | @ € I} beschrankt, nach Korollar 62 also auch {||sx;|| | ¢ € I} und da » normerhaltend,
also auch {||z;|| | i € I}.
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4.3 Der Satz von Banach-Steinhaus

SATz 64 (Banach-Steinhaus)

Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||r) Banachrdume iiber K, 7,, € L(E, F) (n € N) und M C FE mit (M)
dicht in E. Dann sind aquivalent:

(1) (Thz)nen konvergiert fiir jedes x € E.

(2) {|IT%|| | n € N} ist beschréankt und (T;,m),en konvergiert fiir jedes m € M.

Ist die Aquivalenz erfiillt und T : E — F gegeben durch Tz := lim Tz, dann ist T stetig.

n—oo

BEWEIS
(1)=(2) ist klar nach dem Satz von der gleichméfigen Beschranktheit.

Gelte also jetzt (2). Da (T, m)nen fiir alle m € M konvergiert, konvergiert (T,,m)nen auch fiir alle
m € (M). Sei K € (0,00) eine obere Schranke fiir {||7,|| | n € N}.

Zu z € E und € > 0 existiert ein z € (M) mit ||z — z[|p < ;% und ein N € N mit ||T),z — T.2[|r < §,
falls m,n > N. Damit gilt:

[ Toz = Tzl|lr < ||Toz — Tozllr + [|[Thz — Tzl + [|[Tnz — Tzl r
< Talllle = 2l + 1Tz = Tn2ll + | Tlll|lz — 21
< Kllo—zllp+ 5+ Kl - 2||B
< 6

also ist (T),x)nen eine Cauchyfolge und damit konvergent.

Sei jetzt (1) erfillt und T : E — F mit Tz := lim T,z (z € E). Dann gilt:

n—oo

[Tallr = lim [[Tellr < lim [[Tlllz]le < Klel|2
also ||T|| beschriankt durch K.

ANWENDUNG (Numerische Integration)
Gegeben seien a,b € R, a < b und ein stetiges f : [a,b] — R. Wir suchen

b
1) = [ f@) da.

H&ufig kann I(f) nicht iber I(f) = F(b)—F(a) mittels einer Stammfunktion F zu f berechnet werden - sei
es, weil keine Stammfunktion zu f existiert oder weil die Ermittlung von F' nicht mit einem vertretbaren
Aufwand numerisch moglich ist.

Nach der Definition des Riemann-Integrals lasst sich I(f) allerdings beliebig genau durch eine endliche
Linearkombination ZZ:O Aef(zk) M\ € R, xy, € [a, b] approximieren.

DEFINITION

Seien n € N, zg,...,x, € [a,b] und Ag, ..., A, € R. Dann heift das durch
a(f) = Mef(xx)
k=0

definierte Funktional ¢ : €([a,b]) — €([a,b]) eine Quadraturformel n-ter Ordnung mit den Stitzstellen
g, ..., Ty und den Gewichten Ag, ..., An.-

Eine Folge von Quadraturformeln wird Quadraturverfahren genannt, falls die Folge der zugehorigen
Ordnungen monoton wéchst.
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KOROLLAR 65 (Szegd)

Seien (g )ren ein Quadraturverfahren und )\gk), ey )\g,i) die zu gj, gehorigen Gewichte (k € N). Dann
sind dquivalent:

(1) Vf € €(la,b]) : au(f) = 1(f).
(2) Vm € Ny : gp(z™) gty I(z™) und sup Y %, |)\§k)| < 0.
keN

BEWEIS

Wir bezeichnen hier mit 2™ die Abbildung [a,b] — R, z — 2™ (m € Np). Nach dem Satz von Weierstraf
liegt M := {z™ | m € Ny} dicht in &([a,b]), also sind mit den Raumen (E,|| - ||g) := (€([a,b]),]] - l|lc)
und (F,||-||r) := (R,|-]) die Voraussetzungen des Satzes von Banach-Steinhaus erfiillt, wenn wir zeigen
konnen, dass alle Quadraturformeln stetig sind.

Sei also ¢, gegeben durch ¢(f) := Y_7_o A f(xk), eine Quadraturformel. Dann gilt [|q|| = > p_ [Axl:
< D] = | o nF @l < o el @) € 5o el flloo (f € B).

>: Fiir f € E mit ||f||oc =1 und V& € {0,...,n} : f(zr) = sign(A) gilt ¢(f) = > fp_q [kl

Dass der Grenzwert in (1) auch tatséchlich das gesuchte Integral ist, folgt aus der Stetigkeit von I.

KOROLLAR 66 (Steklov)
Seien (g )ken ein Quadraturverfahren und die zu g gehdrigen Gewichte )\(()k), vy )\5{? alle nicht negativ
(k € N). Dann sind dquivalent:

(1) ¥f € €([a,b]) : ae(f) == 1(f).
(2) ¥m € Ng : gp(2™) "= I(2™).

BEWEIS

Nach dem Korollar von Szegd ist nur zu zeigen, dass Y%, |)\l(-k)| beschrankt ist. Dazu:

ngk ng
D=3 A =) =T - a
i=0 i=0

BEMERKUNG

(1) Ist ¢ eine Quadraturformel mit g(z%) = I(2°), dann gilt ||I — ¢|| > b — a: Zu jedem € > 0 existiert
néamlich ein g € €([a,b]) mit g(zr) = sign(Ax), |lg|]| < 1 und |[I(g)| < e. Nach der Umgekehrten
Dreiecksungleichung gilt dann ||gg||ec — [[19]|oc < |19 — ¢9]|oo, also

n n
b—a=q(z") =Y M <Y Il =llaglloo S I = )glloc +¢ <1 = allllglloc + € < || = gl| +e
k=0 k=0

und damit (da e > 0 beliebig) ||I — ¢|| > b — a.
Also ist eine gleichméfige Approximation durch solche Quadraturformeln nicht méglich.

(2) Sei n € N. Fordern wir ¢(p) = I(p) fir alle Polynome p vom Grad n oder kleiner, dann wird
bei vorgegebenen Stiitzstellen eindeutig eine Quadraturformel n-ter Ordnung bestimmt (Lagrange-
Verfahren). Man nennt diese dann interpolatorische Quadraturformeln.

(3) Fiir interpolatorische Quadraturformeln mit dquidistanten Stiitzstellen ist das Korollar von Szego
nicht anwendbar (Gegenbeispiel von Polya).

(4) Fiir Gauf-Formeln sind die Gewichte nicht negativ, also ist das Korollar von Steklov anwendbar.
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4.4 Der Satz von der offenen Abbildung

SaTz 67 (Prinzip der offenen Abbildung)
Seien (E, || -||g) und (F,|| - ||r) K-Banachrdume und A € L(E, F)) mit AE = F. Dann ist A offen.

BEWEIS
SeiSy, :={z € E|||z]|g < 57 }. Wir zeigen zuniichst, dass es ein e > 0 gibt mit {y € F | ||y||r < €} C AS,.

Wegen AE = F und E = UZO=1 nS; folgt F = U?:l nAS;. Nach dem Baireschen Kategoriesatz ist F' von
zweiter Kategorie, es gibt also ein n € N mit nInt(Cl(AS;)) = Int(Cl(nAS;)) # 0. Also gibt es ein p € F
und ein 7 € (0,00) mit {y € F' | ||y — p||lr < n} C CI(AS;) und damit

{2 € F | [|2llr < n} C CI(AS,) - p C CI(ASy) — CU(AS;) C CI(4S, — AS,) C CI(ASy).

Daher ist fiir n € Ng auch {z € F | ||z]|r <37} € CL(AS,) (x).

Wir zeigen, dass € := 7 die gewiinschte Eigenschaft hat. Zu y € F mit ||y||r < % gibt es nach (x) ein
z1 € Sy mit ||y — azi|[r < gk, dazu wieder nach () ein xo € Sy mit ||(y — Az1) — Azs||lr < 5 und
induktiv schlieRlich ein z,, € S, mit ||z —Y_7" | Az;|| < 52kt (x) fiir n € N. Da||z;||p < 5- und (E, ||-||g)
vollstéindig, folgt die Konvergenz der Reihe Y ;o x; =: x mit z € Sp und Az = > °, Az; = y (nach
Seien nun O C E offen und b € AO. Zu a € O mit b = Aa existiert dann ein § € (0,00) derart, dass
{r e E|||lz—allp < 0} =0Sp+a C O. Definiert man € wie oben, dann liegt U := {z € F' | ||z||r < de} +b
in U mit U C A(6Sy + a) C AO.

KOROLLAR 68 (Satz vom inversen Operator)
Seien (E,||-||g) und (F,|| - ||r) Banachriume iiber K und A € L(E, F) bijektiv. Dann ist A~! stetig.

BEWEIS

Nach dem Prinzip der offenen Abbildung ist A offen, also sind Urbilder offener Mengen unter A~ offen
und damit A~! stetig.

KOROLLAR 69
Seien (E, || -]|1) und (E, || - ||2) Banachrdume iiber K, o € (0,00) und || - ||z < a|| - ||1-

Dann sind || - ||y und || - ||2 dquivalent.

BEWEIS

idg ist stetig, linear und bijektiv, nach dem Satz vom inversen Operator ist also auch idEl. Damit gilt
[|z|]1 = |idz||2 < ||idg||||z]|2 fir alle z € E.

Martin Gubisch 45 WS 2007/2008



4 Klassische Sétze der Funktionalanalysis 4.5 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

4.5 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

DEFINITION

Seien (X, 0x) und (Y, Oy ) topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.

Wir nennen G(f) := {(«, f(x)) | * € X} den Graphen von f.

f heilst Graphen-abgeschlossen, falls G(f) abgeschlossen in der Produkttopologie von X x Y ist.

SATZ 70
Seien (X, 0x) ein topopologischer Raum, (Y, Qy ) ein Hausdorffraum und f : X — Y stetig.
Dann ist f Graphen-abgeschlossen.

BEWEIS

Sei (a,b) € (X x Y)\G(f), d.h. b # f(a). Da Y Hausdorffsch, gibt es ein Uy € Uy und ein Uy,) € Ug(q)
mit Uy N Uy, = 0. Da f stetig, gibt es weiter ein U, € U, mit f(U) C Uy(q). Setze U := U, x Uy, dann
U e U(a,b) und U C (X X Y)\G(F)

SATzZ 71
Seien (E,|| - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Réume {iber K und f : E — F eine Abbildung. Dann gilt:
f ist Graphen-abgeschlossen < V(x,)nen € EN, 2 € E, y € F: ((x, — 2z und Tz,, — ) = Tz = y).

BEWEIS
Seien z € E und y € F, dann gilt
(z,y) € CUG(T)) & 3((Tn,yn))nen € (G : lim (2, yn) = (,9)

n—oo

& I(zn)neny € EV: lim 2, =z und lim Tz, =y.

n—oo

SATz 72 (vom abgeschlossenen Graphen)
Seien (E, || -]|1) und (E,|| - ||2) Banachrdume iiber K und 7' : £ — F linear.

Genau dann ist T stetig, wenn 7" Graphen-abgeschlossen ist.

BEWEIS
= ist klar nach Satz 70, da normierte K-Vektorraume Hausdorffsch sind.

Als abgeschlossener Unterraum von E x F ist (G(T'),|| - ||exr) selbst ein Banachraum, wenn man fiir
z € E, y € Fsetzt [|(z,y)l|pxr = [|z]lz + [yl p-

Die Abbildung ¢ : G(T) — E, (x,Tx) — x ist linear, stetig und bijektiv. Nach dem Satz von inversen
Operator ist auch ¢! : E — G(T), z +— (x,Tz) stetig und somit auch 7"

IT2||r < [lllp + 1 T2l = ||z + Tollpxr = llo™ " @llpxr < lle™"[lllo]le.

BEMERKUNG

(1) Seien (E, || -||) ein K-Banachraum und FE1, E5 abgeschlossene Unterrdume von E, E = E; @ Es. Fiir
x € E gibt es dann eindeutige x1 € Fy, x2 € Fo mit x = 1 + 22, die Abbildung T': Ey x Fy — E|

(x1,22) — 1+ x9 ist also linear und bijektiv. Wegen ||T(z1,z2)|| = ||z1 + z2|| < |Jz1]| + ||z2]|
ist T auch stetig (in 0, also {iberall) und nach dem Satz vom inversen Operator damit ein
Normisomorphismus.

(2) Seien (E,|| - ||) ein K-Banachraum und P : E — E ein Projektor, d.h. P € L(E,E) und P? = P.
Dann ist auch @ := idg — P ein Projektor und PQ =0, P+ @ =idg. Da F; := PE = Kern(Q) und
Es := QF = Kern(P) abgeschlossen sind, erfiillen F; und Fy die Voraussetzungen von (1).
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4.6 Der Satz von Alaoglu

DEFINITION

Seien FE ein K-Vektorraum und I' C E*. Die Initialtopologie von I' auf E (d.h. die grobste Topologie
auf F, bzgl. der alle v € T stetig sind), wird als I'-Topologie oder mit o(T") bzw. o(E,T") bezeichnet.

BEMERKUNG
(1) Offenbar gilt o(I") = o¢((I")), da Linearkombinationen stetiger Abbildungen wieder stetig sind.
(2) Wir nennen I' total, wenn Vo € E\{0} : I3y € T : ya # 0.

(3) Zusétzlich zu unseren allgemeinen Uberlegungen iiber initiale Topologien in (1.8) haben wir hier noch
die Linearitdt der v zur Verfiigung.

(4) Ist p € E, dann ist nach Satz 15 U C E genau dann eine o(I')-Umgebung von p, wenn ein endliches
F C T und Umgebungen U, € UX, (v € F) existieren mit U 2 (| v~ (U,), d.h. wenn € > 0 und
F C T endlich existieren mlt UC ﬂ v HUS,). VeFr

Wir setzen U (F )—{xEE\V’yEF |y —yp| < €} = ﬂ'y YU,

(5) Fiir z € E gilt x € Ug(F) < Vy € F:yx € Uy @VVEF |’}/.r—’}/p|<6

(6) Wegen Ug(F') = Us(F) + p ist die I'-Topologie bereits bestimmt durch ihre Umgebungsbasis um 0:
{U§(F) | F CT endlich, € € (0,00)}.

(7) Fiir Fl Q FQ Q E* gllt O'(Fl) Q O(FQ).

Satz 73 (I-Topologie)

Seien E ein K-Vektorraum und I' C E*.

(I)a: Ex E— Fund s: K x E — E sind stetig in o(T).

(2) Ist T total, dann ist (E,o(T")) ein Hausdorffraum.

(3) Seien z € F und F eine Filterbasis auf E. Dann gilt F — z < Vy € T': AF — ~va.

BEWEIS

(1) Seien p,q € E, f € K, F C T endlich und ¢ > 0, dann U2 (F) + U2 (F) C Uz;j_q

J:EU,?(F)7 Yy E Uq%(F), dann gilt Vy € F: [y —yp| < § und Vy € F': |yy — yp| < §, also

(F), denn seien

VyeF:y@+y) =+ 9l <lvx—pl+hy -l <e
Die Stetigkeit der Multiplikation in K liefert zu v € F ein 7, > 0, so dass Ugng ¢ Us,, Da F
endlich ist, gilt es also ein ¢ := min{n, | v € F} > 0 mit Vy € F : Ug . U,‘Ysp C Uey(p), damit
Uy -US(F) C U, (F).
(2) Zu p,q € E mit p # ¢ gibt es ein v € T’ mit 2e := |yp — vq| = |7(p — ¢)| > 0. Setze F := {7}, dann
US(F) NUS(F) = 0.
(3) Es gilt: F — z in o(T) U™ T
VU e :3F eF:FCU
VG C T endlich, e >0:3F € F: F C US(G)
Vyel, e>0:3F eF: FCU;({v})
Vyel, e>0:3F eF:yF CUS,
Vy el : 4F — vyzx.

te o

KOROLLAR 74
Seien E ein K-Vektorraum, = € E, (z,)neny € EY und T' C E*.

Dann gilt z, "—> z in o(T) & Vy €T : ya,, — y2.
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SaTz 75
Sei (E,]| -]|) ein normierter K-Vektorraum. Dann sind E’ und »FE total.
Die Normtopologie ist feiner als die E’-Topologie, d.h. o(E’) C O(]| - ||).

BEWEIS

Dass E’ total ist, liest man aus Korollar 39 zum Satz von Hahn-Banach ab. »F total ist klar. Schlieflich
liegt v genau dann in E’, wenn v € E* und v : (E,O(|| - ||)) — (K,]| - |) stetig, also folgt die Behauptung
nach Definition von o(E’).

DEFINITION
Sei (E, || -]|) ein normierter Vektorraum iiber K.
Dann nennt man die Normtopolodie O(|| - ||) auch starke Topologie auf E.

o(E, E") wird als schwache Topologie auf E, o(E', »E) als schwach-+-Topologie bezeichnet.

BEMERKUNG

(1) Nach (7) und Satz 75 gilt o(E', »«E) C o(E',E"”) C O(|| - ||) (wobei || - || hier die Operatornorm auf
E' ist).

(2) Insbesondere ist in einem normierten K-Vektorraum jede stark konvergente Folge auch schwach kon-
vergent.

HILFssATZ 76

Seien n € N, g, f1, ..., fn € E*, g & (f1,..., [n)-
Dann gibt es ein a@ € F mit g(a) = 1 und f;(a) =0 (1 <i < n).

BEWEIS
Waére dem nicht so, dann wére

n

() Kern(f;) € Kern(g) (%).

i=1
Betrachte T : E — K", x — fiz,..., fnz. Nach (%) gilt Vo,w € E : Tv = Tw = gv = gw. Daher ist ¢ :
TE — K, Tz — gx eine auf dem Untervektorraum TFE des K™ definierte, K-wertige, lineare Abbildung.
Zu v existieren dann eine Fortsetzung ¢ € (K™)* und o, ..., a, € Kmit ¢(z) = Y1, ;2 (2 € K). Fiir
z e F gilt

gr =9(Tx) = o(Tz) = Y _ i fi(x)
=1

im Widerspruch zu g ¢ (f1, ..., fu).

SATzZ 77
Seien (E, || -||) ein normierter Vektorraum iiber K und I' C F’.

Dann gilt (I') = {y € E* | v: (E,o(')) — (K, | - |) ist stetig} =: M.

BEWEIS

Nach Definition von o(T") gilt I' € M und damit auch (I) € M. Sei also v € M. Da + stetig mit
70 = 0, gibt es G C T endlich und § > 0, so dass YUS(G) C U}. Fiir x € (] Kern(¢)) und m € N gilt
mx € US(G), damit m|yz| = |y(mz)| < 1, also vz = 0. ves

Mit dem Hilfssatz folgt v € (G) C (I').
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BEMERKUNG
Seien (E, || -||) ein normierter Vektorraum iiber K und I' C E’ total.
Definiert man F := [[ K=K" und 7 : E — F, definiert durch (rz)(7) := vz, dann gelten:

yel’
(1) F ist ein K-Vektorraum. 7 ist linear und injektiv (da I" total).

(2) 7: (E,0(I")) — (7E,0, ) ist stetig (0, Produkttopologie auf 7F).

HILFSSATZ 78
Seien E ein K-Vektorraum und c¢: E — [0, 00).
Dann ist K := {f € E* | Vx € E : |fz| < ¢(2)} o(E*, »E)-kompakt.

BEWEIS

Fi © € E ist die Menge I(z) := {z € K | |2| < ¢(z)} kompakt und nicht leer. Nach dem Satz von

Tychonoff ist dann auch I := [] I(x) € KF kompakt.

z€E
Fasst man E als (totale) Teilmenge von E** auf, dann ist 7 : (K,0(E*, E)k) — (7K,Q, k) topologisch.
Es bleibt dann zu zeigen, dass 7K abgeschlossen in I ist; dann ist 7K kompakt und damit K o(E*), E)-

kompakt.

Fiir z € FE ist die Projektion I — I(z), ¢ — u(2) stetig, also sind fiir o € K, z,y € E die folgenden
Mengen abgeschlossen:

Afz,y) = {eel|uz+y)=lz)+uy)};
S(lax) = {tel|i(az)=a(z)} und damit auch
TK = ﬂ A(z,y) N ﬂ S(ax).

(z,y)EEXE (a,z) €KX E

Sarz 79 (Alaoglu)
Sei E ein normierter K-Vektorraum. Dann ist K := {2’ € E' ||||2/|| < 1} o(F’, »E)-kompakt.

In Worten: Der Einheitskreis im Dualraum ist schwach-*-kompakt.

BEWEIS

Wiéhle im Hilfssatz ¢ := || - ||. Wegen K := {2’ € E' | ||2/|| <1} ={f € E* |Vx € E: |fz| < ||z||} ist K
o(E*, »E)-kompakt. Mit o(E’, xE) = o(E*, »«E) g folgt die Behauptung.

KoRoOLLAR 80

Sei E ein reflexiver Banachraum iiber K. Dann ist {x € E | ||z|| < 1} schwach kompakt.

BEMERKUNG

Es gilt auch die Umkehrung.

DEFINITION
Seien E ein normierter K-Vektorraum und > C E*.

M C FE heiflst o(I")-beschrankt, falls yM beschrankt fiir alle v € T.

BEMERKUNG
M C E ist also genau dann o(T')-beschrankt, wenn gilt: YU € Ug(r) :dINeK: M C)\U.
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Satz 81 (Charakterisierung der Beschrianktheit in schwachen Topologien)
(1) Seien E ein normierter K-Vektorraum und M C E. Dann gilt

M ist beschriankt < M ist schwach beschrankt.
(2) Ist E vollstdndig und M C E’, dann gilt:

M ist beschrinkt < M ist schwach x-beschrankt.

BEWEIs
= ist jeweils klar. <= gilt in (1) nach Korollar 63 und in (2) nach Korollar 62.

KOROLLAR 82
Seien F ein K-Banachraum und M C E’. Dann gilt:

M ist schwach x-kompakt < M ist beschréankt und schwach *-abgeschlossen.

BEWEIS

=: Nach Satz 73 und Satz 75 ist (F’,0(E’, #F)) ein Hausdorffraum, also M schwach x-abgeschlossen.
Fir € FE ist sz : (E',0(FE’,%E)) — K stetig, also »xM kompakt, insbesondere beschriankt. Mit
dem Satz 81 (2) folgt die Beschrénktheit von M.

«: Es gibt ein n € N mit ||2M|| < 1. Mit M ist auch LM o(E’, »E)-abgeschlossen; nach dem Satz von
Alaoglu ist dann 1M und damit auch M o(E’, »E)-kompakt.
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5 Spektraltheorie

5.1 Wiederholung: Lineare Operatoren

DEFINITION

Seien E, F normierte Réume, D(T) C E Untervektorraum.

Ein linearer Operator T : D(T) — F ist eine lineare Abbildung.
G(T):={(z,Tx) | x € D(T)} C E & F heikt der Graph von T.

T heilt ab jetzt abgeschlossen, wenn G(T) C E & F abgeschlossen ist.

T heifit abschliefibar, wenn es einen linearen Operator T gibt mit G(T) = G(T).
T heiRt dann der Abschluss oder die Abschliefung von T.

BEISPIELE (linearer Operatoren)

(1) Seien £y :={z: N = K | [[z]|¢, = (30ry |2n|?)2 < oo} und der Rechtsshift Sk sowie der Linksshift
S, gegeben durch

0 n=1

Tpo1> n>1 ) SL(("ETL)REN) = (anrl)nEN ((xn)’rLEN € 62)

Sal(zn)ner) = {
Dann sind Sg,Sr € L({2), ||Sr|| = 1, Kern(Sg) = {0}, d.h. Sg injektiv, aber Sg nicht surjektiv.
Analog ist ||Sr|| = 1, SL, surjektiv, aber nicht injektiv.

(2) Sei l5(Z) ={z :Z — K| (32 |2n]2)2 < oo}, Dann sind Sg((2n)nez) = (Tn_1)nez und

n=—oo

SL((zn)nez) = (Tnt1)nen stetig, bijektiv und isometrisch (d.h. ||SL(2))|]e, = ||%]es-

(3) Seien E = €((0,1)) mit [|f]ls = sup |f()] + sup [, F = (0. 1), [Iflle = sup [F(0)]
und T : E — F mit T(f) = f'. tel0.1] t€(0.1] i€[0,1]
Dann ist T" stetig mit ||T|[g,r) = 1.

(4) Wir versehen nun E := €1([0,1]) mit ||f||z := ||f]|c- Dann ist E kein Banachraum, vlg. Satz von
Weierstrafs. Jetzt ist 7' nicht mehr stetig bzw. beschrankt, denn mit f, () := ¢™ ist || fn|lco = 1 und

1 f2lloo = 1.

BEMERKUNG

Seien E, F' normierte Rdume. Dann wird F X F' ein normierter Raum durch ||(z, y)||gxr; = ||2||2 +]|y||F-
Diese Norm erzeugt die Produkttopologie. Schreibe dann F& F' fiir den Produktraum, versehen mit dieser
Norm.

(2, )| := max{||z||&, ||y||#} und ||(z,v)]| := (||z||%+]||y||%)? erzeugen die gleiche Topologie. Betrachte
dazu einfach (||z|g, ||y||r) € R? statt (z,y) € E x F.

Falls F/, F' Banachraume, so auch E ¢ F'.

ANMERKUNG

(1) Ein linearer Operator T' : D(T) — F' ist stetig, wenn T stetig bzgl. der Spurtopologie auf D(T)
ist. Also ist 7' genau dann stetig, wenn fiir alle (z,)neny € D(T)Y mit z, "=3 0 gilt, dass auch

n—oo

Tr, — 0 T:(D(T),||-|lg) — (F,|| - ||r) beschrankt.

(2) Seien E, F Banachrdume. Dann ist ein linearer Operator 7' : D(T') — F genau dann abgeschlossen,
falls fiir alle Folgen (2,,)nen € D(T)N mit z,, — xin E und Tz,, — y € F gilt: € D(T) und Tz = y.

Wir miissen dazu nachweisen, dass (z,,Tz,) C G(T), (xn,Tx,) — (x,y) in E @ F impliziert, dass
(z,y) € G(T).

LEMMA
Seien E, F Banachrdume, T' € L(E, F). Dann ist T abgeschlossen.
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BEWEIS
Seien (z,)nen € BN mit x, — z in E und T'z,, — y in F. Da T stetig ist, folgt Tx,, — Tz, damit Tz = y.

LEMMA 83

Seien E, F Banachréume, T : D(T) — F ein linearer Operator. Dann definiert ||z||r := ||z||g+||Tz||F
fiir « € D(T') eine Norm auf D(T"), die sog. Graphennorm.

Dann ist (D(T),|| - ||7) genau dann ein Banachraum, wenn 7" abgeschlossen ist.

BEWEIs
Klar: || - || definiert eine Norm auf D(T).

Sei zuniichst T abgeschlossen und (z,,)nen € D(T)Y Cauchyfolge bzgl || - ||7. Nach Definition der Gra-
phennorm sind dann (2,,)pen € EY und (T,)nen € FY Cauchyfolgen; da E, F Banachriume, gibt es
zeFEye Fmite, »xin Fund Tz, — yin F.

Da T abgeschlossen ist, folgt (z,y) € G(T), d.h. € D(T) und y = Tx; wegen z, — 2z in E und
Tz, — Tz in F folgt ||z, — z||7 — 0. Also existiert x € D(T) mit =, — = bzgl || - ||z, d.h. (D(T),]|-||T)
ist ein Banachraum.

Die umgekehrte Implikation folgt analog.

WIEDERHOLUNG
(1) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)

Seien E, F' Banachrdume, T' : D(T) — F ein linearer Operator und D(T') abgeschlossen. Dann
ist T' genau dann abgeschlossen, wenn 7" stetig ist.

(2) (Prinzip der offenen Abbildung)
Seien E, F Banachrdume, T' € L(E, F) surjektiv. Dann ist T' offen.
(3) (Stetigkeit des Inversen)

Seien E, F' Banachrdume, 7' : D(T) — F ein linearer Operator mit Kern(7') = {0} und Bild(T")
abgeschlossen. Dann ist T~! : Bild(T) — E stetig.

LEMMA 84

Seien F ein Banachraum, F' ein normierter Raum, 7' : F — F Isomorphismus normierter Rdume (d.h.
linear, bijektiv und T, T~ stetig). Dann ist auch F ein Banachraum.

BEWEIS
Falls (y,)nen € FY Cauchyfolge, so auch (2, )neny € EN mit 2, := T~ (y,). Also gibt es z := lim x,, € E

und Tx,, =y, — Tax = y.

Beachte: Die Linearitét ist hier wichtig, betrachte z.B. arctan : R — (=%, 7).

SArz 85
Seien E, F Banachrdume und T : D(T) — F ein abgeschlossener linearer Operator.

Dann gilt: 3C > 0:Vz € D(T) : ||Tz||r > C||z||g < T ist injektiv und Bild(T) abgeschlossen.

BEWEIS

= Die Injektivitét ist klar. Der Operator T : (D(T),]| - |lz) — (Bild(T),]|| - ||F) ist ein Isomorphismus
normierter Raume. Da (D(T), ||-||7) vollstindig, ist nach Lemma 84 auch (Bild(T), ||-||r) vollstindig,
d.h. Bild(T") C F ist abgeschlossen.

«<: Klar mit dem Satz vom stetigen Inversen.
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5.2 Spektrum und Resolvente

NOTATION
Fir T € E, )\ € K schreiben wir ab jetzt T'— X statt T — Aidg.

DEFINITION

Seien F ein Banachraum, T : D(T) — E ein linearer Operator mit D(T) = E (d.h. T dicht definiert).
p(T) ={ e C|T—X:D(T)— E bijektiv}

heiftt die Resolventenmenge von T.
o(T) = C\p(T)

heifst das Spektrum von T.
op(T) :={A € C | T — X ist nicht injektiv}
heiftt das Punktspektrum oder die Menge der Eigenwerte.
0c(T) := {\ € C | T — X injektiv, nicht surjektiv und Bild(T — \) = E}
heiftt das kontinuierliche Spektrum von T.

o-(T) :={A € C| T — X injektiv, Bild(T — \) # E}

heifst das Restspektrum oder residuale Spektrum.

BEMERKUNG
(1) p(T) U c,(T)Uo(T)U o, (T) ist eine disjunkte Uberdeckung von C.
(2) Falls dim(E) < oo, so ist 0.(T) = 0 = o.(T).

(3) Falls T abgeschlossen und A € p(T'), so ist T'— X surjektiv und nach dem Satz vom stetigen Inversen
ist (T —\)71: E — F stetig. Also p(T) = {\ € C | T — X bijektiv, (T — \)~! stetig}.

DEFINITION

Sei E : D(T) — E ein linearer Operator mit D(T') = E.

Fiir A € p(T') heifst
RA(T) := (T —\)*!

die Resolvente von T und A — Rx(T') die Resolventenabbildung.

Fiir A € 0,(T) heifst
Eig(T, ) := Kern(T — \)

der geometrische Eigenraum von T zu A.
Hau(T,\) :={z € E | In e N:z € Kern(T — \)"}

wird als der algebraische Eigenraum oder Hauptraum von T zu A bezeichnet.

Die Elemente des Hauptraumes heifsen Hauptvektoren.

BEMERKUNG
Kern(T — X\) ={z € D(T) | (T — X\)xz =0} und Kern(T — \)" = {x € D(T) | (T — A\)"z = 0}.

BEISPIEL
Fiir den Rechtsshift Sg € L(¢2) gilt Kern(Sg) = {0} und Bild(Sg) = {(n)nen € €2 | 21 = 0}. Daher ist

e —z|| > 1 (z € Bild(Sg)), wobei e = (1,0,0,...), d.h. Bild(Sg) # f2, also 0 € 7,(Sg).
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WIEDERHOLUNG (Neumann-Reihe)
Seien E ein Banachraum, 7' € L(E) mit ||T|| < 1. Dann existiert (1 —7)~! € L(E) und

n 1
-3 0= E y
leall

BEWEIS

Fiir die Partialsummen gilt
ZHT”||<ZHT||”<Z||T||"— ||T||
n=0
d.h. die Reihe konvergiert absolut in L(E). Also existiert S := >~ 7" und
o
ST=TS=) T""=85-1=81-T)=(1-T)S=1
n=0

Damit existiert (1 —7)"! und S = (1 —T)~%

SATZ 86

Seien E ein C-Banachraum, T ein abgeschlossener linearer Operator in E mit D(T) = E.

Dann sind p(T") offen und o(7T") abgeschlossen.

BEWEIS

Falls p(T) = 0, ist nichts zu zeigen. Sei also A\g € p(T'), dann
T = A= (T =X) = (A=2X0) = (T =) (1 = (A= X)(T = Ao) ™).

Falls [A — Xo||[(T — M) 7Y|| < 1, s0 ist (1 — (A= Xo)(T — Ag)~!) invertierbar nach dem Satz von Neumann
und damit existiert

(T—N"t=1=N=X)(T =) H™HT - Xo) ' € L(B).

Alsoist {A e C | |]A = Xg| < Wlo),lll} C p(T), d.h. p(T) ist offen.

KOROLLAR 87

(1) Fiir Ao € p(T) it [|[(T = X0) "M 2 gmrmseryy-
(2) Fiir Ao € p(T), A € C mit |A — N\g| < m ist Ry(T) = 20% o (A — Xo)" Ry, (T)" 1.

BEWEIS

(1) Nach letzten Beweis gilt || Ry, (T)|| < ﬁ = X € p(T). Also A € o(T) = ||Rx,(T)|| > ﬁ
Damit

1 1 1
> .
R A e Wi A=l dist(, o (T))

(2) Neumann-Reihe ausgeschrieben.

DEFINITION

Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (2, )nen in E konvergiert schwach gegen x € E, falls fiir alle

n—oo

stetigen Funktionale T' € E’ gilt: Tx, — Tz, d.h. x,, — x in der schwachen Topologie o(FE, E’).

Wir schreiben dann z,, — x bzw. z, N
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DEFINITION
Seien E, F normierte Riume, (T},)neny € L(E, F)N und T € L(E, F).

n—oo

T, — T gleichmdapig oder in der Norm, falls ||T,, — T||(g,ry — O.

n—oo

T, — T stark bzw. in der starken Topologie, falls ||T,x — Tx||p — 0 (z € E).
T, — T schwach bzw. in der schwachen Topologie, falls Ve € E, Vf € F' . |f(T,x) — f(Tx)

(o]
|,

NoTATION
T, L (in der Norm), T,, —— T (stark), T,, — T (schwach).
BEACHTE

Fiir Operatoren ist T,, — T doppelt (und verschieden) definiert. Meistens ist T,, — T wie in der letzten
Definition zu verstehen.

BEMERKUNG

(1) In der starken Topologie ist {{T'€ L(E, F)|||Tz||[r <1}|z € E, n € N} eine Umgebungssubbasis der
0.

(2) In der schwachen Topologie ist {{T' € L(E,F) | |f(Tz)] < 1} | 2 € E, f € F', n € N} eine
Umgebungssubbasis der 0.

(3) Beide Topologien sind lokal konvex.

ANMERKUNG

Es gilt T, WL 7= 7, =5 T = T,, 2% T die Umkehrungen gelten i.A. nicht.

WIEDERHOLUNG (Fortsetzungssétze von Hahn-Banach)
(1) Seien E ein normierter Raum, z € E\{0}. Dann existiert ein f € E' mit ||f||lgr = 1 und
fr=||z[|5.

(2) Sei E ein normierter Raum. Dann ist die Abbildung s : E — E” mit (xx)(f) := f(z) (f € E')
wohldefiniert, linear und isometrisch (insbesondere injektiv).

LEMMA 88

Seien F ein normierter Raum, (x,,)nen € EY eine Folge. Dann ist (z,,),en genau dann eine Cauchyfolge,
wenn (f(z,))nen € KY eine gleichmifige Cauchyfolge fiir alle f € £’ mit ||f||z < 1 ist.

Eine Cauchyfolge heifit dabei gleichmifig, wenn gilt:

Ve>0:3IN eN:Vn,m>N:VfeE, ||fIl<1:|f(zn) — f(z)| <e.

BEWEIS

=: Sei (T, )nen € EY eine Cauchyfolge. Dann ist
sup | f(za) = f@) < sup  |Ifllellze = 2nlle = llzn = 2nlls T 0.
reE, |Ifli<1 feE IflI<1

Also (f(7,))nen € KY eine gleichmiiftige Cauchyfolge fiir alle f € B’ mit || ||z < 1.
<: Sei (f(xn))nen € KN eine gleichmiifige Cauchyfolge. Wir verwenden E — E”:

||xn - fEmHE = H%In — %xm”E” = sup | f(xn) _ f(zm) | n,1m— 00 0.
FEE, || fllpr <1l S~~~ >~~~

"fmn(f) ”mfm(f)
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DEFINITION

Seien Q C C ein Gebiet (d.h. offen und zusammenhingend), E ein C-Banachraum und z : Q@ — E.
Dann heiltt « holomorph, falls fiir alle zg € € der Limes

lim x(z0 +h) — x(z0)
C3h—0 h

in der Normtopologie existiert.

x heifst schwach holomorph, falls der Limes in der schwachen Topologie existiert.

SaTz 89
Seien Q) C C ein Gebiet, F ein C-Banachraum und z : ) — E.

Dann ist z genau dann holomorph, wenn x schwach holomorph ist.

BEWEIS

= ist trivial. Seien x also schwach holomorph, z € Q. Sei I', :={A € C | |X — z| = ¢} C Q mit positiver
Orientierung und € passend. Fiir f € E’ gilt nach der Cauchyschen Integralformel:

fla) = g [ 1) gy
Fiir 0 < |h| < € ist dann

(f(z(z+h)) = f(z(2))) - éf(w(Z))

1 1 1 1 1
T omi th<ll2h_uz>_(uz)2f(x(ﬂ))du
_ N fz(p)

i o Gz (=2

S| =

Nach Voraussetzung ist ¢ — f(a(n)) holomorph und damit stetig, also gibt es C'y > 0 mit

[f@(w) < Cp (neTs, f€E.

Damit ||z(u)||g < C (p € T',) fiir ein C' > 0 nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschréanktheit. Benutze
dabei f(2(1)) = ((x(1)))(f)- Damit
du) .

Somit ist fiir h, — 0 die Folge (hi(a:(z + hn) — 2(2)))nen eine gleichméRige, schwache Cauchyfolge fiir
feE, ||fll <1, also eine Cauchyfolge in F nach Lemma 88, d.h. z : @ — E ist holomorph.

1 d 1 1
HU e+ )~ J(ale) - )| < Ctlflee (6= ok [ |

KoRrRoLLAR 90

Seien E ein Banachraum, zy € C und € > 0. Es gelte weiter

o0 o0
x(z) = Zan(zfzo)" mit Vn € N: q, € E und Z||an|\|zfzo|" < oo fiir |z — zg| < €

n=0 n=0

Dann ist  holomorph an der Stelle zj.

BEWEIS
Fiir f € E' gilt

N N N
flz(z)=f ( lim Zan(z - zo)"> = J\}gnwf (Z an(z — zo)"> = J\}gnoto(an)(z —20)",
n=0

N—o0
n=0 n=0
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also f(z(2)) = Y07 o f(an)(z — z0)™. Weiter gilt:

oo o0
D 1 @n)llz =z < D lIfllllan][plz = 20" < o0, da |2 = 2| <€

n=0 n=0

Also lasst sich f(x(z)) um 2¢ in eine absolut konvergente Potenzreihe entwickeln, d.h. f(z) ist holomorph
an der Stelle zy. Damit ist  schwach holomorph an der Stelle zg; nach Satz 89 ist x damit an der Stelle
zp holomorph.

Sarz 91
Seien E ein Banachraum, T' ein abgeschlossener linearer Operator in E mit D(T') = E.

Dann ist die Resolvente p(T') — L(E), A — Rx(T') holomorph in p(T).

BEWEIS
Beachte: Da T abgeschlossen ist, ist die Abbildung wohldefiniert.
Sei Ag € p(T'). Nach Korollar 87 lidsst sich Rx(T') in eine absolut konvergente Potenzreihe entwickeln:

oo

1
T) = A—X)" ) fiir |\ — )\ _—
R\(T) 7;)( 0)" R, (T) iir | ol < nEwall

Nach Korollar 90 ist A — Rx(7T') holomorph an der Stelle Ag.

SATZ 92
Seien F ein C-Banachraum und 7' € L(E). Dann ist das Spektrum o(7T") C C kompakt und nicht leer.

BEWEIS

Fiir A € C mit [A| > ||T|| ist T— X = (—=A\)(1 — A~1T) nach dem Satz von Neumann in L(E) invertierbar,
d.h. A € p(T). Also ist o(T') eine abgeschlossene Teilmenge von {\ € C | |A| < ||T||}. Damit ist o(T")
kompakt.

Fiir |A| > ||T]| gilt

|A|— o0

NG Z =
Angenommen, p(T) = C. Dann gibt es ein C' > 0 mit ||R)(T)|| < C fiir alle A € C, da stetige Abbildungen
auf kompakten Mengen ihr Maximum annehmen. Fiir z € F und f € E’ ist die Abbildung A — f(Rx(T))
holomorph in ganz C und beschrankt ist, also nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen

== ||T||

\A|—>oo

[F(RA(T)2)] < [[fI[[BAD)[l|2]| "—
folgt, dass f(Rx(T)x) = 0. Damit

= [(BA(T)z) = (e(RA(T)2))(f) = BA(T)z = 0= Rx(T) = 0

im Widerspruch zur Invertierbarkeit.

BEMERKUNG
Falls T unbeschriankt, kann sowohl o(7T') = C und o(7T") = @ auftreten:

(1) Seien E = €([0,1]) und T gegeben durch T'f := f' fiir f € D(T) := ¢*([0,1]). Dann ist T unbe-
schriankt, da fiir f,(¢) := ¢™ folgt, dass ||f,|| =1 und ||Tf,|| = ||f}|| = n, d.h. T unbeschrankt.

T ist abgeschlossen, dann sei (f,)neny € D(T)Y mit f, — f in E und Tf, = f, — g in E. Dann
(fu)nen und (f!)nen gleichmiifig konvergieren, gilt f € €1([0,1]) und f/ — f, also f € D(T) und
g=f'=Tf. Also ist T abgeschlossen.

Allerdings gilt o(T) = 0,,(T) = C, denn die Funktion f(t) := e* liegt in Kern(T — \) fiir alle \ € C.
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(2) Seien E = €y([0,1]) := {f € €([0,1)) | f(0) =0} und Tf := f' fir f e D(T):={f € E | f' € E}.
Seien A € C und f,g € E. Betrachte die Gleichung (T'— \)f =: g bzw. f' — Af = g. Versehen mit
der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese gewohnliche Differenzialgleichung die eindeutige Losung
f(t) = eM fot e~**g(s) ds. Dann f'(0) = g(0) + Af(0) = 0, d.h. f € E und damit f € D(T). Somit
ist T— X : D(T) — E bijektiv fiir alle A € C, also ist p(T') = C = o(T) = 0.

DEFINITION

Seien E, F, G normierte Riume, S, S lineare Operatoren von E nach F und T ein linearer Operator
von F nach G.

Der Operator S + S ist definiert durch D(S + S) := D(S) N D(S) und (S + S)z := Sz + Sz fiir
xz € D(S+59).

Der Operator T'S : E — G ist definiert durch D(T'S) := {z € D(S) | Sz € D(T)} und (T'S)z := T(Sx)
fir x € D(TS).

NoTATION
Wir schreiben S C S, falls D(S) € D(S) und 5'|D(5) =5.

LEMMA 93 (approximative Eigenwerte)
Seien E, F Banachrdume und T : D(T) — F ein abgeschlossener linearer Operator.

Die Menge der approzimativen Eigenwerte von T ist definiert als

Tapp(T) 1= {A € C | Ian)nerw € (D(T))Y, [zl = 1: [[(T = N)an|| "= 0}.

Dann gilt 0,(T) U 0c(T) C 0app(T) C o(T).

BEWEIs
(1) Sei A € 04pp(T). Angenommen, A € p(T), dann (T — X)~! stetig, d.h.

IE23

Wl = )Y < oo,
T — N < 1T =27

Widerspruch zu A € g4, (T).

(2) Fiir A € 0,(T) setze x,, := & mit « € Kern(T' — \), ||z|| = 1. Sei A € 0,(T), dann ist T — X injektiv
und Bild(T — X) nicht abgeschlossen. Nach Satz 85 gibt es damit kein C' > 0 mit ||(T — M)z|| > C||z||
fiir alle x € D(T), d.h. es gibt (z,)nen € (D(T))Y, ||24]] = 1 mit [|[(T — N)a,|| — 0, d.h. X € 04, (T).
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5.3 Adjungierte Operatoren in Banachraumen

SATZ 94

Seien E, F Banachrdume und T € L(E, F). Dann wird durch f;(z) := f(Tx) fir jedes f € F’ ein
beschranktes, lineares Funktional f; € E’ definiert.

Die Abbildung T’ : F' — E’, f+ fi heifit die (Banachraum-)Adjungierte zu T.
Esgilt T/ € L(E', F') und L(E,F) — L(F',E"), T +— T’ ist eine Isometrie.

BEWEIs
fi=foT, dh. f ist linear und stetig. Weiter gilt

[fr(@)| = 1f(T)| < IFINT I |=]] = [If2

Der Operator T” ist linear, da

T'(af + Bg) = (af + B9)(Tz) = af(Tx) + Bg(Tx).

Also ist T” linear und stetig. Ebenso ist die Abbildung 7" — T” linear.

Zu zeigen bleibt ||T|| < ||T”]|. Nach Hahn-Banach existiert zu @ € E ein f, € E' mit ||fz|| = 1 und
fo(Tx) = ||Tz||. Damit ist

| < AT = 17| < [T

|Tzl| = |fo(T2)| = (T fo) (@) < IT[[I[ falllll] = NT"[|[]]]-

BEMERKUNG
(1) Fiir T € L(E,F) ist 7" € L(E",F") und T"|p = T:
(T" (32))(f) = (Gex)(T'f) = (T"f) (@) = f(Tx) = ((Tx))(f)-
(2) Falls T € L(E,F) und S € L(F,G), so ist (ST) =T'S"
((ST) f)(x) = f(STx) = (S'f)(Tz) = T'(S'"f)(=).
(3) Falls T € L(E, F) invertierbar, so gilt (T—1)" = (T")~%:
(TY'T =TT = id = idund T/(T7') = (T7'T) = id' = id.

DEFINITION

Seien E, F' Banachrdume, T : E — F linear und D(T) = E. Dann definieren wir
DT :={feF |3fieE :NeeDT): f(Tz)= fi(z)} wnd T'f := f1, f € D(T").

Kwz: D(T")={f € F |z~ f(Tx) € E'}.

BEMERKUNG

(1) T'f ist eindeutig bestimmt: Seien fi, fo € E’' mit Vo € D(T) : fi(z) = f(Tz) = fa(r). Wegen
D(T) = F und der Stetigkeit von fi, fo auf E folgt f; = fo auf E.

(2) (f,9) € G(T") & Vo € D(T) : g(z) = f(Tx).

(3) T" ist abgeschlossen: Sei (f,)neny € D(T)N mit f, — fin F' und T"f,, — g in E'.
Fir z € D(T) ist dann Ve € D(T) : f(Tz) = lim f,(Tz) = lim (T"f,)(z) = g(z).
Also f e D(T") und T'f = g, d.h. T” ist abge:c_l)l(l)gssen. .
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5.4 Adjungierte Operatoren in Hilbertrdumen

DEFINITION

Seien E, F Hilbertraume. Dann ist £ @ F' ein Hilbertraum, wenn man setzt

(x1,91), (T2, y2)) B F = (T1,Y1)E + (T2, Y2) F-

Weiter wird E @ F' ein normierter Raum durch

Iz llear = \/llz|% + llyll3-

BEMERKUNG

|| - ||EeF ist dquivalent zu der in (5.1) definierten Norm || - ||gx r.

DEFINITION
Seien H ein Hilbertraum und A C H. Wir setzen

At ={zcH|VacA:{(a,z)g =0}

BEMERKUNG
(1) Es gilt AL+ = A" und AL st abgeschlossen.
(2) A liegt genau dann dicht in H, wenn A+ = {0}.

WIEDERHOLUNG (Satz von Riesz)

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist
g E—FE, xz— (z)

wohldefiniert, bijektiv, isometrisch und konjugiert linear.

SATZ 95
Seien F, F Hilbertraume, T € L(FE, F). Dann gilt:

Vye F:3y* e E:Vee E: (Tz,y)p = (x,y") = (z,T"y),

wenn man setzt T*y := y*. T* € L(F, E) heift die (Hilbertraum-)Adjungierte zu T

Hilbertraum- und Banachraum-Adjungierte héangen zusammen iiber 7% = LEl oT" ouvp.

BEWEIS
Folgt direkt aus Satz 94 und dem Satz von Riesz.

Das Diagramm E’LF’

tg | L

-
kommutiert, d.h. 7% = 1;' o T" 0 1pp. E—F

DEFINITION

Seien E, F' Hilbertrdume, T : E — F linear mit D(T') = E. Dann ist
D(T*):={y € F | x — (Tz,y) ist ein stetiges, lineares Funktional auf D(T)}.

Wir definieren dann 7% : F — E durch T*y := y*, y € D(T™*).
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BEMERKUNG
Die Definition macht Sinn, da gilt y € D(T*) = 3ly* € E: Ve € D(T) : (Tx,y)r = (x,y*) g = (x, T*y).

DEFINITION

Seien E, F' Hilbertraume. T € L(E, F') heifit unitir, wenn T*T = idg und TT* = idp.

T : E — F linear mit D(T) = E heift selbstadjungiert, falls T* = T, und normal, falls TT* = T*T.
T heikt wesentlich selbstadjungiert, falls T abschliefbar und T selbstadjungiert.

T heilst symmetrisch, falls T C T*, d.h. falls Vo, y € D(T) : (Tx,y) = (x, Ty).

LEMMA 96

Seien E, F' Hilbertrdume, T : E — F linear mit D(T') = E. Wir definieren unitéren Isomorphismus

Dann gilt G(T*) = U(G(T)*) = (U(G(T)))*.

BEWEIS
Es gilt:

(y,y") € G(T")
Va E D(T) 0= ((Z‘»Tw) ( v ) eor = (€, Tx), U™ (y,y")) or
)

to o

( ) U(G(T)L " U (G(m)*

SArz 97
Seien E, F' Hilbertrdume, T : E — F linear mit D(T) = E. Dann gelten:

(1) T* ist abgeschlossen.
(2) Falls T abschlieRbar, ist T* dicht definiert und 7%* = T.

(1) Wegen G(T*) = (U(G(T)))* ist G(T*) abgeschlossen.
(2) Gelte nun D(T*) = E. Sei T abschliefbar. Dann gilt:

weDT) = YyeDT): (y.y) =0
= V(yvz) S G(T*) : <(07y0)a (_Zay»E@F =0
IR (0,90) € (UTHGT)) = GIT)H = G(T) = G(T)
= Yo = T0 =0.

Wendet man nun Lemma 95 an auf 7% : I — E, dann
G(T) ™2 (U™HG(T))* = (U HGT))*F = (U(GT ) =P G(1r),

also T = T**.

KOROLLAR 98
Seien F, F' Hilbertriume, T': E — F linear und abgeschlossen mit D(T) = E. Dann ist T** = T.
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SATz 99
Seien E, F' Hilbertraume, T': E — F' linear und abgeschlossen mit W = F. Dann gelten:
(1) Bild(T)* = Bild(T) " = Kern(T™).
(2) Bild(T) = (Kern(T*))*.
(3) Bild(T*)* = Kern(T).
(4) Bild(T*) = (Kern(T))*.
BEWEIS

(1) Es gilt: y € Bild(T)* & Vo € D(T) : (Tz,y) =0 y € D(T*) und T*y = 0 & y € Kern(T™).
(2) Mit (1): Bild(T) = Bild(T)** = (Kern(T™))=.

(3) Nach Satz 96: T* abgeschlossen, dicht definiert und 7** = T' = Bild(T*)* = Kern(T**) = Kern(T)
nach (1).

(4) Wende (2) an auf T*.

BEISPIEL
Sei E = L5(]0,1]), Definiere T1, T3, T3 durch

D(Ty) = {f:[0,1] — C| f absolut stetig, f' € £2([0,1])}
D(Tz) = D(T)n{f|f(0)=r1)}
D(Ty) = DTN | F(0) = £(1) = 0} und

Tof = if fir f € D(Ty), k=1,2,3.

Dann ist (D(Ty)) dicht in E, k =1,2,3. Seien f,g € D(T1). Dann gilt:

<T1f,g>=/zf<><>d:c—zf

_Z/f ©) dx = if (1)g(1) —if (0)g(0) + {f. Trg)-

Damit Vf € D(T1),9 € D(T5) : (I1f,g) = (f,T1g); ebenso fiir alle f,g € D(T3). Folglich erhalten wir
D(Ty) € D(T3), D(Ty) C D(T3) und D(T3) C D(Tl*)

Seien nun g € D(T7) und ¢ := Ty g, dann ®(z) := [ ¢(t) dt absolut stetig und ® = . Fiir f € D(Ty)

gilt dann:
1
i f! dx = (T: de =
[ i@t as = nis.g) / fo de = / fa

—f(l)fb(l)

Wihle f als Konstante, dann ®(1) = 0 und damit

1
Vf e D(Ty): / if'(x)g(z) +i®(x) dz = 0.
0
Damit g+i® € Bild(T})* = {0}. Also ist g absolut stetig und g(0) = —i®(0) = 0 und g(1) = —i®(1) = 0,
also g € D(T3) und damit D(T5y) = D(T5) und T} = Ts.
Analog sieht man 75 =T} und T3 = T5; insbesondere sind 11, 7%, T35 abgeschlossen.
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5.5 Das Spektrum selbstadjungierter und unitidrer Operatoren

VORBEMERKUNG

In Anwendungen ist das Spektrum eines Operators oft wichtig. Zum Beispiel bestimmt bei Differenzi-
algleichungen das Spektrum des Operators die Stabilitdt, d.h. die Eigenschaft, dass die Losung gegen 0
konvergiert fiir grofse Zeiten.

Am einfachsten sind selbstadjungierte Operatoren, die zum Gliick auch am haufigsten sind.

LEMMA 100
Seien F ein C-Hilbertraum und T' € L(E). Dann ist T selbstadjungiert < (Tz,x) € R fiir alle z € E.

BEWEIS
(1) Sei T =T*, dann (Tz,x) = (z, T*z) = (v, Tz) = (Tz,x).
(2) Seien z,y € E, a € C. Dann ist nach Voraussetzung

(x 4+ ay),x + ay)
<y7T96> +a(z, Ty)

(z+ay),z+ay) = (T
(y, Tx) + (x,Ty)
(
(

(T
— ofTz,y) +a(Tz,y)

Ty + Ty =
A (Ty,z) — (Tz,y) = Tx) — (z,Ty)
- <Ty7 JI> - ’ T-T>

fir alle x,y € E, also T = T*.

SaTz 101 (Spektrum selbstadjungierter Operatoren)

Seien E ein C-Hilbertraum und T ein selbstadjungierter (nicht notwendig beschrinkter) Operator.
Dann gelten:

(1) o(T) CR.

2) [T =N < 1SN (A€ C\R).

(3) Fiir A € 0,(T') sind algebr. und geometr. Vielfachheit identisch, d.h. Kern(T — X) = Hau(T}, \).
(

(

)
)

4) Elgenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
)

5) o.(T) =

BEWEIS
(1) Seien A € C\R und « € D(T"). Dann gilt mit Lemma 100:

Cauchy-Schwarz

(T — A)el|[[]] > (T — Nz, )| > [S(T — Nz, )| > =T SO)]]]]]2 (+)

Nach Satz 85 ist T'— A injektiv und Bild(7T" — X) abgeschlossen.

T — X ist surjektiv, denn nach Satz 99 gilt Bild(T — A)* = Kern(T' — \)* = Kern(T — X) = {0}, da
T — X injektiv. Also A € p(T).

(2) Setze y := (T — X\)x in () ein, dann |[y|| > |SV)||[(T — X\)~Ly|| fiir A € C\R.
(3) Kern(T' — M) € Hau(T, A) nach Definition. Sei also z € Hau(T, \)\Kern(7'— ), A € R. Dann gibt es
neN, n>2mit (T—N)"x=0und (T — Nz # 0, also
T = 2"l = (T = 2" (T = X)) = (T = ) (T 0 ) =0,

d.h. (T — \)""1z = 0 und iterativ dann (T — \)x = 0, Widerspruch.
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(4) Seien A1, Ao zwei verschiedene Eigenwerte von T' mit zugehorigen Eigenvektoren x1,z2 € E, dann

A(@,y) = My y) = (Te,y) = (2, Ty) = (2, Aay) = Aao(2,y),
also (A1 — A2)(x,y) = 0 und damit (z,y) =0, d.h. 2 Ly.

ngenommen, € o.(T), d.h. — A injektiv un i — . Nac ist € R, d.h.
5) A A T), d.h. T — X injekti d Bild(T'— A\) # E. Nach (1 A R, d.h
{0} #BId(T — A)" = Kern(T — A)*, Widerspruch.

SATz 102 (Spekturm unitdrer Operatoren)

Seien E ein C-Hilbertraum und T € L(F) unitér. Dann gelten:

(1) o(T )C{/\E(Cl\M:l}

(2) (T = N7 < ey fiir [A] # 1.

(3) Fiir A € 0p(T') sind algebr. und geometr. Vielfachheit identisch, d.h. Kern(T' — X) = Hau(T, X).
(4)

()

4 Elgenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

5) 0.(T) =

BEWEIS

Analog wie eben.

DEFINITION
Seien H ein Hilbertraum und T' € L(H).
Der numerische Wertebereich ist definiert durch W(T') := {(Tz, z) | ||z|| = 1}.

LEMMA 103

Seien H ein Hilbertraum und T' € L(H). Dann gilt o(T) C W(T).

BEWEIS
Fir A ¢ W(T), ||z|| =1 gilt:

Cauchy-Schwarz

0 < d:=dist(\,W(T)) < | = (T, )| = (A = Tz, 2)] < X =D)zl[[[z]] = [[(A = T)z]|

Damit ||(T — X)z|| > d||z|| fir x € H beliebig. Nach Satz 85 ist Bild(T — ) abgeschlossen und 7" — A
injektiv.

Fiir 2 € Bild(T — A\)*, ||zo|| = 1ist 0 = ((T — N)xg, z0) = (Txo, z0) — A, d.h. A € W(T'), Widerspruch.
Somit Bild(T — \) = H, d.h. X € p(T).

LEMMA 104

Seien H ein C-Hilbertraum, T' € L(H) selbstadjungiert. Fiir m := Hiﬂf (Tz,z), M := sup (Tz,x)
z||=1 —

gilt: o(T) C [m, M] und m, M € o(T). llell=2

BEWEIS
Nach Lemma 102 gilt o(T) € W(T) C [m, M].
Sei (2p)neny € HY mit (Tx,,x,) "= m. Dann ist die Sesquilinearform [z,y] := (T — m)x,y) positiv
semidefinit nach Definition von m. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
(T —mzl® = [, (T = m)a] < o, a] (T = m), (T — m)a]?
= (T —m)z,2)2 (T — m)?z, (T — m)z)*.

N
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n—oo

Wegen (T — m)zn, z,) "—= und (T — m)?z,, (T — m)z,) beschrinkt folgt ||(T —m)z,|| "—= 0. Also
m € oqpp(T) = o(T'). Analog M € o(T).

Sarz 105
Seien H ein C-Hilbertraum und T € L(H). Fiir den Spektralradius r(T) := inlf\I ||+ gilt:
ne

r(T) = lim ||T"||" = max{|\| | A € o(T)}.

BEWEIS

(1) Wir zeigen: Sei (an)neny € RY, 0 < apym < anay, (n,m € N). Dann gilt:

=

(an)% a:= égg(an)

3

Sei dazu € > 0. Wihle N € N mit (ay)¥ < a + € und setze b(e) := max{as, ...,ay}. Schreibe n € N
in der Form n = kN +r, 0 <r < N. Dann

(an)* = (arn4r)® < (aha,)™ < (a+e) br
1
1 b w
= (a+6)(a+6)nb":(a+€)<(a+e)r> <a+2e

n—oo

fiir hinreichend grofes n. Also (a,)" "—> a
(2) Setze in (1) ay, := ||T™|| (submultiplikativ). Dann r(T) = lim ||T7"]|%.
n—oo
Sei |A| > r(T'). Dann gilt:

lim sup H (T) '
n—oo A

Also existiert + > 07 (%)™ = $(1 — $)~* (die Neumann-Reihe konvergiert in der Operatornorm),
d.h. [N € p(T).

(3) Seien ro := max{|A| | A € o(T)} und |u| > ro. Seien f € (L(H)) und F(\) := f((A—T)71).
Dann ist F nach (2) holomorph in {\ € C | [\| > r(T)}, weil die Reihe F(A) = Y 07 A"~ f(T™)
konvergiert. Andererseits ist F' holomorph in p(T"), d.h. die Potenzreihe konvergiert im maximalen
Kreisring, der ganz in p(T) enthalten ist. Insbesondere konvergiert die Reihe an der Stelle u, also
f(p==1T™) =5 0. Da f € (L(H)) beliebig war, gilt 4~"~'T™ — 0 in der schwachen Topologie.
(™" 1T™)en € (L(H))Y ist normbeschriinkt, denn fiir f € (L(H))" ist (f(u~ " 1T"))peny € C"
beschréinkt, d.h. Jep > 0 : [f(u~""1T™)| < ¢y. Nach dem Prinzip der gleichmiRigen Beschrinktheit
ist ||~ T Ly < C fiir ein C > 0, d.h. 1T™||% < (Clp|™t) . Mit n — oo folgt: r(T") < |u| und
da p beliebig mit |u] > ro, folgt #(T') < ro. Mit (2) gilt dann 7(T") = ro = max{|A| | A € o(T)}.

1 1
T (D)
= lim =
n—oo Al Al

<1

KoRroLLAR 106

Seien H ein C-Hilbertraum und 7' € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt

r(T) = |IT|] = max{|A| [ A € o(T)} = sup [(Tz, ).

ll=]|=1

BEWEIS
IIT|| = sup ||Tz||= sup (Tx,Tx)z = sup (T2z,z)z <|[T?||2.
[lz||=1 ||1il'H=1 [lz]|=1
1
Andererseits ist ||T?[|2 < ||T|| wegen der Submultiplikativitit von || - ||, alsp ||T|| = ||T?||z; iterativ

damit [|T|] = ||T72"||2% "==° fiir alle n, d.h. [|T| = r(T).
Der Rest folgt aus Lemma 103 und Satz 104.
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BEMERKUNGEN

(1) Falls T nicht selbstadjungiert, stimmt die Aussage nicht: Betrachte z.B. H = £2%([0,1]) und
den Operator (Tf)(t) := fot f(s) ds (ein sog. Volterra-Operator). Es gilt o(T) = {0}. Also ist
r(T) =0#||T]].

(2) Es gibt selbstadjungierte Operatoren ohne Eigenwerte, z.B. den Multiplikationsoperator, definiert
durch (Tf)(t) :=tf(t) in £2(]0,1]).

(3) Die meisten obigen Aussagen gelten nicht nur fiir Operatoren T' € L(H), sondern fiir Elemente in
Banachalgebren bzw. ,C*-Algebren®. Hier nur die Definitionen der Gelfand-Theorie:

DEFINITION

Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf dem eine Multiplikation, d.h. eine bilineare, assozia-
tive Abbildung A x A — A, (x,y) — xy definiert ist mit ||zy|| < ||z|||ly]| (z,y € A).

A heilst kommutativ, falls Ve, y € A : zy = yx.
e € A heiflt Einheit oder Einselement von A, falls Vo € A: ex = x = xe und ||e|| = 1.
Eine Abbildung A — A, z +— z* heiflt eine Involution, falls fiir alle z,y € A gelten:
(z+y)" =2"+ys () = " 27 =a (ay)" =yt
A heifit eine C*-Algebra, falls A eine Banachalgebra mit Involution ist derart, dass
Vo€ A:|jz*z|| = ||z

Ein Homomorphismus von C*-Algebren ist ein Algebrenhomomorphismus ® : A — B mit

Ve e A: ®(z*) = (P(x))".

BEISPIELE

(1) Seien A = L(E) und E ein C-Banachraum mit Eins idg. Dann hat die Menge der ,kompakten
Operatoren* A = K(F) :={T € L(F) | T kompakt} eine Eins genau dann, wenn dim F < oco.

(2) Ist T ein kompakter Hausdorffraum, dann ist €(T") eine Banachalgebra mit konstanter Funktion 1 als
Einselement.

(3) Ist (X, A, u) ein Mafraum, dann ist L>°(u) eine Banachalgebra mit konstanter Funktion 1 als Eins-
element.
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5.6 Der stetige Funktionalkalkiil

VORBEMERKUNG

Der Spektralsatz ist eine Integraldarstellung der Form

T = / AdE.
o(T)

Damit lasst sich ein ,,Funktionalkalkiil* der Form

definieren, der in Anwendungen wichtig ist.
Beispielsweise wird (9; — T)u = 0 geldst von u(t) = e!Tu(0).
Weiter betrachten wir |T|, /T, ....

Hier werden der stetige und der messbare Funktionalkalkiil behandelt.

KONVENTION

Im Folgenden sei H ein C-Hilbertraum.

DEFINITION
Fir T € L(H, H) und ein Polynom f(t) = ZZV:O ant™v ist f(T) := ZnNZO a, T (mit T° := idg).

LEMMA 107 (Spektralabbildungssatz fiir Polynome)
Seien T' € L(H) und f ein Polynom. Dann gilt o(f(T)) = f(o(T)).

BEWEIS

(1) Sei p € o(f(T)). Faktorisiere f(t) — p = B[, (t — ) (wobei n = deg f), 8,7 € C. Dann ist
f(T)— =PI, (T — ). Da f(T) — p nicht bijektiv ist, gibt es ein iy mit (T — 7;,) nicht bijektiv,
d.h. v, € o(T). Andererseits ist f(y;,) —p =0, dh. p= f(v,) € f(a(T)).

(2) Sei u € f(o(T)), d.h. es gibt ein v € o(T) mit p = f(y). Dann ist f(t) —p = (t — ) f(t) mit
deg f =n—1,also f(T')—p = (T'—) f(T) = f(T)(T—). Falls T— nicht injektiv, ist auch f(T')(T—7)
nicht injektiv, d.h. f(T")— p nicht injektiv. Weiter ist T'— nicht surjektiv, falls f(T)—p = (T —~) f(T)
nicht surjektiv. Somit ist f(7') — p nicht bijektiv, also p € o(f(T)).

SaTz 108 (Stetiger Funktionalkalkiil)

Seien P(c(T)) := {f € €(o(T)) | f Polynom}, T die konstante Funktion 1 auf o(T) und T € L(H)
selbstadjungiert.

Dann existiert genau ein stetiger Homomorphismus ® : €(o(T)) — L(H) von C*-Algebren mit
®(idy (7)) = T und (1) = idy.

® heiftt stetiger Funktionalkalkil. Wir schreiben f(T) := ®(f) (f € €(o(T))).

BEWEIS

(1) Dichtheit der Polynome: Da T selbstadjungiert und beschréinkt, gibt es ein Intervall [m, M] C R mit
o(T) C [m,M]. Zu f € €(o(T)) gibt es eine Fortsetzung f € €([m, M]) (Lemma von Tietze, s.u.).
Nach dem Satz von Weierstraf$ ([PA]) liegen die Polynome dicht in €([m, M]) bzgl. || - ||co-

(2) Eindeutigkeit: Da @ stetig ist, ist ® durch die Werte auf der Menge P(X(T")) aller Polynome bereits
festgelegt. Wegen ®(fg) = ®(f)®(g) ist @ bereits durch die Werte ®(id,(r)) und ®(1) eindeutig
bestimmt.
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(3) Existenz: Fiir f(t) = Zﬁfz an f™ setze O(f) = Zgzo a,T™. Dann ist ® : P(o(T)) — L(H) linear,
multiplikativ und ®(f) = (®(f))*.

Zu zeigen: ® ist stetig. Fiir f € P(o(T)) ist

12(H)I? [ @I =1Ll = sup{|Al | X € o(@(f 1))}
sup{(ff)(N) [ A ea(T)} = S LFP = 111112

Hier wurden Korollar 106 auf den selbstadjungierten Operator ®(ff) angewendet sowie Lemma 107.

Somit ist @ : (P(o(T)),|| - ||ec) — L(H) isometrisch, insbesondere stetig, und es existiert eine ein-
deutige (wieder isometrische) Fortsetzung ® : €(o(7T")) — L(H). Diese Fortsetzug ist wieder linear,
multiplikativ und erfiillt ®(f) = (f)*.

Zu Letzterem: Sei f € €(o(T)), g = lim f,, f, € P(o(T)). Dann

o(f) =@(lim f,)= lim (2(f,))" = ( lim ®(f,))" = (®( lim f,))" = &(f)".

n—oo n—oo n—oo n—oo

BEMERKUNG
Aus dem Lemma von Urisohn ([TOP]) folgt ...

LEMMA (Tietze)
Seien (X, 7) ein normaler topologischer Raum, M C X abgeschlossen und f : M — [a, b] stetig.

Dann existiert eine stetige Fortsetzung F : X — [a,b] von f.

BEMERKUNG

Ein topologischer Raum (X, 7) heift normal, falls zu A, B C X abgeschlossen mit A N B = () stets offene
Mengen Uy D A,Ug O B mit Uy N Up = ) existieren.

Satz 109 (Eigenschaften des Funktionalkalkiils)

(1) Der Funktionalkalkiil €(o(T)) — L(H), f+— f(T) ist isometrisch, d.h. ||f(T)|| = || f]|co-
(2) Falls f > 0 auf o(T), so ist f(T) >0, dh. Ve € H: (f(T)z,x) > 0.

(3) Falls Tx = Az, dann ist f(T)y = f(N)z (f € €(a(T))).
(
(

)
)

4) o(f(T)) = f(o(T)) (f € €(o(T))) (Spektralabbildungssatz).
)

5) {f(T) | f € €(c(T))} C L(H) ist eine kommutative Unteralgebra. Der Operator f(T') ist normal
und f(7) ist genau dann selbstadjungiert, wenn f auf o(T) reellwertig ist.

BEWEIS

(1) Schon gezeigt in Satz 108.

(5) Folgt aus den Eigenschaften eines Funktionalkalkiil (z.B. f(T)* = f(T)).
(2) Sei 0 < f=g% ge€(o(T)), g=>0.Dann ist

(f(T)z,z) = (¢*(T)w, ) T = ||g(T)a|> > 0 (x € H).

(3) Klar fiir Polynome und damit fiir stetige f durch Approximation.
(4) Sei zunéchst p ¢ f(o(T)), d.h. g := ﬁ € €(o(T)). Dann gilt

((T) — wg(T) = ((f — wa)T = K(T) = idys und mit (5) g(T)(F(T) — ) = ic .
Also ist f(T') — p bijektiv und damit p ¢ o(f(T)).
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Sei umgekehrt p € f(o(T)), d.h. es gibt A € o(T) mit u = f(A). Wahle g, € P(o(T)) derart, dass
Ilf = gnlloc < L. Dann ist g,(\) € o(gn(T)), d.h. es gibt eine Folge (z)nen € H mit ||z,,|| =1 und

[[(gn(T) = gn(A))xy|| < L fiir alle n € N (approximativer Eigenwert).
Damit

1T = FON@all < [IFT) = Fu@)all+][(92(T) = ax Dl + [[(Fa(N) = g V)l < .

n

SHAT =an (D L) <
=lf—gnlloc <&

3=

<

3=

Also 11 = f(\) € o(f(T)).

BEMERKUNG

Im letzten Beweis wurde verwendet, dass fiir normale Operatoren 7' € L(E) gilt: o,.(T) = 0.
Sei ndmlich A € C mit Bild(T' — \) # H. Dann gilt:

(0} #BId(T — N
Also X € 0,(T'). Beachte dabeti:

(T = X)a]?

= Kern(T* — \) T ngrmal Kern(T — 1)),

(T =Nz, (T = N)a) = (T = A(T" = Nz, z)
= ((T" = N(T = Nz, 2) = ||(T = Na|]*.

LEMMA 110 (Stetige Sesquilinearformen)
Seien H ein Hilbertraum und B : H x H — K eine Abbildung mit

(1) Vy € H : B(-,y) linear;
(2) Va € H : B(x,-) sesquilinear;
(3) 3C eR:Vr,y € H: |B(x,y)| < Cllz|[l]yll-

Dann gibt es genau ein T' € L(H, H), so dass fiir alle z,y € H gilt:

B(J},y) = <x’Ty>

und weiter ||T|| die kleinste Konstante C' ist, fiir die (3) gilt.

BEWEIS

Sei y € H. Da B(-,y) nach (1) linear und nach (3) stetig, existiert nach dem Satz von Riesz genau ein
zy € H mit B(-,y) = (-, zy). Wir definieren

T:H— H, yr z,.
Wegen der Eindeutigkeit der z, ist T wohldefiniert und erfiillt Vo, y € H : B(z,y) = (z, Ty).
T ist additiv, d.h. Yu,v € H : T(u +v) = 2yyy = 24 + 2o = T'(u) + T(v), denn
(s Zuto) = B(u+0) = B(u) + B(50) = (- 2u) + (5 20)-
T ist homogen, d.h. Va € K,u € H : T(au) = 2qu = az, = oT'(u), denn
(; Zau) = B(,au) = aB(,u) = a(, zy) = (-, azy).

Also ist T linear. Fiir die Operatornorm von T gilt:

T = sup 1T o ol miese 12011 IBC o)l Cloll_
p D D p
i ] e R S 7 I [ TR ]

Also ist T stetig und ||T'|| das kleinste C' € R mit |B(x,y)| < C||z||||y||.
Angenommen, es gibt eine weitere Abbildung S € L(H, H), fiir die (1)-(3) gilt. Dann gilt fiir alle z,y € H:

0= B(z,y) — B(z,y) = (z, Ty) — (z, Sy) = (2, Ty — Sy) = (z,(T — y),
d.h. (T — S)y steht senkrecht auf allen z € H, alsoVy : (T — S)y=0=T-S=0=T=2S5.
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5.7 Der messbare Funktionalkalkiil

DEFINITION

Sei (X, A) ein Messraum. Eine Abbildung p : A — R heifit signiertes Mafs, falls fiir jede Folge
(An)nen € AN paarweise disjunkter Mengen gilt: p(LU02, A,) = D07, u(Ay).

Mafe p : A — C mit dieser Eigenschaft (o-Additivitéit) heiffen komplexe Mafe.
Die Menge der signierten bzw. komplexen Mafe wird mit M (X, A) bezeichnet.

Falls X topologischer Raum, setze M(X) := M(X,B(X)), wobei B(X) die Borel-o-Algebra auf X
bezeichnet.

Zu p € M(X, A) definiert man die Variation (das Variationsmaf) |u| durch
|ul(A) == sup > [u(E)|,
Z pez

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen Z von A in endlich viele, paarweise disjunkte Mengen
E € A gebildet wird.

Die Totalvariation von p ist ||p|| = |p|(X).

BEMERKUNG

(1) Wir fordern nicht mehr die Positivitdt von Mafen wir in [AIV].
(2) |p| ist ein endliches, nicht negatives Maf auf A.

(3) || - || definiert eine Norm auf M(X, A).

(4) (M(X,A),]||]) ist ein Banachraum.

ANMERKUNG
Sei A das Lebesgue-Maf und f messbar. Dann ist u(A) := fA f du ein signiertes Mak.

Satz 111 (Darstellungssatz von Riesz)

Sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann ist die Abbildung

M(X) (€(X))’

T: L Ty mit  Tu(f) ::/Xf dp

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen.

BEWEIS

— Rudin: Real and Complex Analysis.

LEMMA 112

Sei X C C kompakt und nicht leer. Sei €(X) C U C B(X), wobei B(X) die Menge der beschrénkten,
messbaren Funktionen X — C bezeichnet.

Sei U abgeschlossen bzgl. punktweiser, gleichméfig beschrinkter Konvergenz (K), d.h. fiir alle
(fa)nen € UN mit sup||fnlloo < oo und f, — f punktweise gilt stets f € U.
neN

Dann ist U = B(X).

BEWEIS
Setze V := ({5 2 €(X) | S erfiillt (K)}. Wir zeigen V = B(X) (dann auch U = B(X)).

Offensictlich gilt €(X) C V. Wir zeigen zunichst: V ist ein Vektorraum. Sei f € €(X). Fiir die Menge
Vi={heB(X)| f+heV}gilt &X) C Vy und V; erfiillt (K). Also Vy O V. Fiir jedes g € V und
fed(X)ist also f+g e V. Also gilt V; O €(X) und Vj erfiillt (K), d.h. V;, D V. Fiir alle f,g € V ist
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somit f 4+ g € V. Ebenso zeigt man, dass V abgeschlossen unter Skalarmultiplikation ist. Also ist V ein
Vektorraum.

Wir zeigen nun: V' = B(X). Da die (messbaren) Treppenfunktionen dicht in B(X) liegen, geniigt es
zu zeigen, dass jede Treppenfunktion in V liegt. Da V' ein Vektorraum ist, geniigt es zu zeigen, dass
jede messbare charakteristische Funktion x in V' liegt. Dazu approximieren wir die charakteristischen
Funktionen durch bzgl. (K) stetige Funktionen.

Sei B(X) die Borel-o-Algebra auf X und F := {4 € B(X) | xa € V}. Zu zeigen: F = B(X).

Sei A offen, dann gibt es eine Folge (fn)nen € (€(X))N mit 0 < f,, < 1 und f,(t) "= xa(t) (t € X).
Also sind alle offenen Mengen in F. Weiter gilt:

(1) A,BeF, ACB= B\A¢cF,denn xp\a =xB —xa €V.

(2) Sei (A,)nen € FY Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann ist A := (J -, A,, € F, denn es gelten

Xa =30 xa, nd Vo XN v, N=po > 1 XA, punktweise und durch 1 beschrénkt. Also
xa €V,dh. A€ F.

Damit ist F ein Dynkin-System. Da die offenen Mengen schnittstabil sind, ist das von ihnen erzeugte
Dynkin-System gleich der erzeugten o-Algebra B(X). Da F Dynkin-System, folgt F = B(X). Also liegt
jede Treppenfunktion in V.

Satz 113 (Messbarer Funktionalkalkiil )

Sei T' € L(H) selbstadjungiert. Dann gibt es genau eine Abbildung @ : B(o(T")) — L(H) mit
(1) lidyry) =T, &(T) = 1,

(2) @ ist ein stetiger Homomorphismus von C*-Algebren und

(3) Zu (fa)new € B(O(T)), sup || fulloo < 00, fult) — F() (t € o(T)) gilt (®(fn),y) — (®(f)z,y)
(z,y € H).

BEWEIS
(1) Eindeutigkeit:

Durch (1) und (2) wird ® auf €(o(T")) festgelegt (vgl. Satz 108). Nach (3) ist ®(f) eindeutig bestimmt
fiir alle f € B(o(T)), welche punktweise, gleichméfkig beschriankte Grenzwerte stetiger Funktionen
sind. Nach Lemma 112 sind dies alle f € B(o(T)).

(2) Existenz:

Zu x,y € H definiere 1¥ : €(o(T)) — C durch f — (®(f)z,y) (mit ®(f) := f(T)). Dann ist
1Y € €((o(T)))": Linearitat klar; zur Stetigkeit betrachte (mit Satz 109)

O =K@z )| < AD eyl = 11 llsoll ][ |y]] < oo.

Nach Riesz existiert ein komplexes Maf p¥ € M(o(T)) mit (f(T)x,y) = fU(T) f du¥, daher (109)

el = N ey < =yl

(f(T)x,y) ist fiir jedes f € B(co(T)) definiert. Fiir beliebiges f € B(o(T)) ist die Abbildung
(z,y) — fU(T) f du¥ sesquilinear und

/ f
o(T)

Nach Lemma 110 existiert ®(f) € L(H) mit

< Moo/l < 1 llscl Iyl

o faui = (@(f)z,y) und [| ()| < |floe-

Damit ist ®(f) € L(H) fir f € B(o(T)) stets definiert. Zu zeigen sind (1)-(3).
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(1) ist klar, da ®(f) = f(T), falls f stetig. ® ist stetig, da linear und [|P(f)|| < ||f]|oo-

(3) Nach majorisierter Konvergenz gilt

(®(fn)z,y) = fr dpd =S fdud =(@(f)z,y).
o(T) o(T)

Beachte dabei: Die Konvergenzsitze gelten analog, zum Beispiel existiert eine Zerlegung
= p1 — po +i(pg — pa) fiir p € M(o(T)) mit p; positives, endliches Maf (j = 1,2,3,4).

(2) Sei g € €(a(T)). Setze U := {f € B(a(T))) | B(fg) = ®(f)®(g)}. Mit Satz 109: ¢(o(T)) C U.

Sei nun (f,)nen € UN mit sup || f,||oo < 0o und f = lim f,, punktweise.
neN n—00

(@(fg)r,y) D tim (B(fag)z,y) = lim (@(£,)0(g)z,5) L (@(f)@(g)z,y).

Also f € U und nach Lemma 112 folgt U = B(c(T)).

Analog erhalten wir dann fiir f € B(0 (7)) die Gleichheit ®(fg) = ®(f)®(g), also gilt die Multi-
plikativitét fiir alle f,g € B(o(T")). Linearitit klar, ®(f) = (®(f))* analog.

NoTATION
Schreibe wieder f(T) fir ®(f) (f € B(a(T))).

LEMMA 114

Seien T € L(H) selbstadjungiert und B(c(T)) — L(H), f — f(T) der messbare Funktionalkalkiil.
Sei (fru)nen € (B(a(T))N mit bup [|falloo < 00 und f, — f punktweise.

Dann filt f,,(T)z — f(T)z in der starken Operatortopologie.

BEWEIS

In einem Hilbertraum konvergiert z, — z in der Normtopologie genau dann, wenn z, — z in der
schwachen Topologie und ||z,|| — ||z]|:

llzn = 21* = llznl” + [[2]1* — 2R(zn, 2) = 0.
Nach (3) konvergiert f,,(T)x — f(T)z schwach.
1fa(D)2]]? = (fu(D)z, fu(T)2))(fa(T) fu(T)z, 2) = ((Fufu) (D)2, ) == {(FHT)z, ) = [|F(T)]]*.

Somit f,(T)x — f(T)x.
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5.8 Orthogonale Projektoren

DEFINITION

Seien H ein Hilbertraum, M C H ein algebraischer Unterraum. Dann heift die Abbildung P: H — H,
z— @1 mit & =z + z2, 1 € M, o € M+ die orthogonale Projektion auf M.

LEMMA 115

(1) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit ||P|| = 1, falls P # 0. Weiter gilt
Kern(T) = M+, Bild(T) = M.

(2) Sei P € L(H), dann ist P genau dann eine orthogonale Projektion, falls P? = P = P*.

BEWEIS
(1) [|Px]|?> = ||z1]|? < ||23|| + ||72]|* nach Pythagoras ((x1,x2) = 0), also P € L(H) und ||P|| < 1.
Sei x € M, dann Pz =, also [|P|| =1 (falls M # {0}).
r € Kern(P) & 21 =0, dh. 2 =29 € M+ und z € Bild(P) = 2 = 2, € M.
(2) =: Sei P eine orthogonale Projektion. Dann P%xr = Pxy = 21 = Pz, d.h. P? = P.
Seien z,y € H mit x = x1 + x5 und y = y; + y» Zerlegungen in M, M+, dann

<P5€,y> = <$1uy1 +92> = <3317y2> = <.’E1 +x27y1> = <$7Py>>

d.h. P = P*.

«: Sei P = P? = P*. Setze M := Bild(P). Fiir (z,)nen € (Bild(P))N mit z,, — z, 2, = Py, ist
Pz, = P%y, = Py, = x,, also

||z — Pz|| = ||Pan — Pa|| < ||P]|||z, —z[] "= 0.
Mit z,, — x folgt Pz = z, d.h. Bild(P) ist abgeschlossen.
Sei P die orthogonale Projektion auf M := Bild(P). Fiir z € H, y € M gilt

(Pa,y) = (, Py) = (z,y) * < 24

Setze y := Pz — Pz € M, dann

<;E,Py> = <Pl‘,y>

0=((P~P)z,y) = (P~ P)z,(P ~ P)x) =||(P ~ P)a||” (x € H).

Also P = P, d.h. P orthogonale Projektion.

LEMMA 116

Seien H ein Hilbertraum und P, P, orthogonale Projektionen auf die abgeschlossenen Unterrdume
My, Ms.

(1) P, P; ist orthogonale Projektion < P; Py = P, P;. In diesem Fall ist Py P, Projektion auf My N Ms.
(2) Es sind dquivalent:

(1) My C M.

(2) [[Prz|| < [|Paz|| (x € H).

(3) A< Py, dh.Vx e H: (Pix,x) < (Pyz,x).

(4) PPy, = P,P, = Py.

BEWEIS

(1) Sei P1P2 = P2P1. Dann (P1P2)2 = P1P2P1P2 = P12P22 = P1P2 und (Plpg)* = PQ*PI* = P2P1 = P1P2,
d.h. P, P, ist orthogonale Projektion.
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Seien P; P, orthogonale Projektion und z,y € H, dann

> PPy sezlbstadj. <J3, P1P2y>

<.13,P2P1y> = <.I‘,P2*P1*y> = <P1P2$7y

also P2P1 = P1P2.

Sei nun P; P, eine orthogonale Projektion. Dann gelten Bild(P;P) C Bild(P) = M; und
Bild(P P;) = Bild(PP;) C Bild(P,) = My, d.h. Bild(PP;) € M; N Ms. Umgekehrt gilt fiir
xr € My N M, dass x = Pix = PQiE, dh. =P Pxe Blld(Pl.PQ), d.h. Blld(Plpg) = M; N Ms.

(2) (1):>(2) Gelte M7 C Ms. Sei x € H, dann PQ(Pll‘) = Pz, da Pixz € M; C Mo, und
P(Pox) = Py(Py(2ar, +2pp)) = Pr(Paan) + Pr(Pa(wpp)) = Pi(en,) = 2my, = Pra.
(2)=(3): Gelte P\ P, = P,P| = P;. Sei z € H beliebig, dann
||Prz||? = (P, Piz) = (P Pz, x) = (Piz,2) = (PyPyx, ) = (Pix, Pox) < ||Pyz|||| Paz]|.

Gelte (E Pyz # 0, dann liefert Division durch ||P;z|| die Behauptung.
(3)=(4): Gelte Vx € H : ||Piz|| < ||Paz||, dann erfiillt jedes x € H

(Prx, Piz) < (Pox, Pox) = (P Pix,z) < (PyPox) = (Pix,x) < (Px,x),

also P, < Ps.
(4)=(1): Gelte P; < P». Angenommen, es gibe x € M;\M,, dann @ = zps, + zpe mit 2 7 0 und
Pix = x. Damit gilt
(z,z) = (Pz,z) < (Pox,2) = (Tp, 2) = (2 — 2pgp, ) = (2,2) — (Tpre, @)
= (z,2) — (@pp,Tm, +2pr) = (2,2) — (Tagts Ta) — (Tagd s Tags)

- <QJ,LL‘> - <xM2vaM2i> < <l‘,$>,

ein Widerspruch.

LEMMA 117
Seien (Pp)nen € (L(H))N eine Folge orthogonaler Projektoren mit P, < P, fiir alle n < m.

Dann konvergiert P, in der starken Operatortopologie gegen eine orthogonale Projektion P.

BEWEIS

Fiir 2 € H ist (||Po2||)nen € RY monoton wachsend und (durch ||z||) beschrinkt, also konvergent. Fiir
m <n ist

|[Pox — Poz|> = [|Pozl|]* = (Pox, Pnx) — (P, Pox) + || P
= ||Paz|]® = 2/|Pmz|* + || Pm||* 570
wegen (P, Ppx) = (P, Pyx,z) = (Ppx,z) = (Pyx, Pha) = ||Pnz|]? = ... = (Ppx, Pyx).
Somit existiert Px := lim P,z (x € H). Esist P € L(H).
(Pz,y) = lim (Pyz,y) = lim (z, Py) = (z, Py) (z,y € H);

also P2 = P = P* und P, — P in der starken Topologie.
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5.9 Projektorwertige Malie

DEFINITION
Sei (X, A) ein Messraum (d.h. A ist eine o-Algebra iiber X).
E : A— L(H) heilst projektorwertiges Mafs, falls gelten:

(1) E(A) ist orthogonale Projektion A € A.
(2) Zu (Ap)nen € AY paarweise disjunkt ist (E(U,—,)An)z =Y o E(Ay)z (v € H).
(3) E(X) = idy.

Eine Menge A € A heilt E-Nullmenge, falls E(A) =0 € L(H).

Falls X topologischer Raum und A = B(X),s0 heift E kompakter Triger, falls eine kompakte Menge
K € A existiert mit F(K) =idgy.

BEMERKUNG

1) E(®) =0.

2) E(AUB)+ E(ANB)=E(A)+ E(B) (A,Be A).

3) E(A\B)=E(B)—E(A) (A,Be A, ACB).

4) (A)nen € AN, VneN: A, C Ay = B, An) = lim E(A,,) in der starken Topologie).

5) Analog (Ay)nen € AN, VneN: A, D A, = E(N— )An = lim E(Ay) in der starken Topologie.
)

6) Sei « € H. Dann ist E; : A — [0,00), A — (E(A)z,z) = HE( )z||? ein endliches Maf mit
| Eall = Eo(X) = ||z,
(7) Seien z,y € H. Dann ist EY : A — C mit A+ (E(A)z,y) ein komplexes Maf mit ||EY|| < ||z]||||y|]-

A~ N A~ o~~~

DEFINITION

Seien (X, .A) ein Messraum, E ein projektorwertiges Maf. Sei f : X — C eine Stufenfunktion, d.h. es
gibt eine Darstellung f = Y1 | fixa, mit f; € C, A; € A paarweise disjunkt.

Dann heifdt n
[raE=Y piE) € L
=1

das Integral von f bzgl. E.

BEMERKUNG

Es ist nachzurechnen, dass das Integral wohldefiniert ist.

LEMMA 118

Seien E ein projektorwertiges Maf und f, g Stufenfunktionen. Dann gelten:
(1) Die Abbildung f +— [ f dE ist linear.

(2) Fiir = € H gilt ||(/ f dE)l? = [ |f? dE, < |||l

(3) ([ 1 dB)([ g dE) = [ fg dE.

(4) ([ fdE)* = [ fdE.

BEWEIS
(1) Klar nach Definition des Integrals und Lemma 118 (4).

() I £ 4Bl =11 X Bl "2 S IAPIEA)eR = [ If17 4B, < 1712 4B, = |71l
3 (] F48) ([ 08) = (3 (A5 i (By)) = - figy B(ADB(B)) = 5 fgi B(Ai 0 By) = [ [
(@) (£ LEA) = 3 FE(A).
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DEFINITION

Sei E ein projektorwertiges MaR auf (X,.A). Fiir f € B(X) wihle (f,)nen € (B(X))Y, f. Stufen-
funktion mit || f, — f|lec — 0.

Definiere

/f dE ::/f()\) dE()) = nhjgo/fn dE € L(H).

/Ade::/XAde.

Fiir A € A setze

BEMERKUNG

(1) [ f dE ist wohldefiniert nach Lemma 118 (2) (Konvergenz von [ f, dE in der Normtopologie
von L(H)).

(2) Die Eigenschaften aus Lemmas 118 iibertragen sich in der iiblichen Weise auf f, g € B(X).
(3) Falls K € Amit E(K) =idy, soist [ f dE = [, f dE (f € B(X)), da E(X\K) = 0.

Sarz 119

Seien E ein projektorwertiges Maf auf (R, B(R) und K C R kompakt mit F(K) = idgy.

(1) Durch T := [ XA dE(\) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(H) definiert.

(2) E(o(T)) = idy.

(3) Die Abbildung ¥ : B(o(T)) — L(H) mit f — fJ(T) f dE ist der (eindeutig bestimmte) messbare
Funktionalkalkiil zu 7'

BEWEIS
(1) Klar.
(2) Wihle Intervall (a,b] C R mit K C (a,b], d.h. E((a,b]) =idg.
(a) Zeige zundchst: Zu p € p(T) NR existiert offene Umgebung U,, mit E(U,) = 0.
Approximiere dazu id,s durch eine Stufenfunktion f = Zivzl Ak X(ay_,a]» Mit dquidistanter
Zerlegung {ay | k=0, ..., N}, d.h. a, = a+kd, § := b*Ta. Dann ||T— [ f dE|| < ||id(q,5 = flloc < 0.
Wegen
N N
/f dE = arE((ax-1,ax]) und > E((ak-1,ax]) = idy
k=1 k=1

folgt
N

(n=T)=> (1 —ar)E((ar—1,ax])
k

=1

<.

Fiir ¢ hinreichend klein ist S := chvzl(u — ar)E((ak—1,ax)) invertierbar und
[[STY| < 14 ||( — T)7Y| (hier ein bisschen iiberlegen ...).

Andererseits ist auch

N
-l = E((ay_
S kz::l 1 — ay, ((ak 1aak])7
d.h. fiir die Norm von S~ gilt
1574 = max § —— | B((ax_1,ax]) £0
- |/,L_ak| k—1, 0k
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und damit )
o { (ool £0f < 1477
|/i—ak\

Also gilt auch
1

L+l =T)
und damit F((agy—1,ax]) = 0. Somit ist E(U,) = 0 fiir eine offene Umgebung von .

(b) Falls A C p(T) kompakt, ist A C |J U, offene Uberdeckung, d.h. es gibt eine endliche Teiliiber-
deckung A C U, U, HeA

Damit gilt E(A4) <Y | E(U,,) = 0.

(¢) Schreibe p(T') als abzihlbare Vereinigung aufsteigender kompakter Mengen, d.h. p(T) = [J;2, 4,
mit A, C A,11, A, kompakt.

Dann E(p(T))x = lim E(A,)z =0 (z € H), d.h. E(p(T)) = 0 und damit E(c(T)) = idg.
(3) Rechne die Eigenschaft?ezogus Satz 113 nach:
(a) U(idy(r)) = fU(T) AE(A\) = T nach Definition.
(b) U(Ty(r)) fa(T) 1dE = E(o(T)) = idy nach (2).
(¢) W ist stetiger Homomorphismus von C*-Algebren nach Lemma 118.
(

| —ak| <

d) Fiir die letzte Eigenschaft verwende

<</f dE) ”> :/f dEg  (Bp(4) = (E(4)z,y)

(klar fiir Stufenfunktionen und durch Approximation fiir f € B(c(T))).

Nach dem Satz tiber majorisierte Konvergenz folgt die Behauptung. Damit ist W(f) = f(T) der
messbare Funktionalkalkiil.

LEMMA 120 (Transformation)
Seien S € L(H) selbstadjungiert, f € B(o(S),R) und f € B(R,R). Dann gilt (f o ¢)(S) = f(g(95)).

BEWEIS
Beachte: fog € B(o(R),R) und (da g reellwertig) ¢g(S) € L(H) selbstadjungiert.

Seien E' das projektorwertige Ma® zu ¢(S) und F' das projektorwertige Mafl zu S. Es geniigt, die Be-
hauptung fiir charakteristische Funktionen f = x4 (A € B(R)) zu zeigen; die Verallgemeinerung auf
Stufenfunktionen mittels Linearitdt und auf f € B(R,R) mittels Approximation folgt wir iiblich.

Zu zeigen: (xa o g)(S) = xa(g(S)). Wegen x4 09 = xg-1(4) und xa(g(S)) = E(A) ist damit zu zeigen:
F(g='(A)) = E(A) (A € B(R)).

Betrachte wieder die zugehérigen Mafe p¥ := (E(-)x,y) und 7Y := (F(g71(-))x,y) (x,y € H). Das Maf§
7Y ist das Bildma® von v¥ := (F(-)z,y), d.h. 7¥ = v¥ o g~1. Nach dem Transformationssatz aus (AIV)

gilt dann
/ A i ()

[ dwzeg o
- [y a2y

F PV-Maf zu S n
= ((g(5)"z,y)
E PV-Mak zu g(S) /)\n du? (V)

Nach dem Satz von Weierstraff und dem Satz von Riesz folgt 0¥ = p¥, d.h. fiir alle A € B(o(5)) und alle
x,y € H gilt (E(A)z,y) = (F(g7(A))z,y) und damit E(A) = F(g’l(A)).
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5.10 Der Spektralsatz fiir beschrankte, selbstadjungierte Operatoren

SATZ 121 (Spektralsatz fiir beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren)
Seien H ein C-Hilbertraum und T € L(H) selbstadjungiert.
Dann existiert genau ein projektorwertiges Mafl F mit E(o(T)) = idy und T = fU(T) AdE(N).

Die Abbildung B(o(T)) — L(H), f — f(T) := fU(T) f(A) dE(X) definiert den messbaren Funktional-
kalkil zu T

Fiie f € B(o(T)), =,y € H gilt (f(T)z,y) = [,y [(A) dEZ(N) (EY(A) := (B(A)z,y)).

BEWEIS
(1) Definition des projektorwertigen Mafes E: Sei f +— f(T) der messbare Funktionalkalkiil zu T'. Fiir
A € B(o(T)) definiere E(A) := xa(T).
(a) E(A) ist eine orthogonale Projektion: Klar wegen F(A4) = x4(T) = xa(T) = E(A) und
(E(A))" =xal(T) = xa(T).
(b) Sei (Ay)nen € BY(o(T)) Folge paarweise disjunkter Mengen. Die Funktionen f,, := Y;_ x4,
konvergieren punktweise gegen f := xa, A := (Jz—; An und sind durch 1 beschrinkt. Nach
Lemma 114 folgt

n—oo

> E(Apr =Y xa.(T)z = lim f,(T)z = f(T)x = xa(T)x = E(A)x (z,€ H).
k=1 k=1

(c) E(o(T)) = 1,y = idg nach dem messbaren Funktionalkalkiil.
Also ist E ein projektorwertiges Mafs.
Definiere S := fU(T))\ dE(A\) nach Satz 119. Sei f := U(f) := fa(T)f()\)) dE(A) der zugehorige

messbare Funktionalkalkiil zu S. Zu zeigen ist also S = T. Waihle dazu eine Stufenfunktion f auf
o(T) mit || f —idy(p)|| < €. Dann

T =S| < [IT = f(DI] + IA(T) = (NI + [[¥(f) = SI[-

Nach dem messbaren Funktionalkalkiil ist ||7" — f(T)||r(a) < |lide(7) — flloc < € und nach Lemma
118 (2) ist ||S — ¥(f)|| = | fU(T)()\ = f(N) dEMN)|pay < llide(ry = flloo < €. Da f Stufenfunktion,
ist schlieflich f(T) —W(f) = >7_, fixa; (T) = 32—, f;E(A;) = 0. Damit [|S —T|| < 2¢, d.h. S=T.

LEMMA 122
Seien T' € L(H) selbstadjungiert, E das zugehorige projektorwertige Maf und S € L(H).
Dann sind dquivalent:

(1) S vertauscht mit T
(2) S vertauscht mit allen Projektionen E(A) (A € B(o(T))).
(3) S vertauscht mit allen Operatoren f(T) (f € B(o(T))).

BEWEIS
E ist durch die Menge aller komplexwertigen Mafe EY bestimmt. Fiir n € N, z,y € H gilt dann
ST=TS = ST =T"S
Spekigglsats (ST"x,y) = (T"Sx,y)
& /J(T)/\” d(SEN)z,y) = /J(T))\"<E()\)S:E,y>
& die Make A — (SE(A)z,y) und A — (E(A)Sz,y) stimmen als Funktionale
auf allen Polynomen tiberein
& die beiden Mafe stimmen als Funktionale auf allen f € €(o(T)) iiberein
(WeierstraR), d.h. als Elemente in ¢'(o(T))
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< Die Mafe sind gleich (Darstellungssatz von Riesz),
d-h. (SE(A)z,y) = (E(A)Sz,y) (A€ a(T))
& SE(A)=E(A)S (A€ B(a(T)))
Wir haben bereits gesehen, dass aus ST = TS folgt Sf(T) = f(T)S fiir alle stetigen f € €(a(T)).

Wie iiblich folgt durch Approximation, dass S mit allen f(T), f € B(o(T)), vertauscht. Beachte:
(ST"x,y) = (SE(A)z,y).

BEISPIELE

(1) Sei t € C**™ eine selbstadjungierte Matrix mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten i1, ..., tin.
Sei E(u;) die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum Kern(7'—p;). Dann gilt T = Y77 i, E({5}),
also T'= [,y A dE(N).

Dabei E, gegeben durch E(A) = Z?Zl EAN{u;}) = theA E({1;}) (A € B(R)), das projektor-
wertige Maf zu A.

(2) Sei T € L(H) selbstadjungiert und kompakt, dh. T({x € H | ||z|| < 1}) ist prakompakt, d.h.
T({z € H | ||z]| <1}) ist kompakt. Dann ist o(T)\{0} = 0,(T)\{0} und o(T') ist abzihlbar.

Seien (1) en die paarweise verschiedenen Eigenwerte von T'. Dann gilt p; 72%° 0 und das zugehorige
MaR E erfilllt E(4) =Y _, E({u;}) (A € B(R)).

HJEA

BEISPIEL (Multiplikationsoperator)

Seien H € £2([0,1]) und T € L(H) gegeben durch T'(x)(t) := tx(t) (x € £2([0,1])). Dann ist T selbstad-
jungiert und o(T) = o.(T) = [0, 1]. Fiir z,y € £2([0,1]) gilt

(T, y) = /0 te ()0 dt = /0 AdEY(N)

mit EY(A) = z(A)y(A) d\ (komplexes Mafi mit Dichte x(A)y(A\) bzgl. des Lebesgue-Mafes auf [0, 1]).
Damit

Ei’(A)Z/O XaMzNy(A) dX = (xaz,y) = (E(A)z,y),
also E(A) € £2([0,1]) gegeben durch E(A) = yaz (Multiplikationsoperator mit y 4, A € B([0,1])).

SaTz 123 (Spektrum und Spektralmaf)
Seien T' € L(H) selbstadjungiert und E das zugehorige projektorwertige Mafs.
(1) Fiir Ag € R gilt \g € p(T), falls eine offene Umgebung U von g existiert mit E(U) = 0.

(2) Es gilt Ay € 0,(T) & E(Xo) # 0. Fiir alle Ay € R ist E({)\o}) die orthogonale Projektion auf
Kern(T — o).

(3) Es gilt A\g € 0.(T) & E({Xo}) =0 und E((Ag — €, A0 + €)) # 0 fiir alle € > 0.

BEWEIs
(1) Wir wissen bereits: E(p(T) NR) = 0.

Sei andererseits U C R eine offene Umgebung von Ag mit E(U) = 0. Definiere g(A) := (A — Ag) und
f) = %,\JXU(T)\U' Dann sind f,g € B(o(T)) und es gilt

FT)T = Xo) = F(T)9(T) = (f9)(T) = Xonuv(T) = E(c(T)\U) = E(o(T)) = idn

und analog (T'— Xo) f(T) = f(T)(T — o) = idy. Also ist T — Ao bijektiv und damit Ay € p(T).
(2) Zu zeigen ist die zweite Aussage. Sei z € Bild(E({\o})), d.h. = E({\o})z. Dann

(T = 2o)z) = (T — M) E({Ao} )z, ) = / 20Xy AEE) =0 (g e B
d.h. x € Kern(T — Xo).
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Sei nun = € Kern(T — Xg), d.-h. Tz = Agz. Dann folgt f(T)x = f(Ao)z nach Satz 109 fiir alle
f € €(e(T)) und nach Lemma 114 fiir alle f € B(o(T)).

Setze f := X{x,}, dann E({Xo})z = x (21 (T)2 = X201 (Mo)z = 2, d.h. z € Bild(E({\o})).
(3) Was iibrig bleibt (beachte: o.(T") = ().

LEMMA 124
(1) Seien A,B € L(H), A, B > 0 (insbes. selbstadjungiert) und AB = BA. Dann ist auch AB > 0.

(2) Sei A € L(H), A > 0. Dann gibt es genau ein B € L(H) mit B2 = A. B heiRt die Wurzel von A.
Insbesondere existiert zu jedem A € L(H) der Absolutbetrag |A| := v A*A.

BEWEIS

(1) AB = AVB? = AVBVB = vVBAVB > 0 wegen (VBAVBx,z) = (AVBx,v/Bx) > 0 (z € H).
Beachte dabei: Av/B = v/ BA nach Lemma 122.

(2) Setze B := /A, dann B > 0 und B? = A nach dem Spektralsatz.

Zur Eindeutigkeit: Sei B > 0, B?> = A. Wihle b € R mit b > M := sup{(z, Az) | ||z|| = 1} und
b > ||B||*>. Zur Funktion g(t) := +/t existicren nach WeierstraR Polynome (p,)ney mit
[lg = Pnlloc — 0 im Intervall [0,b]. Damit folgt ||pn(A) — g(A)|| = |lpn(4) — B|| — 0. Setze
Pn(t) == pu(t?) und §(t) := g(t?) = t, dann |[p, — J||ec — 0 im Intervall [0, /] D [0, ]| B]|]. Nach dem
Funktionalkalkiil zu B gilt ||, (B) — §(B)|| = ||pn(B) — B|| — 0, aber p,(B) = p,(A). Daher ist
B=g(A)=VA=B.

BEMERKUNG
Aus dem Spektralsatz folgen viele Aussagen iiber Spektrum bzw. Norm:
(1) T =17 € L(H), Xo € p(T) = |[(T = X0) ™" = Gmeorisrry-

2)T =T* € L(H), fe&al)=|fD) =max{|A] | A € o(f(T))} = ||flloc (Spektralradius von
f(T)). Zum Beispiel folgt aus T' = [, A dE(X), K C R kompakt bereits ||T|| < max{|A| | A € K}.

ANMERKUNG

Der Spektralsatz wird oft mit ,Spektralscharen® formuliert. Dabei heifst eine Familie (F))xcr eine Spek-
tralschar, falls Fy € L(H) mit

(1) F) ist eine orthogonale Projektion (A € R).

(2) FMF)\ = F) w= FM flir w< A (<:> FH < F)\).

(3) Fyoz — Fya fur p \, A (x € H) (Rechtsstetigkeit).

(4) Faxx — 0 fiir A\ = —oo und Dyz — z fiir A - oo (z € H).

Sei T'=T* € L(H) mit zugehorigem projektorwertige Maf E. Dann definiert F := E((—o0, A]) (A € R)
eine Spektralschar.

FE ist auch durch F eindeutig bestimmt. Definiert man das Integral

/ A dF)y

T:/)\dE(/\):/AdFA.

Man kann dazu als Verallgemeinerung des Riemann-Integrals

JEC LT S EREVER v

entsprechend, so gilt

das Riemann-Stieltjes-Integral
100 ag) = 3 £ 00 = a-1)
J
verwenden.
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5.11 Der Spektralsatz fiir unitare Operatoren

LEMMA 125

Seien H ein Hilbertraum und U € L(H). Dann sind &quivalent:

(1) U ist unitér (d.h. UU* = U*U =idg).

(2) U ist surjektiv und Vz,y € H : (Uz,Uy) = (z,y).

(3) U ist surjektiv und isometrisch (d.h. Vo € D(U) : ||Uz|| = ||z||).

BEWEIS

(1)=(2) Sei U unitdr. Wegen UU* = idy ist U surjektiv und Vz,y € H : (Uz,Uy) = (z,U*Uy) = (x,y).
(2)=(3) Trivial.

(3)=-(2): Mit der Isometrie folgt die Gleichheit der Skalarprodukte aus der Polarisierungsformel.
(2)=(1): Falls Vz,y € H : (Ux,Uy) = (x,y), dann U*U = idy und damit U* = U~ da U bijektiv.

BEMERKUNG

Falls T = T* € L(H), so ist €T unitér (Funktionalkalkiil). So erhiilt man auch alle unitéiren Operatoren:

SATz 126
Sei U € L(H) unitér. Dann ex. ein selbstadjungierter Operator 7' € L(H) mit ||T|| < 7 und U = €.

BEWEIS

Setze V := R(U) = (U +U*) und W = $(U) = £ (U — U*). Dann sind V,W selbstadjungiert,
VW =WV, V2+W?2 =idy, [[V||<1, [W|]|<1und U=V +iW.

Wir suchen einen Operator T mit V +iW = U = el = cos(T) + isin(T), also T mit V = cos(T) und
W = sin(T).

Versuch: T := arccos(V).

Problem: es gilt nicht immer sin(7") = W. Wir modifizieren also: Setzej/ff := sin(arccos(T")), dann gilt
V2 +W? =1, W ist selbstadjungiert und WW = WW. Damit W? = W?2,

Man rechnet direkt nach, dass dann W = (2P —1)W, wobei P := X0y (W — W) die Orthogonalprojektion
auf Kern(W — W) ist. Beachte dabei: H = Bild(W — W) & Bild(W + W) und (2P —1)2 = 1.

Setze jetzt T := (2P — 1)arccos(V), dann gilt cos(T) = V nach Potenzreihendarstellung: Die Reihe

enthilt nur quadratische Terme und (2P — 1)2 = 1 und (2P — 1) arccos(V) = arccos(V)(2P — 1) nach
dem Funktionalkalkiil.

Damit gilt auch sin(7') = W, denn die Potenzreihendarstellung des Sinus enthélt nur ungerade Terme,
d.h. sin(T") = sin((2P — 1) arccos(V)) = (2P — 1) sin(arccos(V)) = 2P — )W = W.

Also ist e7 = U und wegen || arccos || = 7 folgt ||T'|| < 7 nach dem Spektralsatz.

SaTz 127 (Spektralsatz fiir unitére Operatoren)

Sei U € L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein projektorwertiges Maf E auf B(R) derart, dass
E([-m, 7)) =idg und U = ["_e™* dE(N).

Fiir jedes Polynom p gilt p(U) = ffﬂp(ei’\) dA.
Durch f(U) := ["_f(e"*) dE()) wird zu jedem f € B([—m,7]) ein Operator f(U) € L(H) definiert.

BEWEIS
Seien U = €' nach Satz 126 und E das projektorwertige Maf zu 7.
Beachte o(T) C [—||T||,||T||]] € [-7,w]. Fiir die Aussage iiber p(U) verwende den Transformationssatz.

Martin Gubisch 81 WS 2007/2008



5 Spektraltheorie 5.12 Der Spektralsatz fiir unbeschréinkte Operatoren

5.12 Der Spektralsatz fiir unbeschrinkte Operatoren

WIEDERHOLUNG
Sei T ein linearer Operator in H mit D(T) = H. Dann heifit T ...
.. symmetrisch, wenn T C T*, d.h. D(T) C D(T*) und T‘*D(T) =T.

.. selbstadjungiert, wenn T = T™*, insbes. D(T) = D(T™).

.. wesentlich selbstadjungiert, wenn der Abschluss T existiert und selbstadjungiert ist.

BEMERKUNG

(1) Esgit TCT* < G(T) CGT*) & Ve,ye D(T) : (Tx,y) = (x,Ty).

(2) Falls T symmetrisch ist, folgt Vo € D(T) : (Tx,z) € R. Im C-Hilbertraum gilt auch die Umkehrung.
(3) Falls T symmetrisch ist, ist T abschlieRbar und T C T*, da T* stets abgeschlossen.

DEFINITION

Sei T ein linearer Operator im Hilbertraum H. Dann heifst
reg(T):={Ae€ C|3C\>0:Yx e D(T): ||[(T — Nz|| > Cil|z||}

die Menge der reguldren Punkte von T.

BEMERKUNG
Falls T' symmetrisch ist, gilt C\R C reg(7'), denn fiir A € C\R ist

1T = Nallllzl] = (T = N, 2)| = [S(T = Nz, 2)] = [SW|||2|*, da (Tz,2) € R.

DEFINITION

Sei T ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. Dann heifen n (T) := dim Bild(7 — i)+ und
n_(T) := dim Bild(T +4)* die Defektindizes von T.

BEMERKUNG
Ein symmetrischer Operator besitzt genau dann eine selbstadjungierte Fortsetzung, falls ny (T) = n_(T).
Weiter gilt ny (T') = dim Bild(T — \)* fiir alle A € C mit S(\) > 0.

DEFINITION

Sei T ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. Dann heifst Ur : Bild(T + i) — H, gegeben
durch Uz := (T —4)(T + i)~ die Cayley-Transformierte von T.

BEMERKUNG

Wegen i € reg(T) ist T + 4 injektiv und damit auf Bild(7" + 4) invertierbar.

LEMMA 128

Sei T ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. Dann gelten:

(1) T ist genau dann abgeschlossen, wenn Bild(T + i) und Bild(T" — ) abgeschlossen sind.
(2) Ur ist isometrisch mit 1 ¢ o,(Ur).

(3) Ur ist genau dann unitdr, wenn T selbstadjungiert ist.
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BEWEIS

(2) Zu zeigen: ||Uwy|| = |ly|| fur alle y € D(Ur) = Bid(T + i) bzw. ||(T — i)z|| = ||(T + i)z|| fur
alle x € D(T). Dies folgt durch Quadrieren und Ausmultiplizieren aus Vz € D(T) : (Tz,z) € R.
Angenommen, 1 € 0,(Ur), dann gibt es x € D(T') mit T'—i)z = (T'+i)x, d.h. z = 0, ein Widerspruch.

(1) Sei zunéichst T abgeschlossen. Sei (Y, )nen € (Bild(T + i)Y mit y, — y € H. Wegen ||Uyn|| = ||yn]|
ist auch (Uryn)nen konvergent, etwa Ury, — § € H. Schreibe y, = (T + i)z, (n € N), dann ist
Ury, = (T — i)z, (n € N). Damit erhalten wir z,, = %(yn — Uryp) und Tx,, = %(yn + Ur). Also
z, — x = 2&(y—§) und Tz, — w = L(y + §); da T abgeschlossen ist, folgt = € D(T) und
w € Bild(T) mit Ta = w. Damit y = Tz + iz € Bild(T + i), d.h. Bild(T + i) ist abgeschlossen. Da
Ur eine Isometrie und damit offen ist, ist auch Bild(Ur) = R(T — ) abgeschlossen.

Falls Bild(T =+ i) abgeschlossen ist, folgt mit analoger Rechnung, dass auch T' abgeschlossen ist.

(3) Sei zuniichst T selbstadjungiert. Dann ist Bild(7T 4 i)+ = Kern(T* F i) = Kern(T ¥ i) = {0} und
Bild(T + ¢) nach (1) abgeschlossen, d.h. Bild(T' + ¢) = H. Somit ist D(Ur) = Bild(Ur) = H und
damit Up unitar nach Lemma 125.

Sei umgekehrt Ur unitér. Dann sind Bild(T +¢) = D(Ur) = H und Bild(T —¢) = Bild(Ur) = H
nach Lemma 125. Sei v € D(T*). Dann ist (T'z,v) = (z,T*v) (z € D(T)). Verwende & = o (y — Ury)
und Tz = §(y + Ury) mit y := (T + i)z und setze ein, dann (3(y + Ury),v) = (2 (y — Ury), T*v)
(y € D(T) = H) und damit (y,—iv — iUjv) = (y,T*v — UrT*v) (y € H). Daraus folgt dann
—iv—iUpv =T"v — UiT*v = T*v —iv = Up(T*v +iv), da UpUf = idg. Setze z := T*v + iv, dann
T*v —iv = Upz. Aufldsen nach v ergibt v = 5-(z — Urz) = 5-(id — Ur)z € Bild(id — Ur) = D(T)
und auferdem T*v = (z + Urz) = Tw. Insgesamt erhalten wir v € D(T*) = v € D(T) und
T*v = Twv, d.h. T* C T. Andererseits ist T' symmetrisch, d.h. 7' C T* und damit 7" =T, d.h. T ist

selbstadjungiert.

BEMERKUNG

(1) Wir sehen also, dass D(T) = Bild(id — Ur) und Tz = i(id + Ur)(id — Ur)~! (z € D(T)). Beachte
dabei: id — Uy ist bijektiv. Somit ist 7" durch Ur eindeutig festgelegt.

(2) Es gibt keine einfache ,Struktur (Norm etc.) auf der Menge der unbeschrinkten Operatoren.

SATZ 129 (Spektralsatz fiir unbeschrénkte, selbstadjungierte Operatoren, skalare Version)

Sei T ein selbstadjungierter, unbeschrankter Operator im C-Hilbertraum H. Dann existiert ein
projektorwertiges MaR E : B(R) — L(H) mit (Tz,z) = [, A d(E(N)z,z) (x € D(T)).

BEWEIS

Sei Ur die Cayley-Transformierte von 7. Nach Lemma 128 ist Ur unitir und
T =i(id + Up)(id — Tp)~".
Sei E : B(R) — L(H) das zu Up gehorige projektorwertige Maf, d.h.

Uy = / ¢X dB(N).
[77‘—777]
Es gilt E({£n}) = 0, andernfalls wiire nach Satz 123 +7 ein Eigenwert des Operators
B:= / A dE(N)
[77"177]

(B=B*, Be L(H)), d.h. es gébe ein z # 0 mit Bz = £7x. Nach Satz 109 wire dann f(B)z = f(£m)x
fiir alle f € €([—m,7]). Setze f(t) := e, damit

~1=et" co,(e'P) =0, (/ e dE()\)) =o,(=Ur)
im Widerspruch zu Lemma 128. Also ist
Uy = / ¢* dB(N).
(=m,m)
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Seien z € D(T) = Bild(id — Ur) und y := (id — Ur) "'z, dann ist Tz = i(id + Ur)y nach der Bemerkung
und damit

(Tz,z) = (i(id—Ur)y, (id = Ur)y) = i({Ury,y) — (y,Ury))
= Ui =i [ e BN,

Betrachte die Transformation ¢ : (—m,7) — R, p+ tan(4) und definiere das Bildmak E := Eoyp™L.
Dann gilt mit z = (id — Ur)y:

/ A d(E(\)z, z) = / Ad(Eop ' (N)z,z)
R R
- %;)¢Wd@umw

[ e a6~ U6~ Uruy

50 <</_m o) dE()\)) (id_U;)(id—UT)y,y>

(B)(id = Ur)(id = Ur)y, )
= (p(B)A+e )1 +eP)y,y)

= tan %(1 +e ™M) (1 +e?) dEN)y,y)

E()(id - Ur)

=—i(etr—e—})

SATZ 130 (Spektralsatz, allgemeine Version mit projektorwertigen Mafsen)

Seien H ein C-Hilbertraum und 7" : D(T) — H ein normaler Operator (d.h. TT* = T*T).

Dann existiert genau ein projektorwertiges Mafl E : B(o(T)) — L(H) mit T = fU(T) A dE(N).

Fiir jede messbare Funktion f : 0(T") — C wird durch f(T) := fU(T) f(A) dE(A) mit Definitionsbereich
D(f(T)) :={x € H | fU(T) IfN)]? A(EN)x,z) < 0} ={z € H | f € L2(Ex)} ein normaler Operator
f(T) definiert.

Durch f +— f(T) wird ein Funktionalkalkiil definiert, der in den bisher betrachteten Fillen
(T=T*€ L(H), f€B(c(T))) mit dem messbaren Funktionalkalkiil iibereinstimmt.
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5.13 Anwendungen in der Quantenmechanik

ZUM ABSCHLUSS

Dieser Abschnitt ist der letzte, der sich mit dem Spektralsatz im weiteren Sinne beschéftigt. Mit den
bisher behandelten Begriffen und Methoden haben wir schon alles zur Verfiigung, um die Quantentheorie
zu formulieren. Die Operatortheorie ist das wichtigste Hilfsmittel, um quantenmechanische Aussagen zu
beweisen. Hier findet auch das Spektrum eines Operators eine Interpretation. In diesem Abschnitt sollen
vor allem Begriffe geklart werden.

DEFINITION
Ein quantenmechisches System ist beschrieben durch:

(1) ... den Zustandsraum H, ein C-Hilbertraum. Die Menge Hy := {¢ € H | ||¢|| = 1} heift die
Menge der reinen Zustdnde.

(2) ... eine Observable, ein selbstadjungierter Operator in H oder dquivalent ein projektorwert. Mafs
E. Beispiele sind der Ort X, der Impult P, der Drehimpuls J, die Energie H und der Spin o.

(3) Sei S eine Observable mit projektorwertigen Maf E. Falls das System im Zustand ¢ € Hy N D(S)
ist, so heifit (¢, Sv) der Erwartungswert von S im Zustand ).

Fiir A € B(R) ist Ey(A) = (¢, E(A)y) = ||E(A)||> die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer
Messung von S der gemessene Wert in A liegt.

BEMERKUNG
Wegen ||Ey|| = Ey(R) = |[¢[|*> =1, d.h. VA € B(R) : E,(A) € [0,1], ist E,, ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Nach dem Spektralsatz gilt

(4, S) = <¢, ( / P dE(A)) w> - / A0 B = / ) )

Dies stimmt mit der Definition des Erwartungswertes in der Stochastik {iberein.

BEISPIEL (eindimensionale Ortsobservable)
Hier ist H = £2(R). Die Ortsobservable X ist definiert durch (X)(z) := 2¢(z) (Multiplikationsoperator
mit idg). Der natiirliche Definitionsbereich ist D(X) = {¢ € L2(R) | idg - ¢ € L%(R)}.

X ist selbstadjungiert und o(X) = 0.(X) = R. Das zugehorige projektorwertige Maf§ ist gegeben durch
(E(A)Y)(x) = xa(X)Y(X)(A € B(R), ¢ € H). Somit ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teil-
chens im Zustand ¢ in der Menge A € B(R) gerade (¢, E(A)y) = [ ¥(X)xa(2)v(z) = [, [¢(2)]* da.

Es gilt [, [1(2)[> dz = 1. Somit ist |¢(-)|* die Aufenthaltsdichte des Teilchens im Zustand ).

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion im Ortsraum nach Schrédinger.

BEIsPIEL (Impulsobservable)

Wieder ist H = L2(R). Betrachte U : R — L(H), gegeben durch (U(a)v)(x) := 9(x —a). Fiir jedes a € R
ist U(a) unitdr und (U(a)).cr ist eine stark stetige, unitdre Gruppe. Nach dem Satz von Stone existiert
ein selbstadjungierter Operator P mit U(a) = e~%% . Dabei sind das Plancksche Wirkungsquantum h
und das Vorzeichen (aus mathematischer Sicht) nur Konvention.

Es gilt Py = 24/ (¢ € D(P)), wobei D(P) = {¢ € L2(R) | ¥/ € L?*(R)} =: H'(R) Beachte dabei: ¢’
wird iiber die ,Distributionstheorie® in ,Sobolew-Raumen erster Ordnung“ definiert.

LEMMA 131 (Kanonische Vertauschungsrelation nach Heisenberg)
Fiir Orts- und Impulsobservable gilt X P — PX C hidzz ).
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BEWEIS

Fiir ¢ € D(R) := {¢ € €°(R) | supp(v)) ist kompakt} gilt:
(XP — PX)O)(2) = 50/ (2) — § - (w(2) = ~ 336(z) = hith(z)

) i dx

Setzt man A := %(XP — PX), dann ist Ajpr) = idpr) und A symmetrisch, d.h. A C A*, und weiter
idD(R) = A|D(R) - A - A*, also A - A=A - (ldD(R))* = (ldD(R))* = id£2(R).

LEMMA 132 (Kanonische Vertauschungsrelation nach Weyl)

Wir setzen der Einfachheit halber A = 1. Fiir alle a,b € R gilt e?2F X = gibagibXgial,

BEWEIS
Der Operator ¢*X € L(H) ist der Multiplikationsoperator mit der Funktion ¢ + e?*.
Weiter ist (e!F1)(z) = ¢(x + a), also

(PP ) (@) = (ePXP)(z+a) = @Dz +a) und
(eibXeian)(x) — eibwd](x + a>.

DEFINITION
Seien S eine Observable und ¢ € H; N D(S) ein reiner Zustand. Schreibe (S)y = (¥, Sv).
Fiir ¢ € D(S?) C D(S) ist die Varianz von S im Zustand v definiert durch

(A= (S)y)? dEy(N).

I
<
™

\
©
<
o
=

\

—

vary (S) :

(AS)y := y/vary(S) heift die Standardabweichung bzw. Unschérfe von S im Zustand 1.

Satz 133 (Heisenbergsche Unschérferelation)
Seien A, B zwei Observablen in H und ¢ € D(A?) N D(BA) N D(AB) N D(B?).
Dann gilt (AA)y(AB)y > 5(C)y, wobei C := 1(AB — BA).

Speziell gilt fiir Ort und Impuls (AX)y(AP)y > 2 (v € Hy N D(X?) N D(P?)).

BEWEIS
Seien a := (A)y, b:= (B)y, Ag:=A—aund By := B —b. Dann gilt A¢By — ByAg = AB— BA=iC.
Zugleich ist || Agt|| = /10, A20) 2= (AAg),, und analog ||Bow|| = (ABg)y. Damit

2i3(Aotp, Bow) = (Ao, Bot) — (Bow, AoY) = (¢, (AgBo — BoAo)Y) = —i(p, C).

chwarz

Cauchy-S
Also (AA)y(AB)y = [|Ac||l|Bovsl| = [{Aot, Bow)| = [S(Aoy, Bow)| = 51(v, C)| = 5(C)y-
Der Spezialfall A = X, B = P folgt aus der kanonischen Vertauschungsrelation nach Heisenberg.
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A Ubungsaufgaben

A.1 Aufgaben zu Topologien, Metriken und Normen

AUFGABE 1
Seien X eine nicht leerer Menge und 6 : X? — Rar gegeben durch

JO fallsz=y
0(w,y) = {1 falls ¢ # y

fir z,y € X.

Zeigen Sie, dass § eine Metrik definiert, und beschreiben Sie die von ¢ induzierte Topologie.

AUFGABE 2

Seien p eine Primzahl und 6 : Z2 — R:{ definiert durch

0 fallsz=
5;)(1',:1/) = { —k Y

D falls  # y, wobei k € Ny maximal mit p* | (z — y)

fiir z,y € Z.

Zeigen Sie, dass J, eine Metrik definiert, und beschreiben Sie die von d, induzierte Topologie.

AUFGABE 3
Seien M eine nicht leere Menge, X die Menge aller M-wertigen Folgen und § : X? — R{ definiert durch

5(z,y) = 0 fallsxz=y
LY = L falls 2 # y, wobei n € N minimal mit z,, # y,

fir x = (2n)nen: ¥ = (Yn)nen € X.

Zeigen Sie, dass ¢ eine Metrik definiert, und beschreiben Sie die von § induzierte Topologie.

AUFGABE 4

Sei (X, 9) ein semimetrischer Raum. Fiir z,y € X definieren wir
x~y:ed(x,y) =0.

Zeigen Sie:

(a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf X.

(b) 6(7,7) :=6(x,y) fiir * €7 € X/, y €Y € X/~ definiert eine Metrik auf X/ ..
AUFGABE 5

Seien X # () und 41, §2 zwei Metriken auf X. Dann definieren wir
01K &Ve>0:30 >0:Ve,ye X :6(x,y) <= d(z,y) <e.

Wir nennen 41, 6o gleichmdf$ig dquivalent, falls §; < d2 und do < 7.
Zeigen Sie:
(a) §1 < 62 = O(41) C O(d2).

Gleichméfhig dquivalente Metriken erzeugen also die gleiche Topologie.

(b) Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch: Es gibt Metriken, die die gleiche Topologie erzeugen, aber
nicht gleichmifig dquivalent sind.

(c) Ist dy eine Metrik auf X, dann wird durch do(x,y) := min{l,d;(x,y)} fir x,y € X eine zu d;
gleichméfig dquivalente Metrik auf X definiert.
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AUFGABE 6
Sei X ein reeller Vektorraum, versehen mit einer Metrik d : X2 — R{.

d heilt translationsinvariant, wenn gilt:
Vr,y € X td(x + 2,y + 2) = d(z,y).

d heifst homogen, falls
Yo,y € X,a € R:d(ax,ay) = |a|d(x,y).

(a) Zeigen Sie, dass es genau eine Norm auf X gibt, fiir welche d die zugehorige Metrik ist, wenn d
translationsinvatiant und homogen ist.

(b) Uberpriifen Sie, ob die Metriken aus den Aufgaben (1.1) und (1.3) einer Norm zugehérig sind (wobei
X als reeller Vektorraum angenommen wird).

AUFGABE 7

Seien X ein reeller Vektorraum und p: X — Rg eine Abbildung mit p(z) =0 < 2z =0und Vz € X, X €
R: p(Az) = |Alp(z).

Zeigen Sie, dass p genau dann eine Norm auf X ist, wenn M := {z € X | p(z) < 1} konvex ist.

AUFGABE 8
Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Menge O; := {R, 0} U {(a,00) | a € R} ist eine Topologie auf R.
(b) Die Menge O3 := {R,0} U {(a,00) | a € Q} ist eine Topologie auf R.

Ist O; eine Topologie (i = 1,2), dann bestimmen Sie die abgeschlossenen Mengen von (R, Q;) und den
Abschluss, das Innere und den Rand der Mengen [3,7), {7,24,47,85} und {3,6,9,12,...}.

AUFGABE 9

(a) Zeigen Sie, dass ||z|| := sup ‘Z?Zl x| eine Norm auf ¢; definiert.
neN
(b) Zeigen Sie, dass U ¢, € {(@n)nen | o — 0.
1<p<oo

AUFGABE 10

Seien X eine nicht leere Menge und zu jedem x € X gebe es eine Menge U, C p(X) mit (U0)-(U3).
(a) Zeigen Sie, dass O(U) :={O C X |Vz € O: O € U,} eine Topologie auf X definiert.

(b) Zeigen Sie, dass U(O(U)) = U fiir jede Familie U von Umgebungssystemen mit (U0)-(U4).

O(U) besitzt also nur Umgebungen, wie sie in U bereits vorgegeben sind.

AUFGABE 11
Seien X eine nicht leere Menge und §(X) die Menge aller Abbildungen f: X — K.
Fiir B C X nicht leer, f € §(X) und € > 0 setzen wir

UF(@ = {9 €500) | supfa) - g(o)] <.

Zeigen Sie:
(a) Fiir B C X nicht leer definiert dp : F2(X) — R{ mit

dn(f.9) = min {Losup |1(2) ~ ()]} (1.9 € 500
eine Semimetrik auf F(X).

Fiir alle ¢ € (0,1) und f,g € F(X) gilt g € Uf(e) < dp(f,g) <e.
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(b) Ist B C p(X) mit |J B = X, so wird durch
BeB

UB :—{ () UF e

BeBg

B O By endlich, € > 0}

eine Filterbasis auf §(X) definiert.
Der von [U]? erzeugte Filter V]? = [[U]J}f] ist dann ein Umgebungssystem fiir f.

(c) Nach Aufgabe 8 besteht die zugehdrige Topologie O(B) := O(VE) ausschlieflich aus Umgebungen wie
in VB vorgegeben.

Speziell fiir B, := {{z} | # € X} heifit O(B,) die Topologie der punktweisen Konvergenz.
Zeigen Sie die Aquivalenz f,, — f in O(B,) & Vz € X : f,(z) — f(z).

(d) Seien X {iiberabzahlbar und A := {x7c | X D T endlich}. Dann ist 0 Hiufungspunkt von A, aber es
gibt keine Folge (fy,)nen in A, die in O(B,) gegen 0 konvergiert.

Insbesondere ist O(B,) nicht metrisierbar.
(e) Ist B abzédhlbar, etwa B = {B,, | n € I'}, dann wird auf F(X) durch

As(f.9) = 3 5rdp.(f.9) (.9 € (X))

nel

eine Metrik definiert, die die Topologie O(B) erzeugt.

Insbesondere ist O(B) metrisierbar.

AUFGABE 12

Zeigen Sie, dass fiir einen topologischen Raum (X, Q) dquivalent sind:

(i) X ist Hausdorffraum.

(i1) Jeder konvergente Filter auf X besitzt einen (eindeutigen) Grenzwert.

(iii) Fiir jeden Punkt « € X ist der Durchschnitt all seiner abgeschlossenen Umgebungen gleich der Menge

{z}.

AUFGABE 13

(1) Zeigen Sie, dass ein Filter mit abzahlbarer Basis stets eine Basis B := {B,, | n € N} besitzt mit
m>n= B, C B,.

(2) Seien (X7,01) und (X2, 09) topologische Raume, f : X; — X5 eine Abbildung und = € X; besitzte
eine abzahlbare Umgebungsbasis.

Zeigen Sie: f ist in @ stetig < V(2n)nen € X} : (20 — 7 = f(x,) — f(2)).

AUFGABE 14

Zeigen Sie, dass sich auf jedem K-Vektorraum eine Norm definieren ldsst.

AUFGABE 15

Fiir 1 < p < oo definieren wir fiir reelle (n x n)-Matrizen ||A||, := sup {||Az||, | z € R"}.

[z]]p=1
(1) Bestimmen Sie ||A||; und || A]|so-

(2) Zeigen Sie, dass ||A||3 gerade das das Maximum aller Eigenwerte von AT A ist.

AUFGABE 16

Zeigen Sie, dass {5 iiberabzahlbar viele linear unabhéngige Elemente besitzt.

Martin Gubisch 89 WS 2007/2008



A Ubungsaufgaben A.2 Aufgaben zu linearen Operatoren

A.2 Aufgaben zu linearen Operatoren

AUFGABE 17

Sei P der Vektorraum der Polynome iiber R. Zu jedem Polynom p(t) = >} _, axt® definieren wir

n
lpll := lawl-
k=0

(1) Zeigen Sie, dass (P, || - ||) ein normierter Raum ist. Ist (P, ]| - ||) ein Banachraum?

(2) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Abbildungen T' : P — R stetig sind, und ermitteln sie deren
Norm.

(3) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Abbildungen T : P — P stetig sind, und ermitteln sie deren
Norm.

T(p)(t) = / p(s) ds; T(p) = o' T(p)(t) = p(t + 1).

AUFGABE 18

Seien Ey ein Unterraum eines normierten Vektorraumes FE und F ein weiterer normierter Raum.
Zeigen Sie:

(1) Fiir T € L(E, F) gilt |[T5,]| < ||T]|

(2) Liegt Ey dicht in F, so gilt fiir T € L(E, F) : ||T|g,|| = ||T]].

AUFGABE 19
Seien 1 < p < oo und % + % = 1. Zeigen Sie:
(1) Die Abbildung

£y

- (4p)'
v o (To)y) =

e oo 0w =(@uen € by Y= Wadnen €6y

ist ein isomerischer Isomorphismus.

(2) Die selbe Abbildungsvorschrift vermittelt einen isometrischen Isomorphismus zwischen ¢; und (co)’,
dem Dualraum des Nullfolgenraumes.

AUFGABE 20

Weisen Sie die Existenz einer linearen Abbildung Lim : £, (R) — R (Banach-Limes) mit den folgenden
Eigenschaften nach:

(1) Lim(Lz) = Lim(xz) fiir alle € {s, wobei L der Linksshift-Operator ist, d.h. L : {5 — loo mit
L(zy1, o, 3,...) = (T2, 23,24, ...).

(2) Fiir z := (Zn)nen € loo mit ¥n € N: z, > 0 ist auch Lim(x) > 0.

(3) Fiir e := (1,1,1,...) gilt Lim(e) = 1.

AUFGABE 21

Seien (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum, M ein Teilraum von E und f € M.
Weiter sei E' strikt konvex, d.h. VF1, Fo € E', ||F1||=1=||F|| : ||FA + Fo|| =2 = Fy = Fb.
Dann lédsst sich jedes f € M’ eindeutig zu einem F' € E' mit ||f|| = || F|| fortsetzen.

AUFGABE 22
Sei T': E — F' ein Isomorphismus normierter Vektorrdume.

Zeigen Sie, dass E genau dann reflexiv ist, wenn F’ reflexiv ist.

Martin Gubisch 90 WS 2007/2008



A Ubungsaufgaben A.3 Aufgaben zu Hilbertrdumen

A.3 Aufgaben zu Hilbertraumen

AUFGABE 23

(1) Zeigen Sie, dass in einem Hilbertraum (H, (-, -)) die Polarisierungsformeln

z,y) = Nlo+yl’ —lle -yl K=R, z,y € H)
3
Moy) = i+ iyl (K=C, zye H)
=0
gelten.
(2) Ist (X, ||-]]) ein normierter Vektorraum iiber C, der die Parallelogrammgleichung erfiillt, so wird durch

die Zweite Polarisierungsformel ein Skalarprodukt (-, -) definiert, dessen indutierte Norm gerade || - ||
ist.

AUFGABE 24
Seien F' eine nicht leere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge des Hilbertraumes (H, (-,-)) und =g € H.

Zeigen Sie die Aquivalenz

llzo — z|| = d(xo, F) & Vy € F : Rz — z,y — ) < 0.

AUFGABE 25

Sei (H, (-,-)) ein separabler Hilbertraum, d.h. es gibt eine abzihlbare Teilmenge D = {d,, € H | n € N},
die dicht in H ist.

Zeigen Sie, dass alle Orthonormalbasen von H abzahlbar sind.

A.4 Aufgaben zu den Hauptsitzen der Funktionalanalysis

AUFGABE 26

Zeigen Sie, dass es keine Funktion f : [0,1] — R gibt, die in allen rationalen Zahlen stetig und in allen
irrationalen Zahlen unstetig ist.

Zeigen Sie, dass es umgekehrt Funktionen f : [0,1] — R gibt, die in allen irrationalen Stellen stetig und
in allen rationalen Stellen unstetig sind.

AUFGABE 27

Bestimmen Sie die Losung = € €([0,1]) der Integralgleichung
- 1
z(s) = cos (fs) —I—/ stx(t) dt (s €10,1])
2 0

AUFGABE 28
Seien (E, || -||) ein normierter Vektorraum iiber K und « € E.
Zeigen Sie:

(1) Die Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe

n
min ||z — ZaixiH
[ 3 FERTIe 2] =1

besitzt fiir gegebene 1, ..., z, € E immer eine Losung (af, ..., o).

Yz = >y afx; heift dann die Bestapprozimation des Punktes x in F := span(z1, ..., T,).

(2) Die Menge der Bestapproximationen ist konvex.

(3) Ist E strikt konvex, dann ist o* eindeutig.
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AUFGABE 29

1

3 und % geteilt und das offene Intervall

Gegeben sei das Intervall [0,1]. Dieses werde an den Punkten

(%, %) herausgenommen. Es entsteht die Menge T} := [0, %] U [%, 1]. Diese werde an den Punkten %, %, g
und $ geteilt und die ,mittleren Drittel* herausgenommen; es entsteht T3 := [0, 5] U [2, ] U[2, Z]U[3, 1].

F&ahrt man auf diese Weise fort, so erhdlt man eine absteigende Folge von Mengen 77 O T D T3 O ...,
wobei T,, aus T,,_1 durch Wegnahme der ,mittleren Drittel“ entsteht. Die Menge T := ﬂszl T,, heifit
dann das Cantorsche Diskontinuum.

Wir versehen T' mit der Spurtopologie von [0, 1]. Auflerdem setzen wir X’ := {0, 2} und versehen X’ mit
der diskreten Topologie.

Zeigen Sie, dass die Abbildung f : T — X := [[2, X’ mit f(z) := (2;)ien ein Homdomorphismus ist,

wobei x; die triadischen Darstellung x ist, d.h. z = Y, & mit Vi € N: z; € {0,1,2}.

AUFGABE 30

Zeigen Sie, dass im Satz von der gleichméfigen Beschrénktheit nicht auf die Vollstédndigkeit von (E, || -||)
verzichtet werden kann.

AUFGABE 31

Finden Sie eine lineare, Graphen-abgeschlossene Abbildung zwischen normierten Rdumen, die nicht stetig
ist.

AUFGABE 32

Seien F,, Ey, F3 Banachrdume, T : E; — FE5 linear, S : E; — FEj linear, injektiv und stetig und
ST : B, — Ej stetig.

Zeigen Sie, dass dann auch T stetig ist.

AUFGABE 33

Seien F1, F5 normierte K-Vektorrdume, D ein Unterraum von F7 und T : D — Es eine lineare Abbildung.
Zeigen Sie:

(1) Durch ||z||7 := ||z||g, + ||Tz||E, fiir x € D wird D ein normierter Raum Dr.

(2) Sind FEy, By vollstindig, T" Graphen-abgeschlossen und D abgeschlossen, so ist Dy ein Banachraum
und T : D — FEs stetig.

AUFGABE 34

(1) Sei p € (1,00). Zeigen Sie, dass fiir (z(™),cn € £y und x = (z1)ren € £, die folgenden Aussagen
dquivalent sind:
ne werqgiert sch °n , d.n. : i n) = .
(a) (™) en konvergiert schwach gegen x, d.h. VT € (€,) : lim Tz™ =Tz
n—oo

(b) Vk e N: xp = lim w,&") und sup ||z(M]], < co.

(2) Fiir p = 1 gilt die Aquivalenz nicht.

AUFGABE 35
Sei F ein reflexiver, normierter Raum.

Zeigen Sie, dass eine Folge (T}, )nen € (E')Y genau dann schwach-*-konvergent gegen T' € E’ ist, wenn sie
schwach gegen T' konvergiert.

Dabei heilt (T),)nen schwach-x-konvergent gegen T, wenn Vx € E : lim T,z = Tx.

n—oo

AUFGABE 36

Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (2, )nen in E heiflt schwache Cauchyfolge, wenn fiir alle 2’ € E’
die skalare Folge (2/(2,,))nen eine Cauchy-Folge ist.
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A Ubungsaufgaben A.5 Aufgaben zur Spektraltheorie

(1) Zeigen Sie, dass jede schwache Cauchy-Folge beschrankt ist.
(2) Zeigen Sie, dass in jedem reflexiven Banachraum jede schwache Cauchyfolge schwach konvergiert.

(3) Sei E = ¢g. Zeigen Sie, dass (z(™),en = S el eine schwache Cauchyfolge in E ist, die nicht
schwach konvergiert.

A.5 Aufgaben zur Spektraltheorie

AUFGABE 37

Seien F ein Banachraum und T,S abgeschlossene, lineare Operatoren in E mit D(T) = D(S) und
D(T) = E.

Zeigen Sie, dass fiir alle A\, u € p(T') und fiir alle n € p(T) N p(S) gilt:

RA(T) = Ru(S) = (A= p)RA(T)R,(T)
Ry(T) = Ry(S) = Ry(T)(S —T)Ry(S)

AUFGABE 38
Seien )
B 201 = {£: 01 €| [ 17 s < oo}
0
und T' € L(E) durch Tf(t) :=tf(t) gegeben.
Bestimmen Sie die Resolventenmenge p(7'), das Punktspektrum o,(7"), das kontinuierliche Spektrum

0.(T) und das Restspektrum o, (7).

AUFGABE 39

Gegeben sei der Kern

0,12 — R
k (1—s)t, t<s
(5,8) { (1—t)s, s<t
des Fredholm-Operators
¢([0,1]) — ¢([0,1])
Ty : 0,1].
k x(s) fol k(s,t)x(t) dt s€[0,]]
Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von T} gerade )\, := (n7)~2, n € N, mit zugehorigen Eigenfunktionen
Zn(s) := sin(nzs), s € [0,1] sind und dass jeder geometrische Eigenraum FE,, := Kern(T} — \,,) eindi-

mensional ist.

AUFGABE 40
Bezeichne S : /5 — ¢2 den Rechtsshift-Operator.
Bestimmen Sie ||S]|, S*, S5*, 5*S,||S*||, Kern(S), Bild(S), Kern(S*) und Bild(S5*).

AUFGABE 41

Sei E ein normierter Raum. Zu U C E' heit U, :={x € E |Vf € U : f(x) = 0} der Annihilator von U.
Zeigen Sie:

(1) Sind E, F Banachrdume und T' € L(E, F'), dann gilt Bild(T") = (Kern(T")) ..

(2) Ist Bild(T') zusétzlich abgeschlossen, so ist die Operatorgleichung Tx = y genau dann lésbar, wenn
fir f € F" aus T'f = 0 auf E folgt, dass f(y) = 0 sein muss.

AUFGABE 42

Seien E = €([0,1]), ¢ € E und T € L(E) der durch (Tf)(t) := ¢(t)f(t) definierte Multiplikations-
operator.
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Bestimmen Sie 0, (") und zeigen Sie, dass alle Eigenwerte von 7" unendliche Vielfachheit haben, d.h. dass
fir alle A € 0,(T) gilt dim Kern(T' — A) = oo.

AUFGABE 43
Seien E ein Hilbertraum und 7' € L(E, E). Zeigen Sie:

(1) p(T") ={A | A€ p(T)}-

(2) o(T*) ={\ | Aea(T)}.

(3) oe(T™) = {A [ A€ ae(T)}.

(4) or(T) = {A [ X € 0, (T*) P\op(T).

AUFGABE 44
Seien E ein C-Hilbertraum und T € L(E, E). Zeigen Sie:

(1) Gilt Ve € E: (Tz,z) =0, dann ist T' = 0.
(2) Vo € E: ||T*z|| = ||Tz|| © T ist normal (d.h. TT* = T*T).
B) Ve e E,n e N: ||(T*)"x|| = ||T"z|| © T ist normal.

Gilt (1) auch, falls E ein R-Hilbertraum ist?

AUFGABE 45

Seien E ein C-Banachraum, A € C\{0} und S,T € L(E, E). Zeigen Sie:

(1) Ist (A — ST) invertierbar, dann ist 5 (1 + T(A — ST)~'S) das Inverse von A — T'S.
(2) Es gilt o(ST)\{0} = o(T'S)\{0}.

AUFGABE 46
Sei S der Rechtsshift-Operator in ¢5(Z). Bestimmen Sie p(S), 0,(S5), 0¢(S) und o,(S5).

AUFGABE 47

Seien E # {0} ein komplexer Banachraum und 7' € L(FE). Zeigen Sie:
(1) Jeder Randpunkt A von o(T') ist ein approximativer Eigenwert.
(2) Ist ||T|| € o(T), so gilt ||idg + T|| = 1+ ||T|.

AUFGABE 48

Seien E ein C-Hilbertraum und T € L(F). Zeigen Sie:

(1) Falls (Tx,x) > 0 fiir alle z € E, dann ist T + idg invertierbar.
(2) T*T + idg ist invertierbar fiir alle T € L(E).

(3) (Tz,z) >0 firallex € E< T* =T und o(T) C [0, 00).

AUFGABE 49
Seien F ein Hilbertraum, 7' € L(E) und f ein Polynom. Zeigen Sie:

1
T)=— ANA=T)"td\.
1) = 5 [ SOV =7)
Dabei sei I ein positiv orientierter Kreis um 0 mit Radius r > r(T).

AUFGABE 50

Die Volterrasche Integralgleichung ist definiert durch

£(s) = g(s) + / CGls. ) (1) dt,

wobei G : [0,1]> — C eine stetige Funktion ist.
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(1) Zeigen Sie, dass fiir K € €([0,1]) mit

= /O G(s,t)f(t) dt

fiir alle n € N gilt ||K"|| < LGl ” und zeigen Sie damit, dass die Volterrasche Integralgleichung fiir
jedes g € €(]0,1]) genau eine Losung f € €(]0,1]) besitzt.

(2) Bestimmen Sie das Spektrum o(K) von K.

AUFGABE 51

Seien H ein C-Hilbertraum und P;, P, orthogonale Projektionen auf abgeschlossene Unterrdume M; bzw.
M. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(1) My C M.

(2) PP, = P,P, = Py.

(3) Vz € H : ||Prz|| < || Paz|]-

(4) Vre H: P, <P, dh. <P1$,.Z‘> < <P2!L'7$>.

AUFGABE 52

Seien X = [0,1] mit der Borel-o-Algebra B = B([0,1]) versehen und H = £2([0,1]). Fiir f € H, A€ B
setze (Paf)(t) = xa(t)f(1).

. . . (Paya, 3¢A . : ; i A._Jfa
Zeigen Sie, dass E(A) := {PA/2+P[1/2,11, ¢ 4 ein projektorwert. Mak definiert, wobei 5 :={§ [ a € A}.

ol ol

AUFGABE 53

Seien (X,.A) ein Messraum, H ein Hilbertraum und F : A — L(H) ein projektorwertiges Maf. Zeigen
Sie:
(1) E(0) = 0.
(2) VA,B € A: E(AUB) + E(AN B) = E(A) + E(B).
(3)VA,Be A: AC B= E(B\A)=E(B)— E(A).
(4) Sei (Ap)neny € AN mit Yn € N: A, C A,1. Dann E( | A,) = nh_)rrgo E(A,).
Sei (An)nen € AY mit Vo € N: A, D Ay 1. Damn E( ] Ay) = lim E(A,).
(5) Scien A, B € A mit AN B — 0. Dann Bild(E(A)) LBild(E(B)).
(6) VA, B € A: E(AN B) = E(A)E(B) = E(B)E(A).

AUFGABE 54

Seien E ein Bananachraum x € F und (z,),eny € EY. Zeigen Sie:

(1) Aus z,, — = folgt x, — x. Die Umkehrung ist i.A. falsch.

(2) Falls 2, — x, so ist (|| ||nen) beschrinkt und ||z|| < linII_l)iOIéf [|zn]l-

(3) Sind E ein C-Hilbertraum und P, P, Projektionen (n = 1,2,...) mit P, — P, dann P, —— P.
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