Skriptum zur Vorlesung

Mathematische Logik

Private Mitschrift

gelesen von

Prof. Dr. Alexander Prestel

Martin Gubisch

Konstanz, Wintersemester 2007 /2008



Inhaltsverzeichnis

1

2

Analyse mathematischer Beweise

Aufbau formaler Sprachen

Formale Beweise

Vollstandigkeit der Logik erster Stufe

Semantik erster Stufe

Axiomatisierung einiger mathematischer Theorien
Vollstindigkeit von Axiomensystemen

Logik zweiter Stufe

Entscheidbarkeit und Erzeugbarkeit

13
17
20
22

23



1 Analyse mathematischer Beweise

1. Analyse mathematischer Beweise

Bildet man die ,Menge* y = {« | E(z)} mit E irgendeine Eigenschaft, dann erhélt man mit F(x) : x ¢ x
den Fall z € y & x ¢ x, also speziell y € y < y ¢ y — die sogenannte Russelsche Antinomie. Es stellt sich
somit die Frage, ob y iiberhaupt eine ,richtige“ Menge ist oder allgemeiner, welche Eigenschaften eine
Menge definieren und welche nicht, so dass sich keine ,Widerspriiche* ergeben.

Hilberts Losungsansatz: Wir brauchen ...

1. ... die Angabe einer formalen Sprache, die es erlaubt, alles in der Mathematik Ubliche zu beschreiben.
Universalmittel: die Mengenlehre,

2. ... die Angabe eines vollstandigen Systems allgemeingiiltiger, logischer Schliisse;
3. ... die Angabe eines vollstindigen Systems mathematischer Axiome,
4. ... den Nachweis der Widerspruchsfreiheit des in (1)-(3) angegebenen, formalen Systems.

SVollstandig® heiflt dabei, dass fiir eine beliebige Aussage « entweder « selbst oder das Gegenteil —a
beweisbar ist. (1) und (2) wurden positiv, (3) negativ beantwortet. (4) kann nach Godel nicht positiv
beantwortet werden.

Beispiel 1.1. (eines Beweises)

Gegeben seien die Korperaxiome fiir R und die folgenden Anordnungsaxiome:

>

1
A2
A3
A4

1. < ist eine partielle Ordnung.

2. Fiir alle z,y gilt x <y oder y < x.

3. Fiir x < y haben wir x + z < y + z fiir jedes z.
4. Sind 0 < z und 0 <y, so auch 0 < xy.

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)
Wir wollen zeigen: 0 < xx fiir jedes x.

Aus (A2) erhalten wir 0 < x oder x < 0. Ist 0 < x, so ergibt (A4): 0 < zx. Ist aber x < 0, so folgt mit
(A3): 0 < —x. Nun ergibt (A4) wieder 0 < (—z)(—x) = xzzx. Also gilt 0 < zx fir alle .

Es treten bei dieser Argumentation die folgenden Probleme in Hinblick auf Hilberts Programm auf:
1. Uberfliissige Worter wie ,,gilt“, ;haben wir“, ;wieder, Laber*, ;nun“ ... kann man weglassen.
2. Gleichbedeutende Formulierungen wie ,fiir alle” und ,fiir jedes” kann man durch das Symbol V ersetzen.

3. Stehen Quantoren nicht grundsétzlich vor den zugehdrigen Aussagen, so ist nicht immer eindeutig,
worauf sie sich beziehen.

4. Man muss festlegen, ob ,oder ein- oder ausschliefilich gemeint ist.

5. Man muss logische Regeln wie die Kettenschlisse 0 < (—z)(—z) und (—z)(—z) = zz = 0 < zx oder
die ebenfalls benutzte Fallunterscheidung formulieren.

Wir formulieren zunéchst die Axiome formal:

1. Vey(z <yVvy<x). (A2)
2. Vayz(z <y —z+z<y+z). (A3)
3. Vay(0 <z A0 <y —0<uy). (A4)

Die zu zeigende Aussage lautet formal dann Va(0 < xx); etwas formalisiert sieht unser Beweis so aus:
(Al) > (0<zVvz<0)
.0<axA(A3) > 0<zx
L0<zz—=>0< 22

1.
2
3
4. 2 <0AN(A2) 5 x+(—2) <0
5
6

+
|
=

a4 (—2) S0+ (=) Aw+ (—a) =
L0<04+ (—2) A0+ (—2) = (—x) —
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2 Aufbau formaler Sprachen

7. 0< (=) A(A3) - 0 < (—z)(—=x)

8. 0< (—z)(—x) AN (—x)(—2) =2z - 0 < ax
9. 2<0—->0<zx

10. 0<zve<0—->0<zx

0
11. (1) > (0<zVva <0)
12. Vz(0 < zx)

Wir legen fest: V, A binden stirker als —, <> und — bindet stdrker als A,V. Weiter benutzten wir fol-
gende Symbole: die Quantoren V, 3; die logischen Verkniipfungen A, V, —, -, <»; die Konstante 0; die
Operationen 4, —, -, die Relationen <, = sowie die Hilfssymbole ), ( und die Variablen z, y, z. %

2. Aufbau formaler Sprachen

Wir arbeiten von jetzt an in zwei Sprachen, die wir strikt trennen wollen: Der Objektsprache, deren
Eigenschaften wir untersuchen wollen, und der Metasprache, in der wir iiber die Objektsprache sprechen.

Unsere Objektsprache besteht aus ...

1. ... einem Alphabet. Dieses beinhaltet die logischen Zeichen —, A,V, =; Variablen wie vg, vy, va, ..., Un, ...
bzw. v',v”,v",...; Relationszeichen R; (¢ € I), Funktionszeichen f; (j € J), Konstanten ¢ (k € K)

und Hilfszeichen ), (.

2. ... Termen, welche wie wie folgt charakterisieren: Alle Variablen v,, (n € N) und alle Konstanten ¢,
(k € K) sind Terme. Sind ti,...,%,(; schon Terme, dann ist auch f;(t1,...,¢,(;)) ein Term. Keine
weiteren ,,Zeichenreihen“ sind Terme.

3. ... Formeln, welche gebildet werden nach den folgenden Regeln: Sind t;,t5 Terme, dann ist t; = to
eine Formel. Sind t1,...,%5(;) Terme, dann ist R;(t1, ~-~7t)\(i)> eine Formel. Sind ¢ und v Formeln und
ist v eine Variable, dann sind auch ¢ A ¥, =¢ und VYvp Formeln. Keine weiteren Zeichenreihen sind
Formeln.

Formeln des Typs t; =ty und R;(t1, ..., t5(;)) werden als Primformeln bezeichnet.

Die iibrigen im vorherigen Abschnitt benutzten Symbole sind Abkiirzungen: ¢ V v steht fiir —(—p A =),
@ — 1) steht fiir =(p A ), ¢ <> ¢ fir (¢ = ¥) A (¥ = ) und Jvp fiir —"Vo-e.

Wir schreiben manchmal ¢ # o fiir (¢t = t9), t1 Rito fiir R;(t1,t2), t1fjte fir f;(t1,t2), Yoy fiir VaVy
und Jxy flir Jx3y.

Wir fithren Funktionen A und p ein, die jedem Index i € I bzw. j € J die Stellenzahl des Relationszei-
chen R; bzw. des Funktionszeichens f; zuordnen. Beispielsweise entspricht die +-Funktion iiblicherweise
einem zweistelligen Funktionszeichen f; = +, d.h. pu(j) = 2, und die <-Relation wird normalerweise als
einstelliges Relationszeichen R; gebraucht, d.h. A(i) = 1.

Das Tripel L = (p, A, K) ist unsere formale Sprache oder auch Syntax; daraus bilden wir L-Formeln und
L-Terme. Wir schreiben Fml(L) fiir die Menge der L-Formeln und Tm(L) fiir die Menge der L-Terme.
Fiir zwei formale Sprachen L = (u, A\, K) und L' = (¢/, N, K’) setzen wir L C L/, falls I C I', J C .J',
K C K’ und p'|; = pu sowie X|f = .

Bemerkung 2.1.

Variablen kénnen innerhalb von Formeln verschiedene Bedeutungen haben. Betrachten wir etwa
E"Uo(o < vg Ny < ’Ul) /\V’Ug(’vg <0—=v < 1)0),

dann spielt es offenbar keine Rolle, ob wir im ersten Teil der Formel vg durch x ersetzen; wir verdndern
die Formel aber sehr wohl, wenn wir vy im zweiten Teil oder v; durch eine andere Variable ersetzen.

Allgemein nennen wir bei einer V-Formel Vzg die Formel ¢ den Wirkungsbereich von Va. Kommt z in ¢
vor, so heifst z gebundene Variable; die Variablen v in ¢, die nicht im Wirkungsbereich eines V-Quantors
Vv liegen, heiffen frei. Im obigen Beispiel sind vy, vo gebunden und vy, vy sind frei. Mit Fr(y) bezeichnen
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3 Formale Beweise

wir die Menge der freien Variablen der Formel . Eine L-Formel ¢ ist eine Aussage, falls Fr(y) = (). Die
Menge der Aussagen in L wird mit Aus(L) bezeichnet.

Ist ¢ eine Formel, dann bezeichen wir mir ¢(z/t) die Formel, die entsteht, wenn wir jede frei vorkommende
Variable x durch den Term ¢ ersetzen: Eine Ersetzung ist eine dreistellige Relation Fml x Var x Tm — Fml,

(ps ;1) = p(2/t).

In ¢ : Va(z = x) ist beispielsweise p(z/0) : Va(z = z). In ¢ : Va(z = y) ist ¥(y/0) : Vz(r = 0) und
P(x/0) : Va(r = y).

Ein Term t heifit frei fiir z in ¢, falls in ¢ keine Variable vorkommt, die durch die Ersetzung von = durch
t in den Wirkungsbereich eines Quantors der Formel ¢ gerit. %

Bemerkung 2.2. (Normalformen)

Wir schreiben .
/\ai:al/\ag/\-n/\an und \/ﬁlzﬁl\/ﬁz\/\/ﬁm
i=1 i=1

Wir sagen, eine Formel der Gestalt A, \/7:1 vi; hat konjunktive Normalform und eine Formel der
Gestalt \/[_, /\;L:1 0i; disjunktive Normalform, wenn alle v;; Primformeln oder negierte Primformeln
sind. Eine Formel der Form Q1 x1...Qmxmy mit Q; =V oder @Q; = 3 fiir i = 1, ..., m und ¢ quantorenfrei

hat prénexe Normalform. O

3. Formale Beweise

Definition 3.1.

Sei ¥ C Aus(L). Ein Beweis aus ¥ ist eine endliche Folge ¢1, ..., ¢, von Formeln, so dass fiir jedes ¢;
gilt: p; € X oder ; ist ein ,logisches Axiom* oder ¢; wurde durch Anwendung einer ,logischen Regel*
aus @1, ..., ;—1 gewonnen. Sei o € Aus(L). Wir sagen, « ist aus ¥ beweisbar, wenn es einen Beweis
©1, ey Pn, AUS 2 gibt mit o = ¢,,. Wir schreiben dann ¥ + o.

Bemerkung 3.2. (Aussagenlokik)

Die aussagenlogische Sprache besteht aus den Zeichen — (“nicht”), A (“und”), ), ( und den Aussagen-
variablen Ag, A1, ..., Ap, ... (n € N). In diesem Alphabet bilden wir Aussageformen, indem wir definieren:
Ao, ..., An, ... sind Aussageformen; sind A;, A; Aussageformen, dann auch —A; und A; A A;; keine weiteren
Zeichenreihen sind Aussageformen.

Eine Bewertung B : {Ag, ..., Apn, ...} = {w, f} ist eine Abbildung, die jeder Aussagenvariablen den Wahr-
heitswert w (;wahr) oder f (,falsch®) zuordnet. Wir definieren dazu iterativ B(—X) = —B(X) und
B(X AY) = B(X)N B(Y) mit Operationen — : {w, f} = {w, f} und N : {w, f}* = {w, f} auf {w, f},
gegeben durch

(w, w) w
(7)=(h) w5l =] 7
(f.f) f

Eine aussagenlogische Tautologie ist eine Aussagenform, die bei jeder Bewertung den Wert w liefert. Ein
Beispiel einer aussagenlogischen Tautologie — oder kurz: eine Tautologie) — in L ist eine aussagenlogische
Tautologie, deren Aussagenvariablen durch L-Formeln ersetzt wurden. O

Beispiel 3.3.
Wir zeigen, dass (Ag A A1) — A bzw. =((Ag A A1) A —Ap) eine Tautologie ist.

Ay A |- C C A AN A1 ) AN = Ay )
w w w w w w f £ w
w f w w f f f £ w
f w w £ f w f w £
f f w f f £ f w f
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3 Formale Beweise

Dabei verwenden wir wie iiblich die Abkiirzungen Vv, —, <>, gegeben durch

XY || XVY | X=>Y | XY
wo| oW W W W
w | £ w w £
f | w W £ f
£ f £ w W
Sind «, 8 L-Formeln, dann ist (a A 8) — « ein Beispiel einer aussagenlogischen Tautologie. O

Definition 3.4.
Seien «, 8 zwei L-Formeln, x eine Variable und ¢ ein L-Term.

1. Die quantorenlogischen Axiome sind

a) Yoa — a(z/t), falls t frei fiir « in a. (A1)

b) Vz(a — B) = (o — Vz ), falls = ¢ Fr(a). (A2)
2. Die identitétslogischen Axiome sind

a) = . (11)

b)z=y—(x=z—y=2). (12)

c) y=z—= (Ri(x1,.., s Taq)) = RiT1, .52, .00, T2 () (I3)

d) y=2z—= (fj(@1, 0¥ o Tuiiy) = fi(@15 00052500 T(i)))- (14)

3. Die logischen Axiome sind Beispiele von Tautologien, quantoren- und identitétslogische Axiome.
4. Die logischen Regeln sind
a) Modus Ponens: Unter die beiden Zeilen o — 3, « darf § geschrieben werden. (MP)
b) Generalisierung: Unter die Zeile ¢ darf Vo geschrieben werden (V)

Beispiel 3.5.

Gilt © F (A B), dann auch ¥ F a, denn sei ¢1, ..., @, ein Beweis der Formel o A 8, speziell ¢,, : (a A ),
dann ist @1, ..., Ypp2 mit der Tautologie w,+1 : (¢ A ) — a und der durch Modus Ponens ergéinzbaren
Zeile a ein Beweis der Formel a. O
Bemerkung 3.6. (Abgeleitete Regeln)

Seien «, 3,7y L-Formeln und t1,ts,t3 L-Terme. Dann gelten:

1. Unter a A 8 darf sowohl « als auch 8 geschrieben werden mit den Tautologien (o A §) — « bzw.

(anB) = B. (A-Regeln)
2. Sowohl unter « als auch unter 8 darf oV 8 geschrieben werden mit den Tautologien o« — (' V 3) bzw.
B — (aVp). (V-Regeln)
3. Unter @ «» § dirfen @« — B und 8 — « geschrieben werden, denn (o < ) — (o — B) und
(a < ) = (B — «) sind Tautologien. (<>-Regel)
4. Unter die Formel a — (3 darf mit der Tautologie (o« — ) — (=8 — —a) die Formel - — -«
geschrieben weden (Kontraposition)
5. Mit (A1) darf a(z/t) unter Vrza geschrieben werden, falls ¢ frei fiir x in « ist. (Ersetzungsregel)

6. Mit (A2) darf o — Va8 unter Vo (o — ) geschrieben werden, falls z ¢ Fr(a).

7. Mit der Tautologie (« — ) — ((8 = v) = (o — 7)) darf unter die Zeilen & — S und 5 — ~ die
Formel o — 7 geschrieben werden. (Kettenschluss)

8. Mit der Tautologie (o« — 8) — ((8 — a) — (a + () darf unter die Zeilen o« — 5 und 8 — « die
Formel « <+ 8 geschrieben werden.
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3 Formale Beweise

9. Unter die beiden Zeilen o — v und 8 — ~ darf die Formel (a V ) — ~ geschrieben werden, denn
(a—=7) = ((6—=7) = (aVp) — 7)) ist eine Tautologie. (Fallunterscheidung)

10. Mit den Tautologien a — (8 — (o A B8)) bzw. a — (8 — (o V 8)) diirfen unter die beiden Zeilen «, 8
die Formeln a A B und « V B erfiillt werden.

11. Mit den identitétslogischen Axiomen darf man ¢, = ¢; unter die Zeile t; = 9 schreiben und ¢; = t3
unter die beiden Zeilen t1 = t5 und to = t3. O
Bemerkung 3.7.

Seien R, ein Relationszeichen mit Stellenzahl A(i), f; ein Funktionszeichen mit Stellenzahl p(j) und
U1, e by DzW. t1,.., 1,5 sowie t,t' L-Terme. Dann gelten:

1. Unter t = t' darf R;(t1,...,t,...,tx4)) = Ri(t1,...,t', ..., tr(;)) geschrieben werden.
2. Unter t =t darf f;(t1,...,t,....,t.)) = fi(t1,....,t', ..., t,u(;)) geschrieben werden.

Wir zeigen nur die erste Behauptung. (E fiihren wir die Ersetzung von ¢ durch ¢ im ersten Argument
von R; durch. Gelte ¥ + (¢ = t'). Wir verliangern einen solchen Beweis um die folgenden Zeilen, wobei
T,Y, U2, ..., Ux(;) SO gewdhlt seien, dass sie in keinem der Terme ¢,t',ts, ..., t5(;) vorkommen.

Lt=t (Vor.)
2. =y — (Ri(x,us,ug,...) = Ri(y,ua,us,...)) (13)
3. Vo(z =y — (Ri(x,uz,us, ...) = R;(y,us,us,...))) v)
4. t =y — (Ri(t,ue,us,...) > Ri(y,us,us,...)) (5)
5. Vy(t =y — (Ri(t, uz,us,...) = Ri(y,ug, us,...))) V)
6. t =t — (R;i(t,u2,us,...) = R;(t',uz,us,...)) (5)
7. Vup(t =t — (Ri(t,ug,us,...) = Ri(t', uz,us, ...))) (v)
8. t =1t — (Ri(t, ta,us,...) = Ri(t',t2,us,...)) (5)
10. ¢t =t — (Ri(t, to, t3,...) = Ri(t', ta,t3,...)) (5)
11. Ri(t, to,t3,...) = Ri(t', 1o, ts,...) (MP)
Beispiel 3.8.

Wir formalisieren nun den Beweis von V(0 < zz) aus der ,,Axiomenmenge ¥ = {(1'),..., (5")} mit

L Vay(z <yVy <) (O1)
2. Vayz((z <y) = (z+2<y+2)) (02)
3. Vay(0<zA0<y)—=0<uzy) (03)
4. Vay(z+ (—z) =0A0+y =y) (04)
5. Va((—z)(—z) = zx) (

Die dabei benutzte Sprache L hat die Indexmengen I = {0} mit A(0) = 2, J = {0, 1,2} mit u(0) =
und (1) = pu(2) = 2 und K = {0}. Also ist Ry das einzige, zweistellige Relationszeichen, fiir das wir
statt Ro(z,y) schreiben = < y; unsere Funktionszeichen sind fy (einstellig) mit (—z) = fo(x) und f1, f2
(zweistellig) mit x +y = f1(z,y) und 2y = fo(x,y). Fiir die (einzige) Konstante ¢y schreiben wir 0. Unser
formale Beweis ist dann:

L Voy(z <yVy<z) (01)
2. Vy(zx <yVy<x) (3.6.5) auf (1.)
3.z<0VvO0<z (3.6.5) auf (2.)
4. Vx < ((0<zA0<y)— (0<zy)) (03)
5 Vy(0<zAn0<y) — (0<ay)) (3.6.5) auf (4.)
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3 Formale Beweise

6. 0<2zA0<y)— (0<L ) (3.6.5) auf (5.)
7.0<z—=(0<a2A0<x) (Tau.)
8. 0<z—=>0<uzx (3.6.7) auf (6.), (7.)
9. Veyz(z<y—z+2z<y-+2) (02)
10. Vyz(z <y —zx+2<y+2) (3.6.5) auf (9.)
11. Vz(z <0—>z+2<0+2) (3.6.5) auf (10.)
12. 2<0 =z 4+ (—2) <0+ (—x)) (3.6.5) auf (9.)
13. Vay(z + (—2) =0A0+y =y) (04)
14. Yy(z + (—2) = 0A0+y =) (3.6.5) auf (13.)
15. 24+ (—2) =0A0+ (—x) = (—=x) (3.6.5) auf (14.)
16. x4+ (—z) = (3.6.1) auf (15.)
17 24+ (—2) <0+ (—2) = 0< 0+ (—x) (3.7.1) auf (16.)
18. 2<0—-0<0+(—x) (3.6.7) auf (12.), (17.)
19. 0+ (—2) = (—a) (3.6.1) auf (15.)
20. (0<0+ (=) — (0 < (—x)) (3.7.1) auf (19.)
2. 2 <0—=>0< (—x) (3.6.7) auf (18.), (20.)
22. V(0 <2 — 0 < zx) (V) auf (8.)
23. 0< (—2) = 0 < (—2)(—x) (3.6.5) auf (22.)
24. Vo ((—z)(—x) = zx) (05)
25. (—x)(—x) =ax (3.6.5) auf (24.)
26. 0 < (—z)(—z) > 0<ax (3.7.1) auf (25.)
27. 0 < (—z) - 0 < zzx (3.6.7) auf (23.), (24.)
28. 2 <0—=>0<azx (3.6.7) auf (21.), (27.)
29. (x<0VO0<z)—=0<ax (3.6.9) auf (8.), (28.)
30. 0 < zzx (MP) auf (3.), (24.)
31. Va(0 < ax) (V) auf (30.)
Dieser Beweis geniigt nun den formalen Anforderungen. O
Lemma 3.9.
Seien ¢, € Fml(L), ¥ C Fml(L) und 2 € Vbl. Dann gelten
1. ¥F p <= X FVzop.
2. ZU{YtF p<= T U{Vay} I .
Beweis.
Beachte: ¢(z/z) und ¢ sind identisch; aukerdem ist x immer frei fir  in .
1. = :Ist ¢1,...,on, ¢ ein Beweis aus X, dann mit (V) auch @1, ..., pn, @, V.
< :Ist @1, ..., 0, Vzp ein Beweis aus X, dann mit (3.6.5) auch @1, ..., o, Ve, .
2. = :Ist..., ¢, ..., pein Beweis aus YU{¢}, dann ist mit (3.6.5) ..., V1), 9, ..., ¢ ein Beweis aus ZU{Vx}.
< :Ist ..., Vi), ..., @ ein Beweis aus X U {Vz}, so ist mit (V) ..., ¢, Vi), ..., ¢ einer aus LU {¢}. O
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4 Vollstandigkeit der Logik erster Stufe

Satz 3.10. (Deduktionstheorem)
Seien ¢ € Fml(L), ¢ € Aus(L) und ¥ C Fml(L). Dann gilt: YU {p} F ¢ = X F (¢ — ).

Beweis.

Wir zeigen per Induktion iiber n: Ist @1, ..., ¢, ein Beweis aus ¥ U {¢}, dann kann ¢ — ¢1,...,¢0 — @,
zu einem Beweis aus Y ergdnzt werden.

1. Induktionsanfang n = 1: Sei ¢ ein Beweis aus ¥ U {¢}. Zu zeigen: p — 1 ist zu einem Beweis aus ¥
ergénzbar.

a) Ist o7 ein logisches Axiom oder ¢; € 3, dann ist p1, 01 — (@ = ©1), — @1 ein Beweis aus 3.
b) Ist 1 = ¢, dann ist ¢ — ¢ ein Beweis aus X.

2. Induktionsschritt n — n+1: Sei @1, ..., Pn, Pn+1 ein Beweis aus XU{¢}. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es einen Beweis fiir ¢ — ¢1,...,0 = @, aus 2.

a) Ist ,11 ein logisches Axiom oder ¢, +1 € ¥, dann ergénze wie im Fall n = 1.
b) Ist ¢pt1 = @, dann ist p — ¢, 41 ein Beweis aus X.

¢) Ist ¢, 41 durch Modus Ponens entstanden, dann gibt es ¢, j < n mit ¢; : ¢; = @,41. Dann ist ein
Beweis aus ¥ gegeben durch

1. ..

a2

- = (i = Pnt1)

(0 = (pi = ont1)) = ((p = i) = (¢ = ny1))
(0 = @) = (¢ = nt1)

7.0 = Pnt1

> oo w o

d) Ist ¢,41 durch (V), angewandt auf ¢; (i < n), gewonnen, d.h. ¢, 41 : Ve, dann ist ein Beweis aus
> gegeben durch

1. ..

2. 0= @

3. ..

4. ¢ = on

5. Va(o = ¢;)

6. p = Vxp O

4. Vollstandigkeit der Logik erster Stufe

Definition 4.1.

Seien L eine formale Sprache und ¥ C Aus(L). ¥ heifit widerspruchsvoll, falls es ein a € Aus(L) gibt
mit ¥ F o und ¥ F —«. Andernfalls heifst ¥ widerspruchsfrei.

Bemerkung 4.2.

Y ist genau dann widerspruchsvoll, wenn es ein « € Aus(L) gibt mit ¥ F (o A —a). O
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4 Vollstandigkeit der Logik erster Stufe

Lemma 4.3.

¥ ist widerspruchsvoll <= ¥ I § fiir alle 8 € Fml(L).

Beweis.
1. Die Implikation <« ist trivial.

2. Zu =: Es gibt o € Aus(L) mit ... und ...~ Beweise aus ¥ und 8 € Fml(L). Dann ist auch

1.« (nach Vor.)
2. ~« (nach Vor.)
3. (e A —a) (A-Regel)
4. (aAN—a) = B (Tautologie)
5. 8 (Modus Ponens)
ein Beweis aus X, d.h. es gilt ¥ I g fiir alle Formeln 5 € Fml(L). O

Lemma 4.4.

Seien ¥ C Aus(L) und a € Aus(L). Dann gilt ¥ ¥ a <= ¥ U {—a} ist widerspruchsfrei.

Beweis.

1. Zu = Ist ¥ U {—a} widerspruchsvoll, dann gilt ¥ U {-a} F «, also sind folgende Zeilen ein Beweis
aus X:

1. ra—«a (Deduktionstheorem)
2. (o —a) =« (Tautologie
3.« (Modus Ponens
2. Zu <: Aus Z F a folgen X U {-a} F a und ¥ U {-a} = —«, d.h. U {-a} ist widerspruchsvoll. O

)
)

Lemma 4.5.

Seien LM € L3 mit 1M = 1@ JO = J@) und KOU{0} = K@), Weiter sei @1, ..., p, ein Beweis
in L® aus der Menge {1, ..., om} (m < n).

Kommt die Variable y in keinem der ¢; vor, dann ist ¢1(co/y), ..., m(co/y) ein Beweis in L(Y) aus
{e1(co/y), s om(co/y)}-

Beweis.
Wir fiihren eine Induktion iiber n.

1. Induktionsanfang: n = 1, dann (E m = 0. Dann ist ¢; ein logisches Axiom. Es kénnen folgende Fille
auftreten:

a) Ist ¢ eine Tautologie, dann ist auch i (co/y) eine Tautologie.
b) Ist ¢y ein identitétslogisches Axiom, dann ist 1(co/y) = ¢1.
c) Ist ¢q : Vap — ¢(xz/t) mit ¢ frei fir x in ¢, dann
e1(co/y) = VYap(co/y) = ¥(x/t)(co/y) = Vo (co/y) — Ve (co/y)(z/t).
t ist dabei auch frei fir = in ¥(co/y).

d) Der Fall ¢; : (Va(a — ) = (o — Vaf) mit = ¢ Fr(a) wird analog behandelt.

2. Induktionsschritt n — 1 — n: Sei ¢1(co/y), ..., Pn—1(co/y) ein Beweis aus {¢1(co/y), ..., pm(co/y)}, E
m < n. Dann gelten:
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4 Vollstandigkeit der Logik erster Stufe

a) Ist ¢, logisches Axiom, dann ist ¢, (co/y) logisches Axiom wie eben.

b) Haben wir ¢, durch Modus Ponens erhalten, dann gibt es 4,j < n mit ¢; : ¢; = ¢,, also
@j(co/y) = pi(co/y) = n(co/y), also erhalten wir ¢, (co/y) durch Modus Ponens.

¢) Haben wir ¢,, durch die (V)-Regel erhalten, dann gibt es ein i < n mit ¢, : Vaxp;. Dann ist auch
on(co/y) : Yrpi(co/y), also erhalten wir ¢, (co/y) durch die (V)-Regel. O

Satz 4.6.

Seien ¥ C Aus(L) und ¥ widerspruchsfrei. Dann gibt es eine Sprache L’ O L mit I' = I, J = J
und widerspruchsfreies ¥/ C Aus(L’) mit ¥ C ¥/ derart, dass zu jeder L’-Aussage dzp ein k € K'\K
existiert mit (Jzp — p(z/ci)) € X.

Beweis.

Betrachte die Sprach- Konstanten- und Axiomsystemerweiterung

L=LyC-CL,C---C|JLn=1,

neN
K=KyC--CK,C--C|JK,=K,
neN
D= C - C8 - C | =% C Aus(L),
neN

wobei Fml(L') = J{Fml(L,,) | n € N} und Aus(L’) = ([J{Aus(L,) | n € N}. Dann gilt: Mit 3,, wider-
spruchsfrei fiir alle n € N ist auch ¥’ widerspruchsfrei. Setze

Y =1 U{3zp = o(x/ck) | k € M, passend, Iz € Aus(L,_1)}.

Dabei ist M,, = K,,\K,_1 gleichméchtig wie {3z¢ | Jzp € Aus(L,_1)}. Angenommen, ¥, F (a A -aq).
Dann ¥, _1U{3z101 — @o1(x1/ck,)s -, 3TmPm — ©m(Tm/ck,, )} F (aA-a). Nach Induktionsannahme ist
Y —1 widerspruchsfrei. (E sei m so grof, dass alle Konstanten, in dem Beweis von (o A =) vorkommen,
schon unter den cg,, ..., cg,, vorkommen. Dann gilt ¥,_1 U {0o3,...,0m} F (61 = (a A —a)) nach dem
Deduktionstheorem, wobei wir setzen o; : Jx;0; — @i(zi/ck,) (1 < ¢ < m). Wir erhalen dann mit
der Tautologie (8 — (a A =a)) — —f mit einem y, das nicht in dem Beweis von —;(x1/c,) aus
Yn-1U{o2,...,0m} vorgekommen ist:

Yn_1U{og,...,om} F oy

En-1U {0z, om} = (B A —er (@1 /cr, )

Y1 U{og,yom} F Iz und X, U {09, ...om} F —p1 (21 /ck,)

Yno1U{og, . om} F 3z und £, U {02, ...,om} F (me1(x1/cr,)) (e, /Y))
Yn—1U{og,...,om} F Iz101 und 2,1 U {09, ...,om} F (me1(z1/y))

Yno1U{o2,.,om}t E Vy—ei(21/y)

Sn-1U{0o2, . ,om} B i (a1 /y)(y/x1)

Yn—1U{og,...,om} b —p1(z1/21)

Y1 U{og, . om} F oo

Y1 U{og, .y om} F V21001

Frreeiid

Setze 8 : w141, dann 3,1 U{0og,...,0m} F (BA-S), d.h. E,,_1 U{0o9,...,0,} ist widerspruchsvoll. Nach
m Schritten erhalten wir dann, dass bereits 3, _; widerspruchsvoll ist, ein Widerspruch. O

Bemerkung 4.7.
Wir haben bisher erreicht:

¥ =YC..C¥%,;1 € %, C..CY¥ = U >, widerspruchsfrei O
S~~~ —— N~ N
wir. wir. g% wir. \ne ,
S3zp—p(z/t)EL’
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4 Vollstandigkeit der Logik erster Stufe

Satz 4.8.

Zu ¥ C Aus(L) widerspruchsfrei gibt es ein maximales, widerspruchsfreies ¥* C Aus(L) mit ¥ C ¥*.

Beweis.

Sei M = {X# C Aus(L) | ¥ C %% widerspruchsfrei}. Dann ist C eine partielle Ordnung auf M.
Sei M’ C M eine Kette, d.h. 1,5y € M’ = ¥; C ¥y oder ¥y C ¥;. Dann ¥’ = [JX# € M, also
widerspruchsirei, denn gibe es @ € Aus(L) mit ¥’ F (aA—a), dann gébe es einen Beweis 01, ..., 0y, (@A—@)
in Y. Gelte B 07 € %q,...,0, € Xy, dann oy,...,0, € X,, da M’ Kette, im Widerspruch zu X%,
widerspruchsfrei. O

Satz 4.9.

Ist Fml(L’) abzihlbar, so lasst sich dieses X* effektiv gewinnen.

Beweis.

Seien (n)nen eine Abzéhlung aller Aussagen von L' und ¥ C Aus(L’) widerspruchsirei (insbesondere ¥

abzihlbar). Setze g = ¥ und X, 11 = X, falls ¥, U {p, } widerspruchsvoll ist, und ¥, 11 = %, U{¢n}

sonst. Dann ist ¥* = |J X,, widerspruchsfrei. Sei ¢ € Aus(L) mit ¥* U {¢} widerspruchsfrei, dann gibt
neN

es n € N mit ¢ = ¢, also ¥,, U {p,} widerspruchsfrei, d.h. ¥, U{p,} = E,41 C £*, also ¢ € X*. O

Satz 4.10.

3* ist deduktiv abgeschlossen, d.h. es gilt ¥* F ¢ <= ¢ € ¥*.

Beweis.

Die Richtung < ist trivial. Zu =: ¥* U {¢} ist widerspruchsfrei, denn angenommen, ¥* U {¢} F —¢,
dann ¥* F (¢ — —¢) nach Deduktionstheorem; mit der Tautologie (¢ — —¢) — —¢ und Modus Ponens
folgt dann X* F —p im Widerspruch zu ¥* widerspruchsfrei. Also mit Maximalitit ¥* U {¢} = ¥*, d.h.
= 0
Bemerkung 4.11.
Bezeichne CT die Menge der konstanten (d.h. variablenfreien) Terme in L’. Dann definiert

t~t =Skt ="
eine Aquivalenzrelation auf CT:
1. Esgiltt ~t,da X"t =t.
2. Ist ! ~t”, dann X* F ¢/ =¢”. Dann auch ¥* ¢/ = ¢, also t/ ~ ¢'.
3.Sindt~t und t/ ~t’,dann X*Ft =t und X* ¢ =t", alsoauch X* ¢t =¢t", d.h. t ~ t".
Wir setzen [t] = {¢/ |t ~t'} und A= {[t] | t € CT}. O

Definition 4.12.

1. Zu R;(v1,...,vz(;)) definieren wir auf AN eine Relation R; durch

Ri([tl}, ey [t)\(i)D — X'+ Ri(tl, ~-~7t/\(i))-

2. Zu fj(ty, ..., tue)) definieren wir eine Funktion F; : A9 — A durch

Filltals s tun)) = [fi (s s tuiy)]-
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5 Semantik erster Stufe

Bemerkung 4.13.

1. R; ist unabhéndig vom Vertreter: Seien t; ~ t},...,t\¢) ~ t')\(i). Ein Beweis fiir Ri(t1,...,t5¢;)) ldsst
sich dann zu einem Beweis fiir Ry (t1,...,15(;)) ergénzen via

Rl(tla"')t)\(i)) tl :tll Ri(t/latQa-'-yt)\(i)) t2 :t/2

2. Entsprechend ist auch F; vertreterunabhingig: Seien t1 ~ t},...,t,(;) ~ t;(j)' Wir zeigen, dass dann
>* fj(th "'7tﬂ(j)) = f](tll, ,tL(])) erfiillt ist.

Fi(te, o tuy = Filte, oty tr =17 filt,ta, o tugy) = fi(ttatug)) ta=ty .. O

Lemma 4.14.

¥* C Aus(L') sei maximal widerspruchsfrei und es gelte Iz — ¢(x/c) € E*. Dann gelten fiir alle
Aussagen «, 3,Vrp € Aus(L’) und alle konstanten Terme ¢ € CT:

1. "o € ¥ <= a ¢ X"
2. (aNp)eX <= aec¥* und g € T*.
3. Vap € B < p(x/t) € T*.

Beweis.
1.= Klar, da ¥* widerspruchsfrei ist.
< Wegen « ¢ ¥* gilt * ¥ o, d.h. £* U {—a} ist widerspruchsfrei. Maximalitdt = -« € X*.
2.= Wegen a A p € ¥* gilt ¥* F (e A ), dh. ¥* F « und ¥* + 5 und damit o € £* und 5 € ¥*.
< Ausa € ¥* und § € ¥* folgen ¥* F o und ¥* 8, d.h. ¥* F (e A 8) und somit (a A 8) € E*.

3.= Es gilt Vop € ¥*, d.h. ¥* F Vzp und somit ¥* F ¢(z/t) fiir alle t € CT, also ¢(z/t) € £* fiir alle
t e CT.

< Wegen Vap ¢ * ist nach (1) -Vap € ¥*. Es gilt Iz € T*:

¥ F =Vap (da —Vzp € ¥¥)
S (e — @) (Tautologie)
= X U{-pt—e
= ¥ U{Ve——p} Vo
= ¥ (Ve — Vap) (Deduktionstheorem)
= YR (=Vae = 2Vaop) (Kontraposition)
= Y (Vo — Jxp)
= ¥ Jz—p (Modus Ponens)
Also * F —¢(z/c) fiir ein gewisses ¢ € CT, d.h. ¢(z/c) ¢ ¥* nach (1). O

5. Semantik erster Stufe

Definition 5.1.

Seien L = (A, p, K) eine formale Sprache mit Relationszeichen R; (i € I), Funktionszeichen f; (j € J),
Konstanten ¢ (k€ K) und A # 0.

A= (4 (R ier; (F)je () ek

heifst dann eine mathematische L-Struktur, wobei RZA eine A(i)-stellige Relation auf A ist, f;“ eine
u(j)-stellige Funktion A*0) — A und c¢ft € Afiirallei € I,j € J k€ K.
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5 Semantik erster Stufe

Beispiel 5.2.
Der geordnete Korper der reellen Zahlen R = (R; <®; 48 R _R.oR 1®) mit [ = (<;+,-,—0,1). %

Definition 5.3.
Eine Belegung in A ist eine Abbildung A : Vbl — A.

Wir definieren rekursiv iiber den Termaufbau den Wert ¢[h] eines Terms ¢ bei der Belegung h in A:

vA[h) = h(v)
ci[h =cit

F s sty [R] = SR, s i [B)).-

Bemerkung 5.4.

1. Wir setzen

h(az) (v) = { h(v) f}.u" v #x,
a firv=ux

wobei @ € A und x € Vbl. Dann ist h(z) : Vbl — A wieder eine Belegung.

2. Gilt eine Formel ¢ bei einer Belegung h in A, dann setzen wir A = ¢[h].

3. Gilt o[h] nicht in A, so setzen wir A ¥ p[h]. O

Definition 5.5.

Wir definieren rekursiv die Giiltigkeit einer Formel ¢ bei einer Belegung h in A durch

AEti=t)n <= =t
AE Ri(t,ta@))l] = R{ (R t50[A])
AR (@)l = AFeh
Al @A) = Al ¢h] und A= ¢[h]
A (Vzp)[h) = A E olh(Z)] fir alle a € A.

Bemerkung 5.6.
Wir setzen A |= ¢, falls fiir alle Belegungen h gilt A = ¢[h].

Fiir unsere Abkiirzungen V, —, <+, 3 gelten damit:

AlE(avpln < Ak afh] oder A= §[h]
AE(@=pB)h <=  Akah]= AREphH
Ab(@o Bl < AFafile AR gH
A = (3z)[h] = A = ¢[h(3)] fiir ein a € A. O

Beispiel 5.7.
Sei h eine Belegung in R. Dann gilt:

R ': 31)0(’[]1 < v ANy < Uz)[h]
R E (v1 < vg Avg < v2)[h(2°)] fiir ein @ € R
R E (v1 < v9)[h(°)] und R = (vo < v2)[h(°)] fiir ein a € R

v1[R(20)] <® wo[h(2)] und vo[R(20)] <® vi[A(0)] fiir ein a € R
h(v1) <® a und a <® h(vy) fiir ein a € R O

1111
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5 Semantik erster Stufe

Lemma 5.8.
Seien A eine L-Struktur und h, h’ Belegungen in A.

1. Stimmen A’ und h” auf den Variablen von ¢ iiberein, dann gilt t4[h/] = tA[n"].

2. Stimmen A’ und h” auf den freien Variablen von ¢ tiberein, dann gilt A = ¢[h'] & A |= ¢[h].

Beweis.

1. Wir schlieen induktiv iiber den Termaufbau:

VA = W (v)
_ h"(v)
= vA[h"]

C? (W] = ¢y,
= ci'[n"]

it s tu)) AR = FRE R o 6 (D)
= [, ot )

= fi(t1, s tu(y))[R]

2. Wir schliefen unter Benutzung von (1) induktiv iiber den Formelaufbau:

Al (=[] t1[n'] = t2AlR)
ta 1] = t3'[n"]

Al (t = t2) ("]

A ': R’i(tlv ey t)\(l)) R;A(tf[h/]a ey t;\“(z) [h/])
R;A(tf‘ [hﬂ]v ) t:\4(i) [h”])

A Ri(ty, ... ta@)[h"]

A (=p)[W] AF o[h]
A ¥ plh"]

A= (=) [h"]

A (e np)H] Al @[] und A |= (1]
A= @[h"] und A = ¢ [h"]

A (e Ag)[h"]

A E (V)R] A E oW ()] fiir alle a € A
A E o[h"(2)] fiir alle a € A

Al (Vo)) O

LI A A A A A A AR A

Bemerkung 5.9.
1. Sei @ € Aus(L). Dann gilt A = a[h/] & A | ah”], also A = «afh] fir beliebige Belegung h.
2. Seien « € Aus(L) und h eine Belegung. Gilt A = alh], dann schreiben wir A = a. O
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5 Semantik erster Stufe

Satz 5.10.

Sei ¥ C ¥* C Aus(L) (X* maximal widerspruchsfrei) und A = (°T/_, (R:)icr, (Fj)jer, (7 )kek)-
Seien o € Aus(L) und h eine Belegung in A. Dann gilt o € £* <= A |= afh].

Beweis.

Wir schliefsen induktiv iiber den Formelaufbau: Gelte die Behauptung fiir «, 3.

<

S

A E Ri(t, - ta))[P] —
<~

<~

AE (k] =
<

<~

A (anp)h] =
<~

<~

A | (Vxa)[h] =
g

&

<~

<

Bemerkung 5.11.

t1'[h] = t3'[n]
ty =ty
t1 =1ty € >*

R;(t1, ...,t)\(i)) ex”

A ¥ alh]
a¢x”
(ma) e X7

A |= afh] und A = 5[h)
a€X und g e X*
(anB)ex”

A E afh(%)] fir alle a € A

A = afh(})] fir alle t € CT

A E a(z/t)[h] fir alle t € CT

a(z/t) € ¥* fir alle t € CT

Vea € ¥* O

Nach Definition ist R; = R, Fi = fJA und ¢y = ckA. Damit folgt, dass fiir alle ¢ € CT und alle Belegungen

hin A gilt t4[h] = ¢~, denn

Filte, s tugy) ] = SR

[h]) = (87, s ta)) = (5 (0, s b)) Y

Definition 5.12.

Sei ¥ C Aus(L). Dann heift A ein Modell von ¥ (A | ), falls A = o fiir alle 0 € X.

Bemerkung 5.13.

Gilt ¥ ¥ «, dann ist ¥ U {—a} widerspruchsfrei, d.h. es gibt ein A mit A = 8 fiir alle 8 € ¥ U {-a}.

Dann ist A ein Modell von ¥, in dem « nicht gilt.

O

Satz 5.14. (Gddelscher Vollstéandigkeitssatz)

Seien ¥ C Aus(L) und o € Aus(L) mit ¥ ¥ «. Dann gibt es eine L-Struktur A, die Modell von ¥ ist

und in der « nicht gilt.
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6 Axiomatisierung einiger mathematischer Theorien

Bemerkung 5.15.
Gilt v in jedem Modell A von ¥, dann ist o aus ¥ beweisbar: ¥ F a = X I «. %

Satz 5.16. (Korrektheitssatz)
Seien ¥ C Aus(L) und a € Aus(L) mit ¥ F a. Dann gilt « in jedem Modell von X.

Beweis.

Seien A ein Modell von ¥ und ¢, ..., ¢, ein Beweis aus X. Zu zeigen: A = ¢, per Induktion iiber n.
Zum Induktionsanfang n = 1:

1. Liegt ¢1 in X, dann nach Vor. A |= ¢.

2. Ist 1 Beispiel einer aussagenlogischen Tautologie a(Ay, ..., A,,), d.h. 1 : a(i)y, ..., ¥y,) mit L-Formeln
U1, ooy Y, S0 ist (A = Y1 [R], ..., A |= ¥ [h]) wahr fiir beliebige Belegung h, d.h. A = a(¢1, ..., ¥m)[h]
und damit A = ¢;.

3. Analog zeigt man A = ¢; fiir p; identitatslogisches Axiom.

4. Ist 1 von der Gestalt (Vz(a — 8)) — (o — V) mit © ¢ Fr(a), dann ist zu zeigen, dass fiir alle
Belegungen h in A aus A = (o — 8)[h(%)] fir alle a € A folgt, dass (A E a[h] = A | B[h(%)] fir
alle a € A). Seien also a € A und A = afh]. Dann A | afh(%)], da = ¢ Fr(a) und damit nach Vor.

Ak BIR()]-

5. Gilt o1 : Voo — a(x/t) mit t frei fiir  in o, dann gilt A = a[h(%)] mit a = tA[h], also A = a[h(?)]
fiir alle a € A.

Zum Induktionsschritt 1,...,n — 1 — n:
1. Gilt ¢, € %, dann A | ¢,, nach Vor.
2. Ist ¢, ein logisches Axiom, dann A = ¢,, analog wie fiir ¢;.

3. Ist ¢, durch Modus Ponens entstanden, dann gibt es 4, j < n mit ¢; : (¢; — ¢, ). Nach Induktions-
annahme gilt dann fiir jede Belegung h, dass A |= (¢; — ¢n)[h] und A |= ¢;[h], also auch A |= ¢,.

4. Ist ¢, durch die (V)-Regel entstanden, dann gibt es i < n mit ¢, : Vzy; und es gilt A |= ¢;[h] fiir alle
Belegungen h in A = A |= ¢;[h(2)] fir alle a € A = A |= Vayp;[h)]. O

Bemerkung 5.17.

Es gelten also:

1. YFp<= X o

2. ¥ C Aus(L) ist widerspruchsfrei <= ¥ besitzt ein Modell. O

Satz 5.18. (Endlichkeitssatz)
Y C Aus(L) besitzt ein Modell <= jede endliche Teilmenge von ¥ besitzt ein Modell.

Beweis.

“=” ist trivial. Zur “<”: Hitte ¥ kein Modell, dann wére ¥ widerspruchsvoll, d.h. es giibe o € Aus(L)
mit ¥ F (o A —a). Dann gébe es 01, ..., 0y, € B mit X' = {01, ...,0m} F (@ A—a), also A = ¥ und damit
A = (a A —a), ein Widerspruch. O

6. Axiomatisierung einiger mathematischer Theorien

Definition 6.1.
¥ C Aus(L) heifit vollsténdig, falls fiir alle a € Aus(L) gilt ¥ F a oder ¥ F —a.
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6 Axiomatisierung einiger mathematischer Theorien

Beispiel 6.2.
1. ¥* ist vollstdndig, denn X* ¥ o = ¥* F —a.

2. Seien L = (+,1) und ¥ die Menge der Gruppenaxiome. ¥ ist nicht vollstdndig, denn fiir die Aussage
a:Vaey(x -y =y-z) gilt ¥ o, da GL(2,R) nicht kommutativ, und ¥ ¥ -, da (R*,-) kommutativ.

3. Sei A eine L-Struktur. Dann ist ¥ = {a € Aus(L) | A = a} vollstdndig, denn A = a = ¥ F a und
A o= AE-a=XF -a. O

Bemerkung 6.3.
Sei A eine L-Struktur. Wir setzen Th(A) = {« € Aus(L) | A E «a}. O

Definition 6.4.

Y C Aus(L) heit deduktiv abgeschlossen, falls fiir alle a € Aus(L) gilt ¥ F a = a € X.
T C Aus(L) heilt eine L-Theorie, falls T widerspruchsfrei und deduktiv abgeschlossen ist.
Ded(X) = {a € Aus(L) | © + a} heift der deduktive Abschluss von X.

Bemerkung 6.5.
Ded(X) ist deduktiv abgeschlossen. O

Satz 6.6.
Sind ¥ C Aus(L) vollstiandig und A = ¥, dann ist Th(A) = Ded(X).

Beweis.
Klar ist: Th(.A) D Ded(X). Umgekehrt gilt a ¢ Ded(X) = X ¥. Wegen der Vollstédndigkeit folgt ¥ F —ay;
da A Modell ist, also A = —a = o ¢ Th(A). O

Definition 6.7.

Seien L eine formale Sprache und M eine nicht leere Klasse von L-Strukturen.

Wir nennen Th(M) = {a € Aus(L) | A |= a fiir alle A € M} die L-Theorie von M.
Y C Aus(L) heift ein Axiomensystem fiir Th(M), falls Th(M) = Ded(X).

Bemerkung 6.8.

Es gelten:

1. Th(M) ist widerspruchsfrei und deduktiv abgeschlossen.

2. Jede L-Theorie T ist L-Theorie der Klasse M = {A | A= T}. O

Definition 6.9.
Seien A eine L-Struktur und ¥ C Aus(L). Gilt Th(A) = Ded(X), dann heift ¥ eine vollstéindige

Axiomatisierung von A.

Beispiel 6.10.
1. Zu L = (<;+,-,—;0,1) betrachte R = (R; <®; +% B _R.0R 1®) Dann gilt Th(R) = Ded(Z(rcf)),
wobei X(rcf) die Menge der Axiome fiir reell abgeschlossene Korper bezeichnet.

2. Fir C gilt Th(C) = Ded(X(acf) U {char 0}), wobei X(acf) die Menge der Axiome fiir algebraisch
abgeschlossene Korper bezeichnet. %

Definition 6.11.
Mod(X) = {A | A ist L-Struktur und A = X} heift die Modellklasse von X.

WS 2007,/2008 18 Martin Gubisch



6 Axiomatisierung einiger mathematischer Theorien

Bemerkung 6.12.
Ist M = {A}, dann Th(M) = Th(A). O

Definition 6.13.
M C {A| Aist L-Struktur} heifit axiomatisierbar, falls M = Mod(X) fiir ein ¥ C Aus(L).

Beispiel 6.14.
Fiir die folgenden Strukturen A suchen wir ein ¥ C Aus(L) mit Ded(X) = Th(A).

1. A= (R,<®). Dann ist ¥p = (O, ..., O5) mit
01 : Va(—z < z);
Os: Vayz((z <yAy<z)—x<z);
Os: Vaylzx<yVaz=yVy<uz);
Oy Vaylz <y — Jz(x < zAz2<y));
Os: Vadyz(y <z Az < 2)

eine vollstindige Axiomatisierung von A. Modelle fiir ¥ sind z.B. (R, <®) und (Q, <©).
Dagegen sind (N, <) und (Z, <%) keine Modelle fiir ¥o.

2. A= (R,+% 0%). Dann ist ©¢ = {G1, ..., G4} U {G2, G | n € N} mit
Gyr: Vaeyz(z+y)+z=a+ (y+ 2);
Gy : Va(zx+0=1x);
Gs3: VaIy(z +y = 0);
Gy: Yoylx +y =y +x);
G?: Vz(nz =0 — z =0);
GE . VxIy(ny = x)
eine vollstdndige Axiomatisierung von A. GP wird als Torsionsfreiheit bezeichnet; Gy nennt man
Divisibilitét.

Modelle fiir 3¢ sind z.B. R und Q, degegen wieder nicht N oder Z.

3. Fiir A = (R, <® +R 0B) ist & = Lo UBg U {Vayz(z <y — =+ 2 < y + 2)} eine vollstindige
Axiomatisierung. G§ ist dabei {iberfliissig. Modelle sind wieder R und Q.

4. A = (R, <R,+R,-R,—R,OR,1R> wird durch das Axiomensystem der reell abgeschlossenen Koérper
Y(ref), gegeben durch
Ko: 0#1;

Ky Vayz(z+ (y+2) = (2 +y) + 2);
Ky : Va(z+0 = z);

K3 : Va(z+ (—x) =0);

Ky Vayz(z-(y-z) =z (y-2));
Ks: Va(z-1=ux);

Kg: Vedy(z =0V -y=1);

K7t Vay(z -y =y )

Kg: Vayz((z+y) - z2=z-2+y-2);

01 : Va(—z < z);

O Vayz((z <yAy <z) = x<2z);
Os: Vaylz <yVa=yVy<ax);
Oy : Vaylz <y — Jz(x < zAz<y));
Os: VaJyz(y <z Az < 2);

KO Voyz(z <y —x+2<y+2);

K Voy(0<azA0<y) = 0<x-y);

KB Vady(zx <0V =y?);

K& Voo 20, Fy(y? T + 29y -y + o2y -y + 30 = 0)

vollstandig axiomatisiert. Die Kommutativitdt der Addition ldsst sich dabei aus den Axiomen folgern.
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7 Vollstindigkeit von Axiomensystemen

5. A = (C,+%,-€ —C€ 0% 1%) wird durch das Axiomensystem der algebraisch abgeschlossenen Korper
Y(acf), bestehend aus den Kérperaxiomen Ky, ..., K zusammen mit

Yag, ...,an3z(x™ ™ 4+ ap - 2" + ...+ ap = 0) | n € N}
axiomatisiert.
Allerding ist X (acf) nicht vollstindig: X(acf) ¥ (z +x + 2 = 0) und X(acf) ¥ =(x + x + = = 0).
Aber A wird durch ¥(acf) U {=x, | p prim} vollstéindig axiomatisiert, wobei x,, : Va(3_7_; « = 0).
Ebenso ist X(acf) U {xp} fiir p prim eine vollstdndige Axiomatisierung von F,.

6. Fiir A= (N, +N N 0N 1N} ist das Peano-Axiomensystem Y p, gebeben durch

P Vz(z+1+#0);

Py: Vey(z+1=y+1) =z =y;

Ps: Vo(r+ 0= 2x);

Py: Vay(z+ (y+1) = (x+y)+1);

Ps: Vz(x-0=0);

Ps: Vey(z- (y+1) =z -y+x);

P, : (p(0) ANVzp(z+ 1)) = Vrp(z) (¢ € Fml(L))

eine Axiomatisierung. Diese ist aber nicht vollstdndig. %

7. Vollstindigkeit von Axiomensystemen

Definition 7.1.

Seien L eine Sprache und A;, As zwei L-Strukturen. A; und As heifien elementar dquivalent (in Zeichen:

A = Ag), fallsVa e Aus(L) - A Eas A E a.

Bemerkung 7.2.

1. = ist eine Aquivalenzrelation: A=A, A=Ay o Ay =A und A = Ay, Ay = A3 = A = As.

2. ¥ C Aus(L) ist vollstindig < VA1, A E X A = As.

3. A1 = Ay & Th(A;) = Th(Ay).

4. Gelten 3 = Th(A) und A’ X, dann A= A’. O

Definition 7.3.

Zwei Modelle A, B heifen isomorph (in Zeichen: A = B), wenn es eine Abbildung ® : A — B gibt, so
dass fiir alle R, f, ¢ gelten:

RA(al, R RB((I)(al), e, @(ap)); <I>(fA(a1, iy Q) = fB((I’(al), e, @(an)); (I)(C'A) =B,

Wir sagen, eine L-Struktur A lisst sich bis auf Isomorphie durch ein Axiomensystem Y kennzeichnen,
wenn fiir alle L-Strukturen A’ gilt A’ =¥ = A" = A

Bemerkung 7.4.
Es gilt: A1 &2 A; = A1 = As. O

Satz 7.5.

Seien A ein Modell von ¥ und A unendlich. Dann gibt es Modelle von ¥ von beliebig grofser Méchtigkeit.

Beweis.

Sei M eine Indexmenge mit M N K = (). Wir erweitern K um die Konstanten c¢,, (m € M) und definieren
damit Xpy =X U{cy # ¢, | v, 0 € M mit v # pu}. Dann hat jede endliche Teilmenge von ¥ ein Modell,
nach dem Endlichkeitssatz also auch X,,.

Denn: Fiir U {c,, # ¢, | 1 <i,j <n}ist A* = (A, ..., (¢} ) 1<i<n) mit ¢t # c;i fiir 4 # j ein Modell.O

vi i
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7 Vollstandigkeit von Axiomensystemen

Korollar 7.6.

Keine unendliche L-Struktur A ldsst sich durch ein Axiomensystem bis auf Isomorphie kennzeichnen.

Bemerkung 7.7. (Kardinalzahlen)

Wir betrachte 0,1,2,....,n,n + 1,...,w = Vg, Ny, ..., N, .... Dazu ordne die Abbildung card jeder Menge
eine Kardinalzahl zu. Es gelte card(A) = #A fiir endliche Mengen und card(N) = Xy (X ,Aleph®).

Ab jetzt betrachten wir nur noch unendliche Mengen. Es gelten:

1. card(M; U Ms) = max{card(M;), card(Ms)} = card(M; x Ms). Insbesondere card(M™) = card(M).
2. card(p(M)) > card(M). Zum Beispiel ist card(p(N)) = card(R) = 2% > N,.

3. 2% =R, (Spezielle Kontinuumshypothese).

4. 0 : My — My injektiv = card(M;) < card(Ms) bzw. o : My — My surjektiv = card(Ms) < card(My).
5. Setze M<¥ = {(ay,...,ay) | a; € M, n € N}. Dann card(M<*) = card(M).

6. Sei M = J;2, M; mit card(M;) < r, dann auch card(M) < k. O

Bemerkung 7.8.

1. Sei L = (A, pu, K) eine Sprache. Dann ist x = max{card(I), card(J), card(K), card(N)} die Kardina-
litdt dieser Sprache. Insbesondere gilt: Sind I, J, K endlich, dann ist k7, = N.

2. Es gilt card(Fml(L)) = card(Aus(L)) = card(Tm(L)) = card(L) = &r,. O

Satz 7.9.
Besitzt ¥ C Aus(L) ein Modell unendlicher Méchtigkeit, so auch jeder Méachtigkeit x > k..

Beweis.

Sei M eine Indexmenge der Kardinalitit x > xr,. Betrachte wieder Xy = EU{c, # ¢, |v,p € M, v # u}.
Betrachte L C Ly, C L%, und dazu das Termmodell A = {A, ..., (c;'),en} (wobei A = CT/ ~ mit

v

ty ~ty ety =ty € 5%, C Aus(Lyy)). 0: M — A, v ¢} ist injektiv, also x < card(A).

Es gilt card(Aus(Lys)) = kr,, = max(card(I),card(J),card(KUM),Ry) = max(rp,card(M)) = «. In
der Kette Lo C Ly C ... hat L; stets so viele zusétzliche Konstanten, wie L;_; Aussagen hat, also wegen
card(Lg) = k auch card(L;) = k. Damit ist card(Tm(L},)) = x = card(CT) und da die Abbildung
CT — A mit t — [t]~ surjektiv, folgt auch card(A) < &.

Insgesamt ergibt sich card(A) = k. Da A ein Modell von X%, ist, gilt auch A = 3. O

Korollar 7.10.

Zu jeder L-Struktur A unendlicher Méachtigkeit und jedem x > kp gibt es eine L-Struktur B mit
card(B) = k und B = A.

Beweis.
¥ = Th(A) besitzt ein Modell unendlicher Méchtigkeit, ndmlich A selber. Also existiert B = ¥ mit
card(B) = k, d.h. A= B. O

Satz 7.11. (Vaught-Test)

¥ C Aus(L) habe nur unendliche Modelle und es gebe eine Kardinalzahl x > K, so dass alle Modelle
von X der Kardinalitdt s isomorph sind. Dann ist 3 vollsténdig.

Beweis.

Wissen: ¥ ist vollstdndig < je zwei Modelle von ¥ sind elementar dquivalent und A, = Ay = Ay = As.
Hat X ein unendliches Modell, dann auch Modelle jeder Kardinalitit x > k.
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8 Logik zweiter Stufe

Setze (E X = Th(A), dann gilt A; =¥ = A; = A. Wir zeigen: A1, Ay E X = A; = As.

Es gibt Modelle A}, A5 von ¥ mit card(A}) = k = card(Aj) und A; = A}, Ay = A}. Dann folgt wegen
Al = Ay = A = A, dass Ay = As. O

Korollar 7.12.

Die Theorie X! der divisiblen, torsionsfreien, nicht trivialen, abelschen Gruppen ist vollstandig.

Beweis.

(G, +,0) ist unendlich und x;, = Rg. Gelte G1,Gs = X1, Wir suchen G, G, mit G; = G} = G} = Gs. Gelte
Gi E Th(G1) und G} = Th(Gs2). Wihle x > Rg.

Wir setzen wie iiblich ng =g+ g+..+g, —g=¢ mit g+ ¢ =0, Lg =g’ mit mg”’ =g (m eindeutig
wegen Torsionsfreiheit) und 2g = n(Zg). Dann werden Gi,G2 zu Q-Vektorrdumen mit Méchtigkeit
card(G1) = card(Gz) = k. Wir zeigen: G; = G2 (als Q-Vektorrdume); dann auch G; = G2 als Gruppen
und damit Gy = Gy. Wir zeigen: Ist B eine Q-Basis von G und s > Yy, dann gilt card(G) = card(B).

Sei dazu B = {b, | v € I, b, € G} eine Basis von G. Allgemein gilt card(U,c; M;) < max(card(J), o)
mit card(M;) < a fiir alle j € J und card({endliche Folgen von I}) = card([), also card(I) = k. O
Bemerkung 7.13.

Der Satz von Steinitz besagt, dass zwei algebraisch abgeschlossene Korper der gleichen Charakteristik
und gleicher, {iberabzéhlbarer Kardinalitdt isomorph sind. %

Korollar 7.14.

Die Theorie X2 der algebraisch abgeschlossenen Korper von Charakteristik 0 ist vollstéindig.

Beweis.

Folgt mit dem Vaught-Test direkt aus dem Satz von Steinitz. O

Korollar 7.15.

Die Theorie ¥? der dichten, linearen Ordnungen ohne Endpunkte ist vollstéindig.

Beweis.

Seien A = (A, <) und A" = (A’, <’} zwei dichte, lineare Ordnungen ohne Extrema. Auferdem seien A, A’
abzdhlbar, (b,)nen eine Abzahlung von A und (b,),en eine Abzdhlung von A’. Mit Hilfe von Cantors
,Hin-und-Her-Verfahren“ definieren wir einen Isomorphismus ® von A nach A’ rekursiv, indem wir neue
Abzéhlungen (a,)neny und (al,)nen so definieren, dass ®(a,) = a,, ordnungstreu ist.

Seien a,, und aj, fiir n < m bereits so konstruiert, dass (x) Vi,j <m: (a; < a; & aj < a}). Ist m gerade,
dass sei a,, dasjenige b,, mit minimalem Index, das nicht in der Menge {ay, ..., a;m—1} liegt. Da A’ dichte
Ordnung ohne Extrema, lasst sich dazu a/, € A" so wihlen, dass () auch fiir alle ¢, j < m erfiillt ist.

Ist m dagegen ungerade, dann sei analog zu eben a/,, dasjenige b/, mit minimalen Index, das nicht in der
Menge {ay, ..., al,_, } liegt. Dann lésst sich a,, € A so wéhlen, dass (*) fiir alle 4, j < m erfiillt ist. g
Bemerkung 7.16.

Fiir ® : A — B ein Isomorphismus, ¢ € Fml(L) und h : Vbl = A gilt: A = ¢[h] & B = ¢[® o h]. O

8. Logik zweiter Stufe

Aus dem Satz von Hoélder, der besagt, dass sich jeder archimedisch angeordnete Koérper ordnungstreu in
R einbetten ldsst, kann man sofort folgern, dass jeder Dedekind-vollstdndige, angeordnete Korper zu R
isomorph ist.
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9 Entscheidbarkeit und Erzeugbarkeit

In der formalen Sprache Erster Stufe lisst sich die Dedekind-Vollsténdigkeit allerdings nicht formulieren:
In einer Struktur A = (A4, ...) bezieht sich Vz stets auf Elemente von A. Wir fiihren daher neue Variablen
X,Y, ... ein, so dass sich VX auf Teilmengen von A bezieht.

Unsere Objektsprache wird jetzt erweitert zur sog. Monadischen Zweiten Stufe:
1. neue Variablen: XY, ...;
2. neues Relationszeichen: €;

3. neue Primformeln: teX. O

Satz 8.1.
Die Klasse der Dedekind-vollstandigen Korper ist in der Zweiten Stufe axiomatisierbar.

Speziell gilt fiir K = (K, +, —,,0,1,<): K £ ¥p = K = R.

Beweis. Wir geben das Axiomensystem X p explizit an: Xp besteht aus der Menge der Axiome fir
angeordnete Korper (Erste Stufe) zusammen mit der folgenden Aussage Zweiter Stufe:

VXY (Vay(((zeX AyeY) = & < y) A Fz(zeX) A Jz(yeY)) — AeVay((xeX AyeY) = (e < z2A 2 <y))).O

Satz 8.2.

Der Beweisbegriff der Ersten Stufe ldsst sich nicht auf die Zweite Stufe iibertragen.

Beweis.

Angenommen, es giibe einen (vollstindigen) Beweisbarkeitsbegriff -2 fiir L? wie in der Ersten Stufe, d.h.
Y 2 a wiirde genau dann gelten, wenn es ein endliches II C ¥ gébe mit II F2 «. Dann wiirde auch in
der Zweiten Stufe der Endlichkeitssatz gelten, d.h. mit jedem endlichen Modell IT C ¥ hétte stets auch
3} ein Modell.

Setze ¥’ = Xp U{c, # ¢, | v # p} D II endlich, dann hétte II C Xp U {cy, # cpys ooy €y 7 Cu b €00
Modell, zum Beispiel (R, ...). Nach dem Endlichkeitssatz hitte dann auch ¥’ ein Modell (K, <) = R mit
card(K) > k > card(R), ein Widerspruch. O

9. Entscheidbarkeit und Erzeugbarkeit

Gegeben seien ein endliches Alphabet A = {a1,...,a,} und das leere Zeichen ag.

Unter einer Turing-Maschine iiber A verstehen wir ein nach beiden Seiten endloses Band aus disktreten
Feldern - -- 00000000 - - zusammen mit einem Arbeitskopf und einer Programmtafel.

Die Felder des Bandes sind entweder leer (d.h. das leere Zeichen aq befindet sich darauf) oder mit genau
einem Zeichen a aus A bedruckt. Der Arbeitskopf steht in jedem Arbeitsschritt iiber genau einem Feld,
dem Arbeitsfeld, dieses Bandes und hat die folgenden (endlich vielen) Arbeitsschrittméglichkeiten:

1. a: Beschriften des Arbeitsfeldes mit a (wobei a aus AU {ap});
2. r: ein Feld nach rechts Gehen;

3. 1: ein Feld nach links Gehen;

4. s: Stoppen.

Die Programmtafel ist eine endliche Folge von Zeichen der Gestalt z a b 2/, wobei a ein Element aus A
ist, b eine der Arbeitsschrittmoglichkeiten des Kopfes und z, 2z’ Elemente einer endlichen Zustandsmenge
Z = (21, ..., 2m) sind; diese kénnen zum Beispiel durch die Ziffern 1, ..., m wiedergegeben werden.

Die Arbeitsweise der TURING-Machine ist durch die Programmtafel folgendermafen eindeutig festgelegt:
Befindet sich die Maschine im Zustand z und ist die Inschrift des Arbeitsfeldes a, so reagiert die TURING-
Maschine mit b und die Maschine geht in den Zustand 2’ {iber. Die endliche, vierspaltige Matrix, aus der
die Programmtafel besteht, legt also durch die Zuordnung (z,a) — (b, 2’) die Arbeitsweise der TURING-
Maschine eindeutig fest. Wir konnen die Maschine daher mit ihrer Programmtafel identifizieren.
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9 Entscheidbarkeit und Erzeugbarkeit

Beispiel 9.1.

Der Arbeitskopf unserer Maschine soll sich nach rechts bewegen und bei a1, spatestens aber nach fiinf
Schritten, stoppen (A = {ag,a1}).

Z1 a9 T 22 Z9 Ap ¥ Z3 Z3 ag ¥ 24 Z4 Qo T Zx
Z5 Qg S 21 Z1 a1 S 21 Z2 A1 S 21 zZ3 a1 S 21
Za Q1 S 21 Z5 a1 S 21 O

Definition 9.2.
Seien A = {ay,...,a,} ein Alphabet und W die Menge der endlichen Zeichenreihen.

M C W heifst entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine T gibt, die bei Eingabe von w € W nach
endlich vielen Schritten stoppt mit + oder —, je nachdem, ob w € M oder w ¢ M gilt.

M heifst erzeugbar, falls es eine Maschine T gibt, die alle Elemente w € M in irgend einer Reihenfolge
erzeugt.

Bemerkung 9.3.
1. W ist erzeugbar.

2. Ist M entscheidbar, dann ist M auch erzeugbar. Erzeuge ndmlich W und entscheide nach jedem Schritt,
ob + oder — gilt. Schopfe so alls w € W ab, die ein + liefern.

3. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. %

Lemma 9.4.

Sei A = {aq, ..., a, } das Alphabet einer Sprache L mit I, J, K endlich. Sei ¥ C Aus(L) erzeugbar. Dann
ist auch der deduktive Abschluss Ded(X) erzeugbar.

Beweis.

Sei o € Ded(X), d.h. es gibt einen formalen Beweis 1, ..., s —1, . Da alle formalen Beweise erzeugbar
sind, ist auch a erzeugbar. O

Satz 9.5.
Sei ¥ vollstdndig und erzeugbar. Dann ist Ded(X) entscheidbar.

Beweis.
Mit ¥ ist auch Ded(X) erzeugbar. Sei Ded(X) = {1, as,...}. Da X vollstindig, gibt es zu a € Ded(X)
ein m € N mit @ = a,;, oder —« = a, also ist Ded(X) entscheidbar. O

Bemerkung 9.6.

Eine Abbildung f : N® — N heiftt eine zahlentheoretische Funktion.

Ein solches f heifst Turing-berechenbar, falls es eine Turing-Maschine gibt, die f berechnet. O
Bemerkung 9.7. (Vorgriff)

Die Klasse T' der Turing-berechenbaren Funktionen ist die kleinste Klasse, die

1. ¢J, die nullstellige Funktion 0,

2. N, die Nachfolgerfunktion z +— = 4 1,

3. +, die Summenfunktion (z,y) — = + ¥,

4. -, die Produktfunktion (z,y) — zy und

5. | — |, die Betragsdifferenz (z,y) — |z — y|
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9 Entscheidbarkeit und Erzeugbarkeit

enthalt und abgeschlossen ist unter
6. Einsetzung: g m-stellig, fi1, ..., fm n-stellig, alle aus T' = g(f1, ..., fm) € T,

7. dem p-Operator im Normalfall: f (n + 1)-stellig aus T, h(z1,...,2,) = y mit y minimal, so dass
f(x1,.yxn,y) =0, dann h € T. %

Lemma 9.8.

Zu jeder Turing-berechenbaren, n-stelligen Funktion f : N — N gibt es eine Formel ¢(vy, ..., v,), so
dass y = f(x1,...,2n) © N o(vo/y,v1/21, ..., von/xpn) (y, 21, ..., Ty € N).

Beweis.
L) vy =0.
. N: v=wv+1.

.+ vy =01+ vs.

1

2

3

4. - vg =1 - Vs
5. | —|: (vo+v1 =wv2)V (vo +v2 =v1) (in N liefert dies eine eindeutige Zuordnung).
6.

Einsetzung: ¢g4, 1, ..., om seien gegeben. Setze

On UL, ey U (g (V0, V1 /U5 ooy U Ui ) A @, (V0 /UL, V1,5 oy U ) A oo A @, (V0 /Ui, U1 <y Up)).

7. p-Operator: Gegeben sei ¢y. Setze
on t@r(v0/0,01, ooy Un, Unt1/v0) AVur(pr(vo/0,v1, .., Uy U1 /u1) — Jug(ur = vo + u2)).

Dabei heift Jus(u; = vo + usz) nichts anderes, als dass vg < uy. O

Satz 9.9. (Erster Godelscher Unvollstandigkeitssatz)
Sei ¥ C Aus(L) mit N |= 3. Dann ist ¥ nicht vollstandig.

Beweis.

Wir zeigen, dass Th(N) unentscheidbar ist. Da ¥ nach Voraussetzung erzeugbar ist, kann ¥ dann nicht
vollstéandig sein.

Betrachte N' = (N, +,-,0,1, <). Wir nehmen an, dass Th(N) entscheidbar ist. Zu gegebenem Alphabet
{a1, ..., a,, } codieren wir jedes Wort e mit der zugehorigen Godel-Zahl [a]: ap, Gny...@p, > 271-3"2-.ppe.
Wir betrachten die Abbildung Th(N) — M = {[a] | @ € Th(N)} und dazu xs : N — N, gegeben durch
n +— 1 fiir n € M und n — 0 sonst. Nach Annahme ist xj,; entscheidbar. Also gibt es ein ¢ mit
N E ¢(1,[a]) © N E o fur alle A € Aus(L). Zu p € Fml(L) mit Fr(ep) C {vo} setze g([p]) =1
fir N E —¢([p]) und 2 fir N = ¢([p]). Dann ist g Turing-berechenbar. Erweitere g auf N und setze
g(m) = 0, falls m keine Godel-Zahl ist.

Es gibt Formel ¢(vg,v1) mit N = (1, [p]) < N = =p([p]) fir alle p € Fml(L) mit Fr(p) C {vo}. Speziell

)
fir po(vo) = ¥(1,v0) gilt dann N = po([p]) & N = —p([p]) fir alle p € Fml(L) mit Fr(p) C {vo}.
Insbesondere gilt dann N = po([po]) < N = —po([po]), ein Widerspruch (Antinomie des Liigners). O
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