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1 Kurventheorie

1.1 Regulir parametrisierte Kurven

DEFINITION 1.1

Sei k € N. Eine C"-Parametrisierung im R™ ist eine Funktion v € C¥(I,R™), wobei I = I(v) ein
Intervall. Das Bild «(I) heift die Spur von v; 4(t) heiftt der Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor
zur Stelle t € I. Die Parametrisierung v heifit requldr, falls 4(t) # 0 fiir alle ¢ € I.

BEISPIEL 1.2

Folgende Abbildungen v sind C*°-Parametrisierungen mit I(v) = R:

r cos(t) r cos(t)
vt — xo+tv (xg,v € R, Yo it — . (r > 0); 3t | rsin(t)
rsin(t) hi

Spur(71) ist eine Gerade durch zj in Richtung v; Spur(v2) der Kreisrand mit Radius » um 0 und Spur(ys)
eine ,Schraubenlinie* (,Helix**) mit Radius r und ,;Ganghéhe” h.

Die ,Neilsche Parabel“ y(t) := (t2,3) ist dagegen keine regulire Parametrisierung, da +(0) = 0.

g
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R L L L L L L L L L L L L L
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DEFINITION 1.3

Eine CF-Parametertransformation ist eine Bijektin ¢ : I — J zwischen Intervallen I,J C R derart,
dass ¢, ™! beides C*-Funktionen sind.

o heilst orientierungserhaltend, falls ¢ > 0 auf I, und orientierungsumkehrend, falls ¢ < 0 auf ¢.

KONVENTION 1.4

Ab jetzt seien alle Parametrisierungen regulir.

DEFINITION 1.5

Seien 71, v2 zwei C*-Parametrisierungen, dann setzen wir

1 ~72 & es gibt eine (orientierungserhaltende) C*-Parametertransformation
@ I(m1) = I(72) mit v1 =12 00.
Sowohl im allgemeinen als auch im orientierungserhaltenden Fall definiert ~ eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der C*-Parametrisierungen.

Die Aquivalenzklassen ' = [y] heifen (orientierte) C*-Kurven. v heift dann eine Parametrisierung
von I'. Wir sagen, I' wird von ~ erzeugt.

Wegen ~y; ~ 5 = Spur(y;) = Spur(y2) kénnen wir Spur([y]) := Spur(y) setzen.
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1 Kurventheorie 1.1 Reguldr parametrisierte Kurven

BEMERKUNG 1.6

Seien I'y = [y1], T2 = [72] Kurven mit Spur(T';) = Spur(T'z). Dann muss nicht gelten I'; = T's (& 1 ~ ¥2):
Beispielsweise erzeugen v; : [0,27] — R? und 7o : [0,47] — R? mit 1,72 : t = (cos(t),sin(t)) (ein- bzw.
zweifacher Durchlauf des Kreisrandes) verschiedene Kurven I'y, Ts.

DEFINITION 1.7

Sei T' eine C*-Kurve mit T' = [y]. Dann heift v eine Parametrisierung proportional zur Bogenlinge,
falls ||¥|| = konstant auf I(v), und Bogenlingenparametrisierung, falls ||| = 1 auf I(y).

SATZ 1.8

Sei ' = [4] eine C*-Kurve, dann gibt es eine orientierungserhaltende C*-Parametertransformation ¢
derart, dass 7 o ¢ eine Parametrisierung nach der Bogenlidnge ist.

BEWEIS
Wiéhle tg € I := I(y) und setze 9(s) = ftz |%(7)|| d7 (s € I). Dann ist ¢ € C*(I,R) mit ¢ = ||| > 0,
d.h. 9 ist streng monoton wachsend. Daher gibt es ¢ := =1 : J — I (J := (1)), ¢ € C*(J) und

1/}(;(75)) - |W(991(t))|| >0, 1y o) O = l17(# (@) (@)]| = 1. |

p(t) =

SaTz 1.9

Seien 7y, ,v2 Parametrisierungen einer C*-Kurve I' nach der Bogenlinge, dann gibt es ein ty € R derart,
dass fiir alle ¢t € I(y1) entweder v, (t) = v2(t + to) oder v1(t) = y2(to — t) gilt.

Ist ' orientiert, dann gilt v (t) = v2(t + to) fiir alle t € I ().

BEWEIS

Sei ¢ eine C¥-Parametertransformation mit v; = 5 o . Dann gilt

L= {151 = [2(e@)2 @O = [2(e@)llleE)] = [&()],
d.h. o(t) =t £t fiir ein tp € R und ¢(t) = tg + ¢, falls T' orientiert ist. |

DEFINITION 1.10

Sei I eine C'-Kurve mit Parametrisierung v : [a,b] — R™. Die Linge von I ist definiert als

L) = [ I3l ar

BEMERKUNG 1.11

L(T) ist wohldefiniert, d.h. invariant unter ~: Sei ¢ : [a, 5] — [a, b] eine Parametertransformation, dann
A . A . . Subst. b .
/ (v o) ()l dT:/ 1 (eIlle(r)| dr = / 1F()II dr.

BEMERKUNG 1.12
Sei Z = {tog, ..., tx} eine Zerlegung von [a,b], d.h. a =ty < t1 < ... < tr_1 < tx = b. Setzen wir

k
L(v,Z) =Y _|Iy(t:) = v(ti-)l|
=1

(Lange des Polygonzuges zwischen den Punkten ~(¢g), ..., y(tx)), so gilt
L(T) = sup{L(v, Z) | Z Zerlegung von [a,b]}.

Martin Gubisch 4 SS 2009



1 Kurventheorie 1.1 Reguldr parametrisierte Kurven

DEFINITION 1.13

Sei I' = [y] eine C2-Kurve. Definiere

q I (@), 5()) .
(1) 1= s () — Y(t),
! 1Y@ 1y (@)I[*
dann heift 3, : I(y) — R das Krimmungsvektorfeld von ~y und p := [3,] das Krimmungsvektorfeld

von I'.

BEMERKUNG 1.14

#r ist wohldefiniert: Sei ¢ eine Parametertransformation, dann gilt

(Yo r)(t) =3(p)@(t), (vor)(t) =4(p)(t)* +3((t)P(1).

Einsetzen und Ausrechnen liefert 2,0, = 3, 0 ¢, d.h. [0, = [52,].

SaTz 1.15

Sei I' = [y] eine C2-Kurve. Dann gelten:

(1) Vt € I(7) : 2(t) LA(t) (& (37(1),7(t)) = 0).

(2) Ist v eine Bogenldngenparametrisierung, dann i, = 4.

BEWEIS

Sei zunéchst v eine beliebige Parametrisierung von I', dann gilt fiir alle ¢ € I(v):

N LU oo aiyy _ GEA@) o oy
(4 (0, 7(1) = T G010 = =gy (10, 4(0) = 0.

Sei nun v eine Bogenldngenparametrisierung von T, d.h. ||¥|| = 1, dann gilt fiir ¢ € I(y):
d 2 . . . .
= — t t)) = 2(y(t t
SRR = TG, 5(0) = 26, 5(0),
also 52, (t) = 5(t) — (¥(1), ()7 (t) = 4(t). u

BEMERKUNG 1.16

Seien f,g € C*(I,R™) und s : R"® x R" das Standardskalarprodukt, d.h. s(z,y) := (z,9) (z,y € R").
Dann gilt:

vi e I: (7). (0) = {o0), F0) + (7). ()

Wegen s(z,y) = > x;y; ist ndmlich (Vs)(x,y) = (g), d.h.

i=1
U090 = Gt = (w9701 50.0) 0 = (4)) (1)) = . s+,

BEISPIEL 1.17

Seiy : R — R?, 5(t) := r(cos(t),sin(t)) (r > 0). Mit ¢(t) := L ist 0 := 7 0 ¢ eine Bogenléingenparametri-
sierung, d.h. fiir t € I(y) gilt

(1) = Zyopr (£) = (o 0 0 (1) = Fo(rt) = 5(rt) = — (Sm(t)> = —57(0).

BEMERKUNG 1.18

Seien 71,72 : I1 2 — R™ Cl-Parametrisierungen und ¢, 5 € I1 2 mit v (¢1) = Y2(t2). Dann gibt es genau
ein o € [—m, 7) mit
(11(t1), ¥2(t2))
[ (EOI] - A2 )1
a heiflt der Schnittwinkel von v; und o in (t1,t2).

cos(ar) =
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1.2 Ebene Kurven und deren Kriimmung

SPRECHWEISE 1.19

Ist v eine Parametrisierung im R?, so heifit v ebene Parametrisierung und T' := [y] eine ebene Kurve.

DEFINITION 1.20

Sei J : R? — R? gegeben durch J(x1,x3) := (—z2,71). Sei ' = [4] eine orientierte, ebene C!-Kurve.
Definiere fiir ¢ € I(7)

1
vy (t) = J(¥(t)),
! 3@
dann heifit 7, : I(y) — R? das positiv orientierte Einheitsnormalenfeld von v und vp := [,] das positiv

orientierte Einheitsnormalenfeld von T'.

BEMERKUNG 1.21

vr ist wohldefiniert: Sei ¢ eine Parametertransformation, dann gilt:

v el ®) | IGe@)e) gt JGle®)
o)) = 0@ = ThGe@e@l — @ il 0
also Uy, = Uy 0 ¢, d.h. [Fyo,] = [,].

Merke: Orientierung des Einheitsnormalenfeldes ,in Fahrtrichtung links®.

SATZ 1.22

Sei I' = [y] eine positiv orientierte, ebene C!-Kurve. Dann gilt fiir alle ¢t € I(7):

BEWEIS
Sei t € I(y) beliebig, dann gilt

o 1 N A2 () _
(U5 (1),7(t)) = [4(t )H< (5(t)), 7)) [15 ()| <( F1(t) ) ’ (72(t))> v .

DEFINITION 1.23

Sei I' = [y] eine orientierte, ebene C2-Kurve. Fiir ¢ € I(y) definiere

dann heifit s, die skalare Krimmung von v und s = [3y] die skalare Krimmung von T.

BEMERKUNG 1.24

»r ist wohldefiniert: Sei ¢ eine Parametertransformation, dann gilt

70 (t) = (Fyoi (1) o (1)) = (3 © @)(1), (Fy 0 9)(1)) = (3¢, 0 ) (1),

d.h. s2y0, = 22, 0 und damit [5¢,0,] = [52,].
2., zeigt bei ,Linkskurven® in, bei ,Rechtskurven“ entgegen des Einheitsnormalenfeldes.

Physikalisch: Nach dem Newtonschen Gesetz ,Kraft = Masse x Beschleunigung” misst s, (t) die (skalare
Grofe der) Kraft, die n6tig ist, um einen mit Geschwindigkeit ||%(¢)|| = 1 bewegten Einheitsmassepunkt
auf der nach der Bogenlénge parametrisierten Kurve I' = [y] zu halten.
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1 Kurventheorie 1.2 Ebene Kurven und deren Kriimmung

KOROLLAR 1.25

Sei I = [7] eine orientierte, ebene C2-Kurve. Dann gelten fiir alle ¢ € I(v):
(1) 34 (8) = b G0, 7, (1)

(2) 7,(t) = 56,(t)7 (1), insbesondere [s¢, ()] = ||3¢,(1)

BEISPIEL 1.26

(1) Die Parametrisierungen 71,72 : R — R? des Kreisrandes mit Radius r > 0,

n®=r (). ww=r(00)

sind unterschiedlich orientiert. Fiir die Einheitsnormalenfelder gelten

_ —sin 1 = 1
P (0) = T (o)) = =20, 7 =7 (°50) = ~n ().

(2) Betrachte fiir r > 0 die Parametrisierung v : R — R? mit

t .
y(t) =7 (COS‘E?)S;BI@)) (Lemniskate).
C - —sin(t) - - 1 sin2(t) — cos?(t)
Dann ist ’V(t) - (COSQ(t) — sinz(t))7 d.h. VV(t) - \/(0032(t)—sinQ(t))Q-i-sin?(t) ( —sin(t) )
(3) Betrachte die Parametrisierung v : R — R? mit
. (tsin(¢)
(1) = (tcos(t)) )
o in(t) + tcos(t)\ g
Dann ist 4(t) = (zlc)rls((t)) T tcs?rslgtg) fiir alle t € R, d.h.
7 (1) = 1 (tsin(t) —cos(t))
) = m sin(t) + t cos(t)

(4) Seien u € C?(I,R) und v, (t) := (t,u(t)) die Graphenabbildung von u, d.h. Spur(vy,) = Graph(u).
Dann sind fiir ¢t € I

1

10=(utn): 0= (1) A0

N
:
=@
=
N

d.h.

. 1 () (t) .
i(t) _ 1 i(
T+ a2 /it e d

arctan(u(t)) gibt dabei den Winkel zwischen der t-Achse und der Tangente an « im Punkt +(¢) an

arctan(a(t))).
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1 Kurventheorie 1.2 Ebene Kurven und deren Kriimmung

LEMMA 1.27 (Frenet-Gleichungen)

Fiir eine ebene C2-Parametrisierung + gelten

d 4(1) . . d_ .
@ = HOlORE,  F50) == O(0).

BEWEIS

Zur ersten Gleichung: Differenzieren nach Quotientenregel ergibt

d 50 AOIROISOREGE 50 GOS0 oo,

dt [yl @112 RO @I
Zur zweiten Gleichung: Es gilt (7, 7) = 1, Differenzieren liefert also (7", 7) = 0. Also existiert @ € R mit
7' = a¥. Weiter ist (7, %) = 0; Differenzieren ergibt (¥, 7) + (¥,7") = 0, also a||[¥||? = — (¥, 7) = —||5]|?,
d.h. a = —s und damit 7' = —37. |

DEFINITION 1.28
Sei I = [4] eine ebene C*-Kurve. Ist tg € I(v) mit s,(tg) # 0, dann heift die Kurve A = [\] mit

A1) == ~(to) + i‘v(tO) n 1 (cos(t))

y(to) — [32(t0)] \sin(?)

der Krimmungskreis von v im Punkt tg.

BEMERKUNG 1.29

Sind ~ eine Bogenldngenparametrisierung von I' und ¢ eine Bogenldngenparametrisierung von A mit
a(te) = v(to) und o (tg) = Y(to), so gilt auch 5(tg) = (tp). In diesem Sinne ist der Kriimmungskreis der
einzige Kreis, der I' im Punkt ¢y von mindestens zweiter Ordnung bertihrt.

Wir sprechen dann vom Krimmungskreis von I' im Punkt ¢g.

BEMERKUNG 1.30

(1) Die skalare Kriimmung eines Kreises vom Radius r in Gegenuhrzeigerrichtung parametrisiert ist
n= %: Je kleiner der Radius, desto grofer die Kriimmung.

(2) Seien v eine Bogenlingenparametrisierung einer C2-Kurve I' = [y], to € I(v) mit »,(tg) # 0 und A
eine Bogenlidngenparametrisierung des Kriimmungskreises A = [A] in ¢y mit Radius r = r(¢p). Dann
ist |k (to)| = 2.

r

(3) Die Kurve E = [€,] der Kriimmungskreismittelpunkte wird parametrisiert durch

(t € I(v))-

Sie ist unabhéngig von der gewdhlten Parametrierung v und heifst Fvolute von I'. In unserem Fall ist
~ Bogenlangenparametrisierung, d.h.

€,(to) = v(to)

Martin Gubisch 8 SS 2009



1 Kurventheorie 1.3 Der Umlaufsatz

1.3 Der Umlaufsatz

Sarz 1.31
Sei v eine ebene C*-Parametrisierung (k > 2). Dann gibt es ein o, € C*1(I, R) mit

= () weron

Ist @&, eine weitere solche Funktion, dann gibt es ein [ € Z mit o, — &, = 2nl auf I(y), d.h. ¢, ist bis
auf ein Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt.

Jedes solche a, heifst ein Umlaufwinkel von +.

BEWEIS

Sei to € I(7y) beliebig und dazu ein a(ty) so gewdhlt, dass

Y(to)  _ <COS(a(t0))) _

sin(a(ty))

Dann ist a(ty) modulo 27Z eindeutig bestimmt. Definiere dazu

a(t) := alty) +/ #(M)|IF(n)]] dr | v(t) = ||Z(t)|\ - ((s:?;((g((:))o ' )

to

Dann sind v, o zwei C*~!'-Funktionen. Wir zeigen, dass v = 0 ist. Differenzieren ergibt

D G0N a(a(t))
O (”””(t)'(cos(a(t)))

= I (20 - =0 (o))
= ol (70 - (5G)
)

(t
t
_ os(a(t
= Al (70 - 7 (Satets))
Fiir t € I(v) definiere f(t) := »(t)||5(¢)|], dann v(¢) = f(t)J(v(t))

Identifiziere R? = C, d.h. (21, z2) < o1 +ixs, insbesondere J(z1, 1'2) = (—xq,x1) « i1 —x9 = i(x1+1iT2).
Wir erhalten 0(t) = if(¢t)v(t) und via Integration

w(t) = v(to) exp (z 5t dT) S0 L) =o. m

DEFINITION 1.32
Eine Kurve I" im R™ heifst geschlossen, wenn sie eine periodische Parametrisierung v : R — R"” besitzt.

T heifst einfach geschlossen, falls v zusétzlich injektiv ist auf einem (bzw. jedem) halboffenen Peri-
odenintervall, d.h. ist L > 0 die Periode von ~ (insbesondere L minimal gewihlt), dann ist v injektiv
auf jedem Intervall [to,to + L) (9 € R).

Seien I' = [7] eine geschlossene, ebene, orientierte C?-Kurve mit v von der Periode L(y) und «., ein

Umlaufwinkel von . Dann heifst

1

L(v) 1
X0 = o [ @I ar = oy (D60 - 0, 0) € 2 (%)

die Umlaufzahl von T'.
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BEMERKUNG 1.33

(1) Nach Satz 1.31 ist der letzte Term von (**) unabhéngig von der Wahl des Umlaufwinkels .

(2) Die Gleichheit in (#) ergibt sich aus der Wahl von o, in ().

(3) Da y L-periodisch, ist ¢?*(®) = cos(a(0)) + isin(a(0)) = cos(a(L)) + isin(a(L)) = ¢’ und damit
a(L) — a(0) € 27Z.

(4) Bleibt die Unabhéngigkeit von der Parametrisierung zu zeigen. Sei 7y, eine Bogenléngenparametrisie-
rung mit Periode Ly. Nach Satz 1.9 ist jede andere periodische Bogenldngenparametrisierung ~y; von
der Form 71 (t) = vo(t + to) fiir ein ¢y € R, also sy, () = 2, (t + to), d.h. ,x([v]) = x([n])*“

Sei nun L = L(v) und dazu L := f:+L |7(T)]] d7 (a € R). Fiir 9(t) := fot [17(7)|] d7 gilt dann

t t+L ~
WeR:wH4»=AHwﬂWh+[ ()] dr = () + L.

Fiir ¢ := ¢! ist 4 := 7 0 ¢ eine Bogenléngenparametrisierung mit o(t + L) = o(t) + L (t € R);
insbesondere hat 4 die Periode L und dies ist dann auch die Periode fiir jede andere Parametrisierung
nach der Bogenldnge. Weiter ist

/O“ () dr = /j er(r) dr

| el e el ar

0

L
= /%w(w(T))\lﬁ(so(T))W(T) dr

0
(L) '
sey ()| Y ()] dr

»(0)

L
/ ey (M3 dr,
0

also ist die Umlaufzahl unabhingig vom Vertreter ~.

(5) Die Umlaufzahl misst die Anzahl der Drehungen des Tangentialvektors bei einem Durchlauf.

BEISPIEL 1.34
Die ,Lemniskate” T" = [] mit
[ sin(t)
(1) = (sin(2t)> (t€R)
hat die Umlaufzahl x(T") = 0: T ist 2r-periodisch und es gilt y(t+m) = P(y(t)) mit P(x1,22) = (—x1, 22)
(dh. JP = —PJ) fiir alle (z1,22) € R% Damit sind #(t + 7) = P(3%(t)) und #(t + n) = —P(¥(t)), d.h.
#(t + m) = —(t). Damit ist

3

27 27
MD:A MﬂMmHM=—A %ﬁ+ﬂMh+ﬂHM=—/ ()3 dr = —x(T),

s

also x(I') = 0.

THEOREM 1.35 (Liftungslemma)
Seien M C R" sternformig bzgl. zo und e : M — S' := {x € R? | ||z|| = 1} eine stetige Funktion.
Dann existiert ein stetiges a : M — R mit

Vo€ M:e(z) = (COS(O‘(”))> = @),

sin(a(x))

a ist durch die Vorgabe a(zg) := aq eindeutig festgelegt.
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SaTz 1.36 (Umlaufsatz)

Sei T eine orientierte, ebene, einfach geschlossene C2-Kurve. Dann ist |x(I')| = 1.

BEWEIS

(1) Wéhle eine Bogenldngenparametrisierung -y von I' derart, dass v1(0) = max{v1(¢) | t € [0, L]}. Dann
ist 4(0) = +(0,1) und der Halbstrahl o : (0,00) — R?, o(s) := v(0) + s(1,0) (s > 0) enthélt keinen
weiteren Punkt von Spur(T).

(2) Sei M = {(t1,t2) € R? | 0 < t; <t < L}. Definiere e : M — S' durch

7(1&) t1 =t =1to
e(tl, tg) = _’7(0) (tlv t2) = (O’ L)
Y(t2)=y(t) oot

Ty E2) =yl
Dann ist e wohldefiniert und stetig. Nach dem Liftungslemma gibt es dann ein stetiges a : M — R
mit
ot = (el i)
Wegen e(¢,t) = 4(t) und ||¥|| = 1, folgt aus Satz 1.31, dass 27 - x(I') = a(L, L) — «(0,0).
l

(3) Es gibt ein I € Z, so dass fiir alle t € [0, L] gilt «(0,t) € (2,27 (I + )) denn andernfalls giibe es
nach dem Zwischenwertsatz wegen e(0,0) = —e(0, L) = 4(0) = £(1,0) ein s € (0, L] mit

V(s) — _ 1)
[lv(s) =~ (O)| ’
d.h. v(s) € Spur(o) im Widerspruch zu (1).

(4) Aus (3) und

2
o
o
—
o
®
S—
I
N\
o

o0 FEE 0.0) = 40) =T o5

00D FEC ) = —40) I =¥

und analog e e(0, =

folgt, dass a(0,L) — a(0,0) = £(2F — Z) = +r ist. Analog sieht man o(L,L) — a(0,L) = =7

(Wiederhole (3) mit a(t, L) statt «(0,¢)). Insgesamt erhalten wir also

™)

@

2 - x(T") = (L, L) — a(0,0) = (a(L, L) — (0, L)) + («(0, L) — (0,0)) = £2,

d.h. x(T') = +1. |

BEMERKUNG 1.37

Fiir eine einfach geschlossene, ebene Kurve I existiert eine natiirliche bzw. ,positive Orientierung: Seien
hierzu v eine L-periodische Parametrisierung und z¢ := max{y:(¢) | t € [0,L]}. Sei ¢y € [0,L) mit
7 (to) = mo. Dann ist 4(t9) = (0,A) fiir ein A € R\{0}. Ist dieses A > 0, so wéhle die Kurve [v],
andernfalls [y(—(+))]

Fiir eine solche natiirlich orientierte, einfach geschlossene Kurve T ist dann stets x(I") = +1.
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1.4 Konvexe Kurven

DEFINITION 1.38

Sei v eine ebene C'-Parametrisierung. Die Tangente von + im Punkt ¢ ist gegeben durch
G (1) = {4(t) + 57(1) | 5 € R}.
Diese Gerade berandet zwei abgeschlossene Halbebenen

HE () == {z € R* | & (z —~(t),%(1)) = 0}.

' = [y] heifit konvex, falls fiir alle t € I(y) gilt: Spur(I') € H (t) oder Spur(I') C H (t).

BEMERKUNG 1.39

Die Eigenschaft ,Konvexitat® ist wieder unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung -y.

LEMMA 1.40

Sei T eine ebene C!-Kurve. Genau dann ist I' konvex, wenn fiir eine (und damit jede) Parametrisierung
v von I entweder gilt Spur(T') € H.f (t) oder Spur(I') € H; (t) fiir alle ¢ € I(y).

BEWEIS

Sei I' = [v] konvex. Setze f : I x I — R, f(s,t) := (y(s) — (), 7#(t)). Wegen der Konvexitidt von T
gilt dann fiir jedes ¢t € I, dass f(-,t) > 0 oder f(-,t) < 0. Wir zeigen, dass sich die beiden Bedingungen
ausschliefen. Nehmen wir némlich an, dass t1,ts € I existieren mit f(-,¢1) < 0 und f(-,¢2) > 0, dann ist
eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Es ist t; = tg = to, dann f(+,t9) = 0, d.h. Spur(T") ist eine Gerade und die Behauptung gilt.
(2) (E t; < tg, dann setze M := {t S [tl,tg} | f(-,t) < 0} - [tl,tg].

M ist abgeschlossen, denn sei (t,)neny € MY mit t,, — ¢ € I, dann folgt aus der Stetigkeit von f, dass
0> f(s,tn) — f(s,t) (s € I), also t € M. Damit folgt t* :=sup M € M, d.h. f(-,t*) <0.

(a) Sei zunéchst t* = t9, dann f(-,*) = 0 und wir sind fertig, vgl. (1).

(b) Ist dagegen t* < t, dann wihle (7})ren € [t*, 2] mit 7, — t*. Da T’ konvex und 74 ¢ M, ist
f(,re) >0, also 0 < f(s,1%) — f(s,t*) (s € I), also f(-,t*) =0. [ |

KoOROLLAR 1.41

Sei I eine orientierte, konvexe C2-Kurve. Dann ist s < 0 oder s > 0.

BEWEIS

Sei v eine Bogenlédngenparametrisierung von I'. Nach Lemma 1.40 ist (E (y(s) — (), 7(t)) > 0 (s,t € R).
Der Satz von Taylor liefert ein n € [s,¢] mit

1(8) = 2(0) +3(0)(s ) + S35 — 0,

d.h. 0 < (y(s) = (1), 7(t)) = (35(n)(s — t)2, 7(t)) (da () LF(t) fiir alle ¢).

Damit 0 < (§(n), 7(t)) — (3(t), U(t)) = »(t), d.h. die skalare Kriimmung wird nie positiv. [ |

SATz 1.42
Sei T eine geschlossene, ebene, orientierte C?-Kurve mit |y(T')| = 1 und s«0 > 0 oder s < 0.

Dann ist T" konvex.

Martin Gubisch 12 SS 2009



1 Kurventheorie 1.4 Konvexe Kurven

BEWEIS
Sei (B sr > 0 und x(T') = 1. Sei v eine L-periodische Bogenldngenparametrisierung von T.

Angenommen, I" wére nicht konvex, d.h. es gébe ¢y € [0,L), so dass f : t — (y(t) — v(to), ¥(t9)) sein
Vorzeichen auf [0, L) wechselt. Dann gibt es t.,t* € [0, L)\{to} mit

f(t) = min f(t) <0=f(to) < f(t7) = max f(t).

0<t<L 0<t<L

Damit 0 = £(t%) = (5(t%), 7(to)) und 0 = f(t.) = (§(t.), 7(to)); wegen 4 (o) Lir(to) und [[3]] = 1 folgt
also §(to) = £7(t«) = £%(¢*) (mit unabhéngigen Vorzeichen).

Also gibt es 51,59 € {to,t.,t*} mit 51 < so und 4(s1) = ¥(s2); wegen ¥(t) = ') (o Umlaufwinkel von
) existiert k € Z mit a(s2) — a(s1) = 2rwk. Andererseits ist & = »(y) > 0, d.h. &k € Ny. Analog zeigt
man o(s; + L)a(sz) = 2nl fiir ein | € No.

Nach Voraussetzung ist

1= X(D) = 5-(als1 + L) — al51) = 5-((als1 + L) — a(s2)) + (a(s2) — als)).

Es gilt also entweder (k,1) = (1,0) oder (k,1) = (0,1).

Ist (B (k,1) = (0,1), dann a(s1) = a(s2) und & > 0, d.h. »(s) = a(s) = 0 fir alle s € [s1, s2]. Wegen
J(s) = #(s) = 0 folgt: ¥|}5, s,) ist ein Geradenstiick, d.h.

v(s) = v(s1) + (s — s1)F(s1) = v(s1) £ (s — s1)%¥ (o).
Damit gilt fiir alle s € [s1, s2]
F(s) = (v(s1) % (5 — s1)3(to) — 7 (t0), #(te)) "= (y(s1) = ko), (t0)) = f(s1)

Also ist f(s2) = f(s1) im Widerspruch zu f(t.) < f(to) < f(t*). [ |

BEISPIEL 1.43

25

| Fiir die ,,Pascalsche Schnecke“ I = [y] mit

ot = ( acos(t)? + beos(t) ) (teR)

a cos(t) sin(t) + bsin(t)

| ist 52 > 0, falls a > b.
Sie ist aber weder konvex noch einfach geschlossen.

R N S 7 Thre Umlaufzahl ist 2.

LEMMA 1.44
Sei I eine einfach geschlossene, konvexe C2-Kurve. Dann sind dquivalent:
(1) Spur(I') enthélt ein Geradenstiick;

(2) Fiir eine (und damit jede) Parametrisierung 7 der Periode L(7) gibt es 0 < t; < t3 < L(7y) und
A > 0 mit ’.}/(tl) = /\’}/(tg)

KOROLLAR 1.45
Seien I eine einfach geschlossene, konvexe C2-Kurve und G eine Gerade. Dann gelten:

(1) Schneidet G die Spur von I' in drei verschiedenen Punkten, so enthdlt G N Spur(I') ein
Geradenstiick.

(2) Schneidet G die Spur von I' in zwei verschiedenen Punkten tangential, so enthdlt Spur(T') ein
Geradenstiick.
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1.5 Der Vierscheitelsatz

DEFINITION 1.46

Sei 7 eine ebene C?-Parametrisierung. Wir sagen, dass v in t € I(7) einen Scheitelpunkt besitzt, falls
die Kriimmung sz, in ¢ ein relatives Extremum hat.

BEISPIEL 1.47

Sei 7 eine L-periodische, punktsymmetrische C?-Parametrisierung, d.h. = € Spur(y) < —z € Spur(y).
Dann hat v mindestens vier Scheitel in [0, L): Es gibt t,,t* € [0, L) mit s(t.) = min sr und »(t*) = max s
und wegen der Punktsymmetrie werden diese Extrema in den ,diagonal gegeniiber liegenden Punkten‘
noch einmal angenommen.

SATz 1.48 (Vierscheitelsatz)

Sei I eine konvexe, einfach geschlossene, ebene C3-Kurve. Dann besitzt jede periodische Parametrisie-
rung von I' mindestens vier Scheitel in jedem halboffenen Periodenintervall.

BEWEIS

Es sei v (E eine L-periodische Bogenldngenparametrisierung mit »(t9) = min s, 3(¢;) = max s fiir
to =0, t; € (0,L). (E seien diese strikte Extrema und (E stimme die Gerade G durch ~(0),y(¢1) mit der
x1-Achse liberein (Translationen und Drehungen erhalten die Kriimmung). Nach Korollar 1.45 kénnen
wir G N Spur(y) = {7(0),~(t1)} annehmen, sonst wére ein Geradenstiick in der Spur enthalten.

Angenommen, v hitte keine weiteren Scheitel. Dann wire 5 > 0, 3 % 0 auf (0,¢1) sowie s < 0 und
3¢ 2 0 auf (¢1,L). Nach Korollar 1.43 kann dann Spur(vy) nicht auf einer Seite von G liegen, also (E
~((0,t1)) oberhalb von G und ~((¢1, L)) unterhalb von G (sonst wende eine Drehung um 180° an). Daher
ist 372 > 0 und 75 # 0 auf (0,¢1) N (¢1, L) und somit

0 < /0 ' 32(t)ya(t) dt
L
- / (e(t)a(t)) — se(t)alt) dt

L

L
= )| - / (t)in(t) dt

0

L
= [ a
0

2. Fi t L
. gene / 17.2(t) dt
0
= B(L) — 5(0)
= O7

ein Widerspruch. Also hat v mindestens drei Scheitelpunkte in [0, L); da zwischen zwei Maxima (Minima)
mindestens noch ein Minimum (Maximum) liegen muss, folgt die Behauptung. ]
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1.6 Die isoperimetrische Ungleichung

DEFINITION 1.49
Sei I eine einfach geschlossene, ebene, orientierte C'-Kurve. Dann heift
1

L(v) L(v)
AT =5 [ detlarim) dr = 5 [ (a(inlr) — i) o

der orientierte Flicheninhalt von T.

BEMERKUNG 1.50

A(T") ist unabhéingig von von der Wahl der Parametrisierung +y.

BEISPIEL 1.51
Sei I = [v] der positiv orientierte Rand des Kreises mit Radius r > 0 und Zentrum z = (z1, z2), d.h.

y(t) = (zl N TCOS(“) (t €R).

x9 + 7sin(t)
Dann gilt fiir den orientierten Flicheninhalt A(T"):

A = %/0 ﬂ((xl + 7 cos(7))r cos(7) + (z2 + rsin(r))rsin(r)) dr
27 2 27
- x1 cos(T To Sin(7T ~ cos(7)? + sin(7)?) dr
= 5| reostn) +ansintr) + 5 [ (eos(r)? sin(r)?) d

= 7r?

Umlduft man den Kreis in entgegengesetzter Richtung (d.h. betrachtet man I := [y(—(-))]), so erhalt
man A(I") = —nr2.

SArz 1.52
Sei I' = [7] eine einfach geschlossene, ebene, orientierte C'-Kurve. Zu einer Zerlegung Z = {t¢, ..., tx }

von [0, L(v)] definiere |Z] := max t;—1 —t; (Feinheit von Z) und

k
> (o) (ra(ti) = v2(tio1)) = 2(tio) (7 (t:) = M (tim1)))-

i=1

Ay, Z) =

N | =

Dann gilt A(T") = |£\moA(% Z).

BEWEIS
Sei € > 0. Wihle ¢ := g mit M := [|¥]loo- Bezeichne mit F; die einzelnen Summanden
Fiv= (m(ti-1)(2(ts) — r2(ti-1)) —re(ti-z1)(n(t:) — n(ti-1))), (i=1,...k).

Beachte dazu: Der orientierte Fliacheninhalt des von den Punkten 0, (z1,y1), (22, y2) aufgespannten Drei-

ecks ist ) )
—det R det 12
2 Y1 Y2 2 Y1 Y2 — U1

Wende dies hier an auf die Punkte 0,~(¢;—1),7(¢;). Die F; haben die Darstellung

— Loat = ) — (o2 — 1),

%Fi = / (y1(ti1)y2(T) = y2(tiz1)1 (7)) dr.

ti—1
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Wegen |v;(ti—1) —v;(7)| < M|T —t;—1| < M(t; — ti—1) folgt fiir |Z] < 6, dass

2= [ (i) () () dr

IN

/ (v (tim1) =% (™)l Fe ()] +v2(ti-1) — 2(7)[ |1 (7)])
tii1 N—— N——
<M <M

< Mt —tiq)?
< M26(t; —tiq).

Aufsummieren ergibt [2A(y, Z) — 2A(T)| < e:

124(y, Z) — 2A(T |<ZM2 (ti —tii1) = M?6L(y) <e. m

WIEDERHOLUNG 1.53

Seien f,g: R — C stetig und 2m-periodisch. Definiere

~ 1 [2r
f(k) = 2—/ e M F(t) dt (kez) (der k-te ,Fourier-Koeffizient®).
T Jo

Dann gilt die ,,Parsevalsche Gleichung"
2 _ o0
Ist f € Ct, dann f'(k) = ik f(k) und damit

Z f elht "5 f@) glm. auf [0, 27].

k=—n

SaTz 1.54 (Isoperimetrische Ungleichung)

Sei I' = [7] eine einfach geschlossene, ebene, orientierte C!-Kurve der Periode L(vy). Dann gilt

|A(T)] < %Lénge(l")Q (Linge(T) := L(v[j0,L(1))-

Genau dann gilt Gleichheit, wenn I" ein Kreisrand ist.

BEWEIS
Identifiziere wieder R? 22 C.

Schritt 1: Sei zunéchst Lange(I') = 27 und + eine Bogenldngenparametrisierung (insbesondere ~y 27-
periodisch). Dann gilt

1 27 )
o= 5 noera
0
Parseval
Z Iy (k (*)
k=—o00
= 7Y FRK®P
k=—o0
Auferdem gilt wegen
F()v(r) = (1 + i) (1 — i)

(J171 + G272 + i(Fey1 — F172)),
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dass

(
Parseval W%<§: v (k) A(k)

= =~
—iky (k)
= S ) z'kﬁ(k)?)
= 7y kRK)P (#4),
k=—o
alsomr —AT) =7 > (K> —k)5(k)|> > 0.
k=—o00
Analog sieht man 7 + A(T) =7 > (k* + k)|7(k)]? > 0, d.h.
k=—oc0
2 . 2
AT < 7 = (2m) _ Lénge(T") .

47 47

Schritt 2: Es gilt |A(T)| = 7 < 7(k) = 0 fiir alle k£ ¢ {—1,0,1}. Also ist in dem Fall
() =5(0) +F(=1)e ™" +7(1)e",

dh. [F(=1)* = F(1)[?| = 1 nach (x) und [[F(=1)]* + [F(1)[?| = 1 nach ().

Also ist (|[5(=1)|, [7(1)]) = (0,1) oder (|5(=1)|,|7(1)]) = (1,0), d.h. T ein Kreis um 7(0).

Schritt 3: Im Allgemeinen betrachte die Kurve I := [§] mit

2

T Léinge(lﬂ)’y7

dann Lange(I') = 27 und
AT) = <27T<r)> A(T).

Lénge
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1.7 Raumkurven

SPRECHWEISE 1.55

Ist v eine Parametrisierung im R3, so heiftt I' := [y] eine Raumkurve.

LEMMA 1.56

Sei ~y eine regulire C2-Parametrisierung im R”. Dann gilt fiir alle ¢:

#y(t) # 0 < 4(t) und 4(¢) sind linear unabhéngig.

Diese Eigenschaft bleibt bei Umparametrisierung erhalten.

BEWEIS
(1) Sei zunéchst {%(¢),%(¢)} linear abhéngig, d.h. es gibt ein A € R mit A\¥(¢) = #4(¢). Dann ist

o GOAO), )
A= 1 T e 10 = A0 e p e R "

Wegen 5(t) L4(t) folgt 3(t) = 0.
(2) Ist 5#(t) = 0, dann sind wegen (*) 4(¢) und 4(t) linear abhéingig.

(3) Dies ist invariant unter einer Umparametrisierung ¢, da 3,0, = % 0 ¢.

DEFINITION 1.57

Eine C?-Raumkurve I heiflt Frenet- Raumkurve, falls fiir eine (und damit jede) Parametrisierung v von
T gilt: V¢ € I(y) : 4(t),5(t) sind linear unabhéngig.

Sei I = [] eine Frenet-Raumkurve. Definiere

N0

0= 1501 G0 =S =2 (e I)
y ¥
Dann heifit k, die skalare Krimmung von v und kp := [k,] die skalare Krimmung von T

7y heifft das Hauptnormalenfeld von v und #jr := [7},] das Hauptnormalenfeld von T

BEMERKUNG 1.58
(1) kr und 7 sind wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Parametrisierung ~.

(2) K berechnet sich durch die Formel

1 7T o ey Sa LS
Ky (t) = W\/Ilv(t)ll IF@I? = (¥(), ()2

(3) Sei 7 eine ebene Parametrisierung. Wir identifizieren R? mit R? x {0} C R®. Dann gelten k-, = |s,|
und 2, = s,y = Kyily, d.h. 77, = Hgﬁﬁw'
Die skalare Kriimmung s einer ebenen Kurve muss also nicht mit der skalaren Kriimmung x der
zugehorigen Raumkurve {ibereinstimmen!

WIEDERHOLUNG 1.59

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren d, b € R3 ist definiert als

. (12b2 — a3b2
axb:= a3b1 — CL1b3
(11[)2 — a2b1
Es gelten folgende Rechenregeln:
axb=—bxa; (@dxby=0=(bdxb).
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b eine Orthonormalbasis.

x b) = +1.

Sind @, b orthonormal, dann ist a@ b, X
Diese ist positiv orientiert, d.h. det(d, b, @

DEFINITION 1.60

Sei I = [] eine orientierte Frenet-Raumkurve. Definiere fiir ¢ € I(7)

oA L
ty(t) := — , by () := () X 775 (¢).
! @l ! ! !
t_’,y heiRt das Tangenteneinheitsvektorfeld von ~ und ip := [t_’,y] das Tangenteneinheitsvektorfeld von T.
I;,y heiftt das Binormalenvektorfeld von v und I;F = [57] das Binormalenvektorfeld von T'.

BEMERKUNG 1.61

(1) ir und Z;p sind wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Parametrisierung -y.

(2) {t,, 7y, !_J’W} bildet eine Orthonormalbasis des R?, das begleitende Dreibein von 7.

LEMMA 1.62

Der Binormalenvektor gw einer orientierten Frenet-Raumkurve I' = [y] l4sst sich berechnen durch

L A
0= S0 ROIR

BEWEIS
Sei t € I(v), dann gilt

R ORNE0)
MO = THon < =0
50 x1< 5(0) <w<tm<t>w<t>>
ROl ™ =@ \FOE ~ ROIE
1 1
= TROF A @ * 30 n

DEFINITION 1.63
Sei T' = [y] eine C3-Frenet-Raumkurve. Definiere fiir ¢ € I(7)

det(¥(t), §(t), V()
iy (0?17 (D)]1°

Ty heifst die Torsion (Windung) von ~v und mr := [r,] die Torsion (Windung) von T.

Ty (t) =

BEMERKUNG 1.64

7r ist wohldefiniert: Seien ¢ eine Parametertransformation, s € I(y), t = ¢(s). Dann gilt:

o) = @()A(t);
5t) = (p()2H() + <>v<t>;
FH) = (9()¥T (1) +30(s)B(s)3 (1) + B(s)H(8).
Durch geschickte Zeilenadditionen erhalten wir
det(o(t), 5(1), & (1)) ““L7 % det(@(s)4(1), 3()3(E), ()3 (£)) = $(s)° det(3(£), 5(1), 7 (1))

Weiter ist ||6(¢)[|® = &(s)8]|7(£)]|%, wegen Ky (s) = Ky (t) also Ty (s) = 7 (), d.h. Tyop = T 0 .
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LEMMA 1.65

Ist vy eine Bogenlingenparametrisierung der C3-Frenet-Raumkurve T, so gilt fiir alle ¢ € I(v):

—

(1) = (715(2), b, (1))

BEWEIS
Wegen Z(t) = 4(t) und w(t) = [[5(t)]| (t € I(~)) ist

s @I @) - 10T
TO=wEon - FO |
d.h. es gilt
o 5N (1) = MO0 1 40 x4
A < [Eell O BOIP >
- V) G0 0H 10400
HOT~— ROP &
1 ... .
= %W(t)m(t)—v(m
— et (T30, 0)
= 0. 700, 7 (0) .

BEISPIEL 1.66

Eine Bogenlidngenparametrisierung der Helix mit Radius r > 0 und Ganghohe 27« (a > 0) ist

r cos(ft) 1

Wir zeigen, dass die Helix konstante Kriimmung und konstante Tosion hat:

F(t) = (—rgsin(ft),rBcos(ft),aB);
() = (—rBsin(Bt), —rp? cos(ft),0);
K(t) = |'|'*?(t)|| =rp%

i) = 2 (—cos(at), ~sin(31),0);

K(t)

b(t) = ’7<t) X ﬁ(t) = (O‘ﬁ Sil’l(ﬁt), —af COS(ﬁt>7 ﬁ’l‘);
7'(t) = (Bsin(Bt), —Bcos(Bt),0);

T(t) = (7(1),b(t) = ap.

Satz 1.67 (Frenet-Gleichungen)

Seien I eine C3-Frenet-Raumkurve, 7 eine Bogenlingenparametrisierung von I'. Dann gelten:

d g — d N - g d g —
@tv = KyTly, b~ —Fnyty + Tyby, abv = Ty

BEWEIS

Da ~ Bogenlingenparametrisierung, ist t = %, d.h. £ = % = % = &1
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Weiter gelten die Gleichungen

0 = SI0IE =20 @A) (@b L)
=1
0 = % (708, 5(1)) = (7°(£), A1) + (77(t),5(t))
—
=0 =x(t)

Da {t,,1,, b} Orthonormalbasis des R3, gilt nach Fourier
d

@) = (@), 1)) + {7°(1), 7)) () + {7 (D), b(t))b(t)
=0 =7(t)

= —r()3(t) + T()b(1).

She) = SO0 <)

[
ﬁ

SATZ 1.68

Sei I' eine C3-Frenet-Raumkurve. Dann gilt: T ist eben < T ist torsionsfrei.

BEWEIS
Seien v eine Bogenldngenparametrisierung von I' und ¢y € I(7).

=: Sei " eben. Dann gibt es einen Einheitsvektor v € R3, so dass fiir alle t € I(v) gilt:
<7(t) - ’.Y(t())av> =0= <’V(t)7’U> = <P)/(t)7v> =0= <J?(t),’l)> =0.
Wegen 32(t) = »(t)7(t) und s > 0 folgt

b(t) = () x 4(t) = +v = konstant,

#(t)

d.h. |7(t)] = ||[7@®)F@)|| = ||b°(t)|| = 0, d.h. T torsionsfrei.
<: Sei I torsionsfrei, d.h. 7 = 0. Dann b = 0, d.h. b=vec R3, d.h.

vtel(y): %(7(15) —to),0) = (FOB(1)) =0 = (y(t) = 7(to), v) = (¥(to) = 7(to),v) =0,

d.h. Spur(T) C ~(to) + span{v}. ]
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1.8 Der Hauptsatz der Raumkurventheorie

WIEDERHOLUNG 1.69 (Satz von Picard-Lindelof)

Sei f = f(t,z) : [a,b] x R — R stetig und Lipschitz-stetig in = gleichméfig in ¢, d.h. es gibt L > 0 mit
Ve € [a,b], z,y e R:|f(t,x) — f(t,y)| < Lz —y|.

Dann existiert zu jedem (o, o) € [a,b] x R genau eine Losung von

{ o(t) = flt,z(t) te€lab]

z(to) = xo

Sarz 1.70 (Hauptsatz der Raumkurventheorie)

Seien I ein Intervall und I € Ny, 7 € C/(I), 0 < k < C'TL(1).

(1) Dann existiert eine C'*3-Parametrisierung v : I — R3 nach der Bogenlinge mit Ky = K und
Ty =T.

(2) Haben 71,72 : I — R? die Eigenschaften #, = x und 7, = 7, so gibt es 4 € SO(3) und z, € R?
mit Vt € I : y1(t) = Avya(t) + xo, d.h. bis auf Rotation und Translation ist die Kurve eindeutig
bestimmt.

BEWEIS

(1) Fiir v gilt nach den Frenet-Gleichungen

¥ 0 1 0 0\ /v v(to) 0
d t_' _ 0 0 K 0 E t_'(to) = 51
al7l 1o =« o | |7 7(to) = &
b 0 0 - 0/ \b b(to) e

Nach Picard-Lindelof existiert genau eine Losung (v, t, 7, l;) € C'. Es gelten sogar v € C"*3 und
teCH? ije b e C!*!. Wir zeigen, dass v die gewiinschten Eigenschaften hat.

SR = 2070, F(0) 2 2(fl0) wi(e)) = 20(F10),7(0):
SO = 20, 7(0)) 22 2((0), ~Tlt) + 7B(1)) = ~2n{(1), 7)) + 27 (5(1), 5(0)
SIBOIP = 2(50),5°(0)) 2 205(0), ~77(1)) = ~2r(5(0), 7(0):
SO0 = () 70) + E0), —wile) + 7)) = sl ~ DI + 7{7le),50)
~——
=£"(t) =17'(t)
SHDB0) = (), B0) + (), ) = w0, B6)) — (@), 700)
~—— ~——
i (t) =b'(t)
S0 B0) = (Tlh) + B, BO) + (7(0), —ri) = —w(Ee), B + B~ o]
=17'(t) =b'(t)
In Matrix-Vektor-Form
181> 0 0 0 2¢ 0 0 1)1 [1£(t0)|I? 1
Gl 0 0 0 -2« 0 27 7)1 17(to)[| 1
al o | _fo o o o o =2 || [E0) It | _ |1
d | @0.q0) | T s k000 | o) (ilto).7(t0)) | ~ | 0
({(0), 5(1)) 000 0 =1 0 & || ({e)b0) flto). b(to)) | |0
(7(),5(1) VAN ORO) (i(to), B(to)))  \O
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Man sieht leicht, dass (1,1,1,0,0,0)7 eine Losung dieses Anfangswertproblems ist, d.h. nach dem

Eindeutigkeitssatz:
£
7)1 \j
L@l _
VEETO) ey | =

—,

(£(2), b(1)

OO O ==

Damit ist {£(t), 7(t),b(t)} fiir alle Zeiten t € I(7) eine Orthonormalbasis. Weiter gelten:

(a) b(to) = t{to) x 7i(ty), also b = x i (andernfalls miisste b(t) = —&(t) x 7j(t) sein fiir ein ¢ > 0; ein
stetiger Vorzeichenwechsel ist aber nicht moglich, da die Vektoren normiert sind.).

(b) ~ ist eine Bogenlingenparametrisierung: Nach der Dgl. ist 4(t) = &(t), d.h. ||5(t)|| = [[t(#)|| = 1
fiir alle ¢.

(c) 7=}y und K = k., denn #(t) = £*(t) = if(t) (x > 0). Damit auch b = 57 wegen b = £ x 1.

(d) 7 = 7, denn nach der Dgl gilt

Ty = <77ng> = (=Kl + TI_)‘,Y’EQ = 7'(57,57) =T.

(2) Seien y; = v aus (1) und A € SO(3) mit

At_”m (tO) =é Aﬁw (tO) =& Ab’Yz (to) = €3.

Setze o(t) := A(y2(t) — 72(to)), dann

a(t) = A(5=2(1)) to(to) = o(to) =é
a(t) = A(5=()) To(to) = &
o (to) 0 bo (to) €1 X €y = €3

Damit ist o eine Losung der Dgl.; nach dem Eindeutigkeitssatz also o = ~, d.h.

Vi e I:~(t) = A7 y(t) + o (to). [

BEMERKUNG 1.71

SO(3), die ,spezielle Gruppe der orthogonalen Matrizen®, ist die Menge aller A € R3*3 mit det(4) = 1
und AT = A~1. Die Elemente von SO(3) beschreiben die Drehungen im R3.

BEISPIEL 1.72

Seien 71 (t) := (cos(t),sin(t)) und ~v2(t) := (cos(t), —sin(¢)). Dann s,, = +1, 2, = —1 und 2 = Ay
mit A := (§19). Wegen det(A4) = —1 ist A ¢ SO(2).

Aufgefasst als Raumkurve sind dagegen £, =1 = k4, und 7, =0 = 7, sowie

7 w10 0\ /4
o) =0 c1 oo (4l
0 0 0 -1 0

N— ————

=:A

mit det(A4) = +1 und AT = A=, d.h. A € SO(3).

KOROLLAR 1.73

Eine C3-Frenet-Raumkurve mit konstanter Kriimmung x > 0 und konstanter Torsion 7 geht durch
Verschiebung und Anwendung einer Abbildung aus SO(3) hervor aus einem Teil der Schraubenlinie

. K K . T
(t) = K2+ 72 cos(t), K2 + 72 sin(t), K2+ 72t '
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1.9 Der Satz von Fenchel

DEFINITION 1.74

Sei I eine C2-Kurve im R™ mit Parametrisierung v : [a, b] — R™.

b
ot (1) 1= / O @] dt

heiftt die Raumkrimmung von T .

Die Indikatriz einer C'-Parametrisierung v im R" ist die Abbildung

Yind : I(7) = S"7Y t = Yina(t) i= — =t.(t).
10 0= Hap = A0

BEMERKUNG 1.75

Kot (I') ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung.

LEMMA 1.76
Seien I' eine geschlossene Kurve im R™ und + eine L-periodische Parametrisierung. Dann gelten:

(1) Spur(vinq) ist in keiner offenen Hemisphire (d.h. Halbkugelschale ohne ,Aquator*) von S"~!
enthalten.

(2) Spur(7ing) ist genau dann in einer abgeschlossenen Hemisphire von S"~! enthalten, wenn
Spur(y) C {xo} + V fiir ein o € R™ und einen (n — 1)-dimensionalen Unterraum V C R™.

BEWEIS

(E sei v Parametrisierung nach der Bogenléinge mit Periode L. Nehmen wir an, dass Spur(vi,q) € S~ 1,
(E in der oberen Hemisphire, d.h. Spur(yinq) € S"~t N {z € R™ | z,, > 0}. Dann ist ¥, > 0 auf ganz
I(7). Wegen fOL An(t) dt = v (L) — v, (0) = 0 folgt dann, dass sogar 4, = 0. Damit sind (1) und ,=“ in
(2) gezeigt.

Sei nun Spur(y) C {xo} + V, dann gilt fiir v € S NV, dass (y(t),v) = const., d.h. {(¥(t),v) = 0
fiir alle ¢. Also ist Spur(yina) € S"~! N {v}+ = S"~1 NV, insbesondere also in einer abgeschlossenen
Hemisphére enthalten. |

LEMMA 1.77

Sei ~y eine L-periodische C!-Parametrisierung nach der Bogenlinge im R3 mit Spur(y) C S2.

Ist L < 27 (bzw. L = 27), so ist Spur(y) in einer offenen (abgeschlossenen) Hemisphére enthalten.

BEWEIS

Seien p':= v(0) und ¢ := y(%). (E (nach eventueller Drehung) seien 7, N € {z € §* | z, = 0}, wobei
N := (0,0,1) (der ,Nordpol“). Weiter gelte ||5 — N|| = ||§ — N||, d.h. 7 = (a,0,b) und ¢ = (—a,0,b)
fiir gew. a,b € R. (E sei 7([0,5]) N {z € S? | z3 = 0} # 0 (sonst ist nichts zu zeigen). Definiere
A:R? = R3, (21,79,73) — (=21, —2,23). Dann sind Ap'= ¢ und A7 = 7, d.h.

R B0 0<t<g
W"{Av(té) L<t<L

definiert eine L-periodische, stiickweise C!'-Kurve mit L(%]j0,z)) = L, [J] geschlossen und Spur (%) invariant
unter A, es gibt daher zwei Punkte 571, > € Spur(y) N {x € S? | 23 = 0} mit Ap} = Po.

Wir verwenden jetzt, dass die kiirzeste Verbindung zweier diagonal gegeniiber liegender Punkte die Lange
7 hat. Da (o 1] sich zusammensetzt aus der Verbindung von p; und p> und der von p; nach ps, folgt

L = L(Alp,r)) > 7™+ m = 2w, wobei ,,=* nur gilt, wenn Spur(7) auf einem Grofkreis liegt. Dann liegt
Spur(7y) aber auf dem selben Grofskreis, d.h. Rand einer Hemisphiére. |

Martin Gubisch 24 SS 2009



1 Kurventheorie 1.9 Der Satz von Fenchel

SaTz 1.78 (Fenchel)
Seien I' eine geschlossene C2-Frenet-Raumkurve und v eine L-periodische Parametrisierung von T'.

Dann ist kot > 27 und es gilt ,,=* genau dann, wenn I" eben, einfach geschlossen (und konvex) ist.

BEWEIS

(E sei v eine Bogenléngenparametrisierung. Nach Lemma 1.76 (1) ist Spur(4inq) nicht Teilmenge einer
offenen Hemisphére. Mit Lemma 1.77 folgt: L(%indl[0,z)) = 27, d.h.

L L L
27rs/0 \wmd(tmdt:/o |w<t)||dt=/0 iy (£) At = igor(T).

Dabei gilt ,,=* genau dann, wenn ~;,q ein einfach durchlaufener Groftkreis ist.

Also ist Spur(vinq) in einer abgeschlossenen Hemisphiire von S~ ! enthalten; mit Lemma 1.76 (2) folgt,
dass Spur(y) C {zo} + V fiir ein 29 € R” und einen 2-dimensionalen Unterraum V des R?.

Damit ist v eben und einfach geschlossen.

Fiir Frenet-Raumkurven gilt auerdem -, > 0, d.h. |s,| = K, > 0; nach Satz 1.42 ist I" also konvex. W
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1.10 Frenetkurven in hoheren Dimensionen

DEFINITION 1.79

gilt: {5(t),5(t), ...,y (¢)} ist linear unabhingig.

Eine C"~1-Kurve I' im R™ heiRt Frenetkurve, falls fiir eine Parametrisierung v von I' und alle ¢t € I(7)

BEMERKUNG 1.80

Nach Satz 1.54 ist diese Eigenschaft unabhéngig von der Parametrisierung ~.

SATZ 1.81

Sei I' = [4] eine Frenetkurve. Dann gibt es Funktionen €%, ...,éZ : I(7) — R™ mit:
(1 ) ecl( (v),R"), j=1,...n
( < ) - 61]7 7’ ] - 1 -1
(3) 7(])( {) € span(@ ot ) 5
(4
(5

W(t)) J—l ;n—1, t€I(y);
) die Basen (¥(t ), @) (t)) und (&% S (t ), ’_?y(t)) sind gleich orientiert, j = 1,...,n — 1;
) die Basis (€1 (%), ... ( )) ist posmv orientiert.

Die €, ...,e" sind durch (1)-(5) eindeutig bestimmt. (€1, ..., €2) heift begleitendes Dreibein.

Ist ¢ eine orientierungserhaltende Parametertransformation, so ist eﬂ,w = e,y op, j=1,...,n

BEWEIS (()rthonormalisierungsverfaln'en von Gram und Schmidt)

Definiere €l (t) := Hv(t)ll und & (t) := Hifig;H mit

e (t) = D(1) _ (Y1), (1))e, (t)

die Orthogonalprojektion auf den von {&2 (¢), ..., &' (t)} aufgespannten Unterraum. Dies liefert &2,

&y
Die letzte Funktion erhélt man als Losung von

{ (@),ry = 0 j=1,.,n—1
det(&(t),..,en"'(t),z) = 1

)

]

SaTz 1.82 (Frenet-Gleichungen)

Sei I' = [v] eine Frenetkurve im R™. Dann gelten:

n

@) = Z((a)'(t)va(t)>é*§(t), j=1.n

(1) = (@), @&)0), i,5=1,....n;

(@), @) = 0firfi—j>2.

BEWEIS
Zur ersten Gleichung: Dies folgt direkt aus der Basisdarstellung.

Zur zweiten Gleichung: Leite (€% (t), & (t)) = d;; ab:

0= (0.8

4
—
~
=
=
—~
~~

&) (), & () + (& (1), (&) ().
Zur dritten Gleichung: Wegen & (t) € span{¥(t), .. SYD()} gilt:

(éﬁ/)(t) € span{¥(t), ..., ¥ ()} = span{é’}y(t), s é%"‘%t)}.
Mit (2) folgt ,,=*
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DEFINITION 1.83

Sei I = [v] eine Frenetkurve im R™. Fiir j = 1,...,n — 1 heifit /@Z{ : I(y) — R mit

(&) @), e (1))

@)l

die j-te Krimmungsfunktion von v und ki := [HZ{] die j-te Kriimmungsfunktion von T.

KL (t) =

BEMERKUNG 1.84

n{; ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Parametrisierung v (j = 1,...,n — 1).

LEMMA 1.85

Seien T' = [7] eine Frenetkurve im R” und j € {1,...,n — 2}. Dann ist 7, > 0.

BEWEIS

Nach Konstruktion der ¢ existieren a;j, b;; mit a;; = % > 0 und
i
‘ S
7O = Y a0,
k=1

J
&) = Y b))
i=1
fiir alle ¢ € I(y). Damit ist

ROIFOI = (@)®),& )

ONB ,
=" byi(Oajr g (t) (@), (1))
—_— ———
> 0 =1 -
BEMERKUNG 1.86
Fiir Frenet-Raumkurven sind /<;,1Y = K, und /<;,2Y =7,
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2 Untermannigfaltigkeiten des R"

2.1 Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten

WIEDERHOLUNG 2.1

Seien X, Y Banachrdume, U C X offen und f: X — Y eine Abbildung. f heifst differenzierbar im Punkt
xg € U, falls ein A € £L(X,Y) und ein € > 0 existieren mit

[zl < €: flzo+2) = fzo) = Az + O(|[z]]),

d;h,
[1f (o +2) = f(zo) — Az llzll-0
|||
Wir schreiben f/(x0) := df(zo) := A und nennen f'(x¢) die Ableitung bzw. das Differenzial von f in x.
f heiftt stetig differenzierbar auf U C X (,f € CH(U,Y)“), wenn f fiir alle z¢ € U differenzierbar ist und
f' U — L(X,Y) stetig ist. Iterativ erhiilt man die Rdume C*(U.Y), k € N C {oo}. Die f € C®(U,Y)
heiflen glatte Funktionen.

Fiir X = R™ und Y = R" ist f € C¥(U,Y) genau dann, wenn f k-mal stetig partiell differenzierbar ist.
Das Differenzial df(zg) (xo € U) hat bzgl. der kanonischen Basen die Matrixdarstellung

O (wg) o 2 (o) o o

T =| | = (e g e
af af €T1 LTm
ﬁ'{(l‘o) W:L(xo)

mit f = (f1,..., fn)s fi,oo0 fu : U CR™ = R. Jf(x0) heillt die Jacobimatriz von f in xq.

DEFINITION 2.2

Seien m,n € N, m <n und M C R”. Dann heifft M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ falls zu jedem p € M offene V,WW C R" und ein C*°-Diffeomorphismus x : V' — W existieren mit
peVund x(VNM)=R™x{0}""™NW ={(z,0) e W | zeR™}

Jedes solche x (bzw. Tripel (x, V,W)) heift eine Karte von M und V N M ihr Kartengebiet.

Fiir m = n — 1 spricht man von Hyperfiichen des R™.

BEISPIEL 2.3
Offene Teilmengen des R™ sind n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

(2) Seien Q offen, u : Q@ C R™ — R" glatt = Graph(u) := {(z,u(z)) | € Q} ist eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™*",

Setze dazu V=W = QxR*und x : V — W, (z,y) — (z,u(x) —y). In dem Fall ist das Kartengebiet
x(V N M) die Projektion des Graphen auf das Definitionsgebiet.

DEFINITION 2.4
Seien f:U C X — Y differenzierbar und z € X, y € Y.
x heiftt ein reguldrer Punkt von f, falls df(z) surjektiv ist.

y heiRt ein reguldrer Wert von f, falls alle z € f~1({y}) regulire Punkte von f sind.

SATz 2.5
Seien M C R™ und d < n. Dann sind dquivalent:
(1) M ist eine (n — d)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

(2) Fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U C R™ von p und
ein f € C°(U,RY) mit M NU = f~1({y}) fiir einen reg. Wert y.
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BEWEIS

=: Sei y wie in Definition 2.2. Setze f := (Xn—d+1, .., Xn) : V — R? dann sind die Zeilen von f’ in jedem
Punkt zg € V linear unabhiingig, d.h. Vog € V : f/(xq) surjektiv. Weiter ist M NV = f~1({0}).

<: Seien f = (f1,..., fa) und (E y = 0 vorgegeben. Wahle vy, ...,v,—q € R™ derart, dass fiir ein a € V
(V1 ooy Un—a, Vf1(a), ..., Vfq(a)) eine Basis des R™ bildet. Setze

T
U1

X(@) = ((01,2), s nmas @), file)s o fala) = Xl@) = | Spt |

V fa(z)

d.h. x/(a) ist invertierbar. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es ein offenes V' C U, so dass
X :V — W := x(V) ein C*°-Diffeomorphismus ist. [ |

BEISPIEL 2.6

(1) S"=! := {x € R" | ||z|| = 1} ist eine Hyperfliche in R", denn S*~! = f~}({1}) mit f : R — R,
f(@) = ||z||% (Vf)(z) = 22T # 0 fiir alle z # 0.

(2) Sei g : (0,00)? — R glatt mit regulirem Wert 0. Dann ist

M:={z=(r1,2/) eR" |a<x1 <b, ' #0, g(x1,||2']|) = 0}

eine Untermannigfaltigkeit des R™ (eine Rotationsfliche). Konkretes Beispiel: Der Torus.

(3) Die orthogonale Gruppe O(n) := {A € R"*" | ATA = I} ist eine Untermannigfaltigkeit des R™*"

der Dimension in(n — 1).

Setze dazu X := R™*", YV := {4 € R"*" | AT = A}, d.h. Y hat die Dimension 1+...4+n = in(n+1).
Definiere f : X — Y durch f(A) := AT A, dann ist f stetig differenzierbar mit Ableitung df(A) :
X —Y, H— ATH + HT A. I ist ein reguliirer Wert von f, denn fiir A € f~1({I}) = O(n) gilt

1 1 1 1 1 -sT
VS €Y 1 df(A) <2AS> = AT <2AS) +5(A9) A= 25+ 287 = .

Also hat M die Dimension n? — (1(n? +n)) = in(n — 1).

Sarz 2.7
Seien M C R™ und m < n. Dann sind dquivalent:
(1) M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.
(2) Fiir alle p € M existiert ein offenes U C R™ und ein ¢ € C*(U, M) mit p € p(U) und
(i) ¢ :U — ¢(U) ist ein Homdomorphismus (in der Spurtopologie);
(ii) deo(z) ist injektiv fiir alle z € U.
(1) ist dquivalent zu (i’) Fir alle U’ C U existiert ein offenes O C R™ mit ¢(U’) = M NO.
Jedes solche ¢ (bzw. Paar (U, ¢)) heifst eine lokale Parametrisierung oder auch ein lokales Koordina-
tensystem von M bei p. o(U) heiflt eine Koordinatenumgebung von p und = = (x1, ..., x,) heifit der
Koordinatenvektor des Punktes ¢(x) bzgl. ¢.

BEWEIS
=: Sei (x, V, W) wie in Definition 2.2. Setze U := {z € R™ | (z,0) € W}, ¢(z) :== x *({(z,0)}).
<: Seien z* € U mit p = ¢(z*) und (E (gegebenenfalls nach Umnummerierung der Variablen)

(Vor(z*), ..., Vi (2*)) linear unabhéngig.
Definiere ¢ : U x R*™™ C R™ — R" durch

V(X1 ooy Tn) 1= @(X1y eeey T) F+ (0, ey 0, T 1y ooy T)-
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Dann
Vo [0 -+~ 0
’(/)/(.13*,0): V‘Pm (1) 0 ,
*
1
d.h. es gibt V,WW C R" mit * € W und v : V — U C*°-Diffeomorphismus. Setze y := 1. ]

BEMERKUNG 2.8

Zu jeder lokalen Parametrisierung (U, ) und jedem p € ¢(U) existiert also eine Karte (x,V, W) mit
p €V und p(x) = x 1 (x,0) auf {x € U | (z,0) € W}.

BEISPIEL 2.9
Fiir alle p € S"~! gilt p € S"~' N H;" oder p € S""' N H;", wobei H := {y € R" | +y; > 0}.
Setze U := {x € R | ||z|| < 1} und definiere ¢ : U — S"~1 N H durch

OF (@) := (@1, oy i1, £V — [[2]]2, 4, ooy T1).-

Dann sind die @ii, i=1,...,n — 1, lokale Parametrisierungen.

BEISPIEL 2.10
Weder der Kegel K noch der Doppelkegel K, gegeben durch

K = {z=(,2n) eR" | [l2/|| = zn}
K' = Az =(2),2n) € R" | |J2'|| = |anl}

sind Untermannigfaltigkeiten des R™.

LEMMA 2.11

Seien M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und (U, ¢) eine lokale Parametrisierung.
Weiter seien O C R” offen, F : O — R™ mit F(O) C ¢(U) und I € NU {oo}. Dann gilt

FcC(O,R") & p~loFeclC(OR™).

BEWEIS
<: Klar: F = gpo(p~toF) € C{(O,R").

=: Seien z* € O und z* € U mit F(z*) = p = ¢(z*). Nach Bemerkung 2.8 gibt es dann eine Karte
(x, V,W) mit p € V und p(x) = x ! ((,0)) fiir alle z € U mit ||z — 2*|| < € (e passend), d.h.

36 >0:Ywe O, ||lw—2*|<d6: (¢! oF)(w),0) = (x o F)(w);

da z* € O beliebig und y o F € C, also auch p~! o F € C. [ |

KOROLLAR 2.12

Seien M eine Untermannigfaltigkeit des R” und (U, ¢), (U, ) lokale Parametrisierungen.

Dann ist o=t o @ : ¢~ H(U) NG(U)) — o (p(U) N G(U)) ein C*-Diffeomorphismus.

BEWEIS
Setze in Lemma 2.11 F := ¢~ 1. |

Martin Gubisch 30 SS 2009



2 Untermannigfaltigkeiten des R™ 2.1 Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten

KoRroLLAR 2.13

Fir i = 1,2 seien M; Untermannigfaltigkeiten des R™, f : M; — My stetig und p; € M; mit
p2 = f(p1). Dann sind dquivalent:

(1) Es existieren lokale Parametrisierungen (U;, ¢;) nahe p;, so dass

w5t o fowr: e (fT (p2(Ua)) Ni(Ur)) — Uy
in einer offenen Umgebung von ¢; ' (p;) eine C*-Abbildung ist.

(2) Fiir alle lokalen Parametrisierungen (U;, ¢;) nahe p; ist

Pyt o fodr @i (FH(G2(02) N @1 (Th)) — Uy
in einer offenen Umgebung von @, ! (p;) eine C*-Abbildung.

In diesem Fall nennen wir f C* bei py. Ist f C* bei jedem p € M, dann heit f C* auf M. Ist k = oo,
dann heifst f glatt.

BEWEIS

Nur (1) = (2) ist zu zeigen. Schreibe dazu mit passendem Definitionsbereich

galofopi=(gy opa)ol(pytofopi)o(prtop). u

€C> eCck €Cee

KOROLLAR 2.14

Seien f : My — M> eine Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten und p; € M;.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist C* bei p;.

(2) Es gibt offenes O C R™ und F € C*(O, My) mit p; € O und F|u,n0 = flanno-

BEWEIS
Seien (x, V, W) eine Karte von M; und p € V. Dann ist nach Satz 2.7

O(T1s ey Ty ) = X (1, ooy Tiny, 0, ..., 0)

eine lokale Parametrisierung auf U := {x € R™ | (z,0,...,0)} € W.
=: Fiir z € V definiere
F(x) = (f o 1) (x1(2), -, Xm (2))-
Da f C* bei p, ist ¢y ' o f o € C* bei 7 *(p). Nach Lemma 2.11 gibt es damit offenes O C V' mit
peO,sodass F: O — M, CF ist.
«: Nach Lemma 2.11 gilt
(o5t o fop)(wy,.xm) = ((p3 0o F)ox (1, ..., xm,0,...,0). |

-
—_—— <~
eck eC>

FOLGERUNG 2.15

Die Dimension einer Untermannigfaltigkeit M des R™ ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS

Sei M eine m- und eine /m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Seien (U, ¢) und (U, @) zugehorige
Parametrisierungen und O := o(U)N@G(U) # 0. Wir setzen W := ¢~ (0) C R™ und W := ¢~ (0) C R™,
dann sind g :=p lo@: W — W und g7! := "o : W — W glatt. Aukerdem ist dg(z) : R™ — R™
fiir € W ein Isomorphismus, d.h. m = m. |

Martin Gubisch 31 SS 2009



2 Untermannigfaltigkeiten des R" 2.2 Tangentialebenen und Differenzial

2.2 Tangentialebenen und Differenzial

KONVENTION 2.16
Im Folgenden seien M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und p € M.

Mit der durch
(p,U1)+(p,U2) = (pv’Ul +U2)7 A(p,’l}) = (pa A’U)
erklarten Addition und Skalarmultiplikation und dem Skalarprodukt
((p,v1), (p,v2)) = (v1,v2)

versehen wird der Vektorraum {p} x R™ zu einem Hilbertraum.

DEFINITION 2.17

Die Menge
T,M = {(p,v) | v = &(0) fiir eine Kurve e € C*(I,R™), a(I) C M, a(0) = p}

heifst der Tangentialraum an M in p.

Die Elemente von T, M heifsen Tangentialvektoren an M in p.

BEMERKUNG 2.18

Die Definition ist unabhéngig von k € NU{co}. Insbesondere kann man sich auf glatte Kurven beschrian-
ken.

Sarz 2.19
Sei (U, o) eine lokale Parametrisierung bei p = ¢(x). Dann ist

T,M = {p} x Bild(dp(z0)) = {p} x dip(zo)(R™).

Insbesondere ist T}, M ein m-dimensionaler Untervektorraum. Eine kanonische Basis des T), M ist

((p, dep(zo)er), -, (s dp(20)em)) = ((p; Dr1p(20)); s (P, Omep(20)))-

BEWEIS
Fir a;(t) :== p(zo + te;) ist o € C*° mit &;(0) = 0;p(xo) (1 =1,...,m), d.h. (p, ip(xp)) € TyM.
Sei nun o C* mit a(I) € M und a(0) = p, dann ist nach Lemma 2.11 3 := ¢! o a in einer offenen

Umgebung von 0 definiert und ebenfalls C*. Damit

&(0) = (¢ 0 3)(0) = dp(x0)B(0) = Zﬁ.i(o)aﬁp(%),

d.h. T,M C span{(p, d;p(xo) | i = 1,...,m)}. Die 9;p(x¢) sind nach Satz 2.7 2 (ii) linear unabhéngig.
Also ist dim(T,M) = m. [ |

BEISPIEL 2.20
Sei M = graph(u) mit u : Q@ C R™ — R™ ™ glatt. Dann definiert ¢(z) := (z,u(x)) eine lokale Parame-
trisierung um beliebiges p := (z, u(x)). Also ist eine Basis des T, M gegeben durch

(((z, u(2)), (e1, Dru(x))), ., (&, w(@)), (em; Imu(x))))-

Sarz 2.21
Seip e UNM = f~1({y}) mit y reguliirer Wert von f € C>®(U,R"~™).

Dann ist T, M = {p} x Kern(df(p)); insbesondere bildet ((p, V f1(p)), --., (P, V fr—m(p))) eine Basis des
orthogonalen Komplements T, M+ von T, M in {p} x R™.
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BEWEIS
Sei (p,&(0)) € T,M, dann ist f oo =y nahe ¢t =0, d.h.

0= (foa)(0)=df(p)a(0) & &(0)LVfi(p), i=1,..,m —n.
Da dim(7,M~*) = n —m und die Vf;(p) linear unabhingig, folgt die Behauptung. [ |
BEISPIEL 2.22
Sei M = graph(u) mit u: Q C R™ — R"~™ glatt. Es ist M = f~1(0) fiir
f@) = (@ma1, oy Tn) — u(T1, ooy Tin).
Also ist mit p := (x,u(x)) eine Basis von T, M+ gegegen durch

(((x,u(x)), (emt1 — VUL (X1, oy Tm)))y ooy (2, w()), (€1, — VUp—m(T1, oy Tm))))-

BEISPIEL 2.23

(1) Fiir die orthogonale Gruppe O(n) := {4 € R™*" | f(A) := AAT = I} gilt O(n) = f~}(I) und
df(I): A— A+ A*, vgl. Beispiel 2.6. Damit ist

TiO(n) = {I} x {A€R™" | A+ A* =0} .

Menge der schiefsymm. Matrizen

(2) exp : TrO(n) — O(n), A e ist wohldefiniert, da e?(e4)* = eded” = eA+4” = €0 = I. Also hat
jedes A € R™*™ mit A+ A* =0 die Gestalt A = &(0) mit «: R — O(n), a(t) ;= exp(tA).

SArz 2.24
Das Tangentialbiindel T(M) := |J T,M ist eine 2m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?".
pEM
Das Normalenbiindel T(M)*+ := |J T,M™~ ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R,
pEM
BEWEIS

Sei (x,V,W) eine Karte. Dann ist (U, ) mit ¢(z) := x~*(,0), z € U :== W NR™ x {0} eine lokale
Parametrisierung von M. Setze

¢ UxR™ CR*™ — R" x R™, 9h(z,y) = (p(x), dp(z)y).

Wir zeigen, dass (U x R™, ) eine lokale Paramerisierung von T'(M) ist.

e = (7 ).

ergo ist di(z,y) fur alle (z,y) injektiv. Nach Satz 2.19ist ¢ : U x R - T (M NV) = |J T,M bijektiv
und auferdem stetig. pEV

Auch 1 ist stetig: Definiere 6 : (V N M) x R® — R™ x R™ durch
0(y,v) == (x(y), dx(y)v),

dann ist 0 stetig, also auch 0|pyna in der Spurtopologie. Auferdem ist

(O o) (z,y) = (x(¢(x)), dx(p())dp(z)) = ((2,0),d(x o @)(x)y) = ((,0), (y,0)).

Mit der Projektion 7 : R™ x R"™™ x R™ x R~ — R?>™_ (x,u,y,v) — (x,y) siecht man schlieRtlich ein,
dass =t =mof:T(VNM)— R?™ stetig ist. Somit wird T'(M) parametrisiert durch (U x R™, ).

Beim Normalenbiindel geht man analog vor. |

1 ist glatt mit Jacobimatrix
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DEFINITION 2.25
Seien M, M, Untermannigfaltigkeiten des R™,R" und f : M; — M, C! bei p € M.
Dann ist das Differenzial von f in p gegeben durch

dpf : TpMy — Typ)Ma, (p,&(0)) — (f(p), (f © @) (0)).

BEMERKUNG 2.26

(1) dpf(p,&(0)) héngt nur von &(0) ab: Nach Korollar 2.14 gibt es ein offenes O C R™ mit p € O und
ein F € C}(O,R"2) mit F = f auf O N My, also

(f 0a)(0) = (F o a)(0) = dF (p)&(0).

(2) Ist zusitzlich g : My — M3 C! bei f(p), so gilt

[dolgof) =dsgodyf |

Denn:

dp(go f)(@(0)) = (g(f(p),((gof)oa)(0))
dfpg(f(p), (f 0 a)(0))
= (dfpgodyf)(p,a(0)).

(3) Sind Ml,Mg g Rnl,Rn2 offen, so sind TM1 = M1 X Rnl,TMQ = M2 x R™2, Ist dann f : Ml — M2
glatt bei p, so folgt

dpf : {p} x R"™ — {f(p)} x R™, (p,v) — (f(p),df(p)v)

mit dem {iblichen Differenzial df von f.

LEMMA 2.27
Seien M, My Untermannigfaltigkeiten des R, R"™2 und f : M7 — My C! bei p € M;.

Seien (Ui, 1), (U2, p2) lokale Parametrisierungen von M, My bei p, f(p). Dann hat d,f bzgl. der
natiirlichen Basen von T), My, Ty, M2 die Matrixdarstellung

Mat(d, f) = d(3 ' o f o 1)1 (p)).

BEWEIS

Seien p = ¢1(z), f(p) = ¢2(y) und g := 5" o f o1 mit dg(z) = (g;j);ZIZ01 € Rm2Xma,

Fiir die kanonischen Basisvektoren (9;¢1(z)) von T,M gilt dann
dpf (0, Oip1(z)) = dpf(p, Ssor(x +tes)i=o)
= (f(p), & (fow1)(@ + te)li=o)
= (f(p),9i(p209)(x))
(f(p), dpa(g(2))Dig(x))
(f(p),

f(p Zgw djp2(y) ) [ |

DEFINITION 2.28

Ein Vektorfeld auf M ist eine Abbildung X : M — R™ x R™ der Form X : p — (p, X(p))

Falls X (p) € T,M fiir alle p € M, heift X tangential; falls X (p) € T,M* fiir alle p, heikt X normal.
Wegen {p} x R™ = R” identifiziert man X hiufig mit X : M — R”,
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2.3 Immersionen und Einbettungen

DEFINITION 2.29
Sei Q C R™ offen und f : Q — R” eine C*-Funktion.
f heifst eine Immersion, falls df(z) injektiv ist fur jedes 2 € Q (insbesondere m < n).

f heift eine Finbettung, falls f : Q — f(Q) zusétzlich ein Homéomorphismus ist.

BEISPIEL 2.30

Ist T C R ein offenes Intervall, so ist v : I — R™ genau dann eine Immersion, wenn ~(t) # 0 fiir alle t € T
gilt, d.h. v eine regulire Parametrisierung ist.

BEISPIEL 2.31 (Kleeblatt)

1

Durch

Ej o — sin(t) aox
- | ~(t) := sin(2t) ( cos(t) > (te(=%,%))
. 1 wird eine injektive Immersion definiert.

0 1 Allerdings ist 7 keine Einbettung.

08

. Insbesondere ist Spur(7) keine Untermannigfaltigkeit des R2.

K L L L L L L L L L
08 08 07 06 05 04 03 02 01 0

BEISPIEL 2.32 (Kugel, Torus)
Die Abbildungen f : R2 — R und g : R? — R3, gegeben durch

cos(s) cos(t) (2 + cos(s)) cos(t)
f(s,t) := | sin(s) EO)S(t) , g(s,t) == (24 COS(S); sin(t)
sin(t sin(s

sind in s,t 27-periodische Immersionen. Thre Bilder sind die Einheitssphére und der Torus. Dies sind
Hyperflichen im R3.
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BEMERKUNG 2.33

(1) Sei f: Q@ C R™ — R"™ eine Immersion. Analog zum Beweis von Satz 2.7 zeigt man, dass zu jedem
x € Q ein offenes U C Q mit z € U existiert, so dass f|y : U — R"™ eine Einbettung ist.

(2) Sei f: Q2 CR™ — R" eine Immersion. Wir setzen
Tof i= d, f(T9) = (f(2), df(2)(R™)) C Ty (R") = {f()} x R".

Ein Vektorfeld lings f ist eine Abbildung X : Q — R?" mit X (z) € T, f fiir alle z € Q.
(3) Fiir Immersionen fi, fo : 21,09 C R™ — R"™ definiert

fl Nf2 = El(peDlﬁ‘oo(Ql’QQ) : fl :fZng

eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenzklasse heift eine regulire Fliche.

Verlangt man zusitzlich det dp(z) > 0 fiir alle « € ©, so erhiilt man durch ~ wieder eine Aquiva-
lenzrelation. Die zugehorigen Aquivalenzklassen heiffen dann orientierte requldre Fldichen.
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3 Erste und zweite Fundamentalform

3.1 Allgemeines zu Bilinearformen

KONVENTION 3.1

In diesem Kapitel sei M stets eine Hyperfliche des R™*!, d.h. eine Untermannigfaltigkeit des R**! der
Dimension n.

WIEDERHOLUNG 3.2

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform auf V ist eine Abbildung
B:V xV — R, so dass fiir alle a, 8 € R, u,v,w € V gelten

B(u,v) = B(v,u)
B(au + pv,w) = aB(u,w)+ B(v,w).

B heit positiv definit oder ein Skalarprodukt, falls zusitzlich B(v,v) > 0 fir alle v € V\{0}.
Ist E = (ey, ..., e,) eine Basis von V), so ist B eindeutig bestimmt durch die Gramsche Matrix
1<j<n 1<j<n
G = (9ij)1<1=n = (Bleisej) 212, -

Da B symmetrisch, ist auch G' symmetrisch.

n n
Seien u = Y aje;, v= ). bje;, dann
: )

=1 i
n
B(u,v) = Z a;bjgi; = b" Ga.
i,j=1
n .
Seien F = (fi, ..., fn) eine weitere Basis von V mit fi = 3 agier (i =1,...,n) und A := (a;;);=/=", dann
k=1 -
n
G = ATGFA  bzw. g,l; = Z akig,]flalj. (Transformationsformel)
k=1

Insbesondere ist det(G) > 0 (= G invertierbar), falls B positiv definit, denn nach dem Gram-Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren findet man stets eine Orthonormalbasis von V', bzgl. der G = I, ist. Wir
setzen G1 := (g”)}ggs
Jeder Vektor v € V erfiillt die Entwicklungsformel
v = Z g B(v,e;)e;.
i,5=1
Ist T: W — V ein Vektorraumhomomorphismus, dann definiert

T*B(z,y) :== B(Tz,Ty) (x,y e W)

eine symmetrische Bilinearform auf W. Diese ist genau dann positiv definit, wenn B positiv definit und
T injektiv.
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3.2 Die erste Fundamentalform

DEFINITION 3.3

Die erste Fundamentalform von M ist die Zuordnung

P Gp = ()T MmxT, M,

d.h. g, ist die Einschrinkung des Skalarprodukts von {p} x R"™! auf T, M.

BEMERKUNG 3.4 (lokale Darstellung der ersten Fundamentalform)

Ist (U, ¢) eine lokale Parametrisierung von M, so ist g auf U eindeutig bestimmt durch

955 = 9e(@) (datp(€:), duple;)) = (Dip(x), 060 ()) (zeU).

Die Funktion ¢¥ := (g‘p)}ggg : U — R™™ ™ heilst die lokale Darstellung der ersten Fundamentalform

bzgl. (U, ). Y

Sarz 3.5
Ist (U, @) ein weiteres Koordinatensystem mit o(z) = $(Z), so gilt

95(@) = > gh0ie ™ 0 @)i(@)0; (97 0 §)i(E)

=
-

bzw.

Insbesondere gilt

det (g2 (7)) = | det(d(¢™" 0 §)(2))|\/det (g% ().

BEWEIS

Setze ¢ := p~! o @ (nahe &) bzw. ¢ = ¢ o ¢, dann liefert die Kettenregel

f _
i Akq ek
und die Transformationsformel fiir die Gramsche Matrix liefert die Behauptung. ]

BEMERKUNG 3.6

Bezeichne eq, ..., e, die kanonische Basis des R™, dann ist

95;(2) = ((d20)" gp(a) ) (€1 €5)-

Haufig schreiben wir g;; statt g;’;-.

BEISPIEL 3.7
Sind M der Graph von u : Q C R™ — R und ¢(x) := (z,u(z)) die kanonische Parametrisierung, dann ist

95 () = 0ij + Opu(x)dju(x)  bzw. g¥(z) = I, + Vu(z)' Vu(z).
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3.3 Orientierbarkeit und Normalenfelder

DEFINITION 3.8
Ein normales Vektorfeld N auf M heift Einheitsnormalenfeld, falls ||[N(p)|| = 1 fir alle p € M.
Beachte: || - || ist die Norm auf {p} x R**' d.h. |[N(p)|| = || N(p)]||gn+:-

M heifit orientierbar, falls es ein glattes Einheitsnormalenfeld auf M gibt. Die Wahl eines solchen heifst
eine Orientierung von M.

BEMERKUNG 3.9

Seien U C R"*! offen, f € C>°(U,R) und M NU = f~1({y}) fiir einen reguliiren Wert y von f. Dann
wird ein glattes Einheitsnormalenfeld N auf M NU definiert durch

N®) = (p, reriy) (p € M).

BEISPIEL 3.10
(1) Sei f(z) := ||z||* (z € R?), dann ist M(r) := f~1(r?) die Oberfliiche der Kugel mit Radius r > 0,
also
Ne) = (poly) = (02) (e M)
eine Orientierung von M (r).
(2) Das Mdbiusband ist eine Hyperfliche im R3, gegeben als Bild der Immersion f : (—1,1) x R — R3,
2cos(t) + s cos(L) cos(t)
f(s,t) := | 2sin(t) + s cos(%) sin(t)
ssin(%)

besitzt kein stetiges Einheitsnormalenfeld, ist also insbesondere nicht orientierbar.

SATz 3.11

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) M ist orientierbar.

(2) Es gibt ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M.

(3) Es gibt eine Familie (Uy, ¢ )acr lokaler Koordinatensysteme von M, so dass M von (9o (Us))acr
iiberdeckt wird und det(d(p,! o pg)) > 0 fiir alle o, 3 € I ist (auf den Definitionsbereichen der
Koordinatenwechsel).

BEWEIs

(D)=(2):

Klar.

(2)=3):

Sei N(-) = (-, N(-)) ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M. Zu jedem p € M wihlen wir ein lokales

Martin Gubisch 38 SS 2009



3 Erste und zweite Fundamentalform 3.3 Orientierbarkeit und Normalenfelder

Koordinatensystem (U,, ¢p) derart, dass ¢,(0) = p und dass fiir alle « € U, gilt

det (Drpp(2), o Onpp(w), N (i (2)) ) > 0. (%)

Dies ist immer moglich: Gilt (%) in = 0, so auch in einer Umgebung von 0; ist det(...) < 0, so ersetze
pp durch @, gegeben durch @p(z1, %2, ..., 2n) = @p(T2, 21, ..., Tn).

Offenbar gilt dann M = (J{y,(U,) | p € M}. Seien nun (U, ¢,) und (Up, vp) zwei Koordinatensysteme
und m € M mit pg(z,) = m = @,(z,). Dann ist A := d(p; " o ¢,)(m) die Matrixdarstellung von
id = dpid : T, M — T, M bzgl. der Basen (01¢4(zq), ..., Onpq(xq)) und (O19p(zp), ..., Onp(zp)). Es gilt

0 < (d@p( ) ((Pp(xp)))
= det(d(iq o (o5 " °pp))(xp), N(m))
= det(dwq(gp; o sﬁp(xp)) ( o ¢p)(Tp), N(m))
= det(dg,(z,) - A ( )
= det(dpy(zq)) det(é ?),
—_—
>0 —=det(A)

also auch det(A) > 0 und das war zu zeigen.
3)=(1):
Seien p € M und M = f~1{(0)} nahe p. Sei (¢4, Us) eine lokale Parametrisierung. Wir definieren N (p)

iber

< . Vi
M) = G T

und erhalten ein glattes N : M — R”*!. Nach Bemerkung 3.9 definiert N eine Orientierung von M. B

det(D1pa(2), .., Onpa(x), N(pa(2))) > 0 (z =95 ()

BEISPIEL 3.12

Den Graph einer glatten Funktion u : Q C R™ — R orientiert man kanonisch durch

R
N ule) = e

DEFINITION 3.13

Sei M orientiert durch N(-) = (-, N(-)). Dann heift die Abbildung N : M — S™ die Gaufabbildung
von M.
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3.4 Die Weingartenabbildung

DEFINITION 3.14
Seien v := (p,0) € T, M fiir ein p € M, und f : M — R eine bei p glatte Funktion auf M. Dann heifit

Vo f = (foa)(0)
die Ableitung von f in Richtung v, wobei a € C*°(I, M) mit a(0) = p und &(0) = .

Sei X(+) := (-, X(-)) ein bei p glattes Vektorfeld auf M, dann heifst

Vo X = (p, (X 0 ) (0))

die Ableitung von X in Richtung v.

BEMERKUNG 3.15

(1) Fiir ein glattes Vektorfeld X : M — R"™ x R auf M definieren wir d,X : T,M — T,M,
(p,&(0)) = (p, (X 0a)(0)).

(2) Wegen d,, f(v) = (f(p), Vo f) und V, X = d, X (v) = (p, VX1, ..., V, X,,) sind die Definitionen unab-
héngig von der Wahl von a.

BEMERKUNG 3.16

Seien v = (p,0) € T,M, X,Y : M — R""1 x R"*! bei p glatte Vektorfelder auf M und f: M — R glatt
bei p. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

Vo(X+Y) = V,X+V,Y;
Vv(f : X) = (vvf)X(p) + f(p)va§
Vo (X,Y) = (V,X,Y(p)) +(X(p), V.,Y).

LEMMA 3.17
Seien M durch N bei p orientiert und v € T, M. Dann ist V,N € T, M.

BEWEIS
Wegen 0 = V,1 =V, (N,N) =2(V,N,N(p)) ist N(p)LV,N, also V,N € T,M. [ |

DEFINITION 3.18

Sei NV eine Orientierung von M. Die Weingartenabbildung £, von M in p ist definiert durch

%y TyM — T, M, v —V,N = —d,N(v).

BEISPIEL 3.19
Wir orientieren den Zylinder Z := S! x R{zx € R3 | 27 + 23 = 1} im R? durch die &uere Normale N, d.h.

N(l‘) = (I,N(.’I})) = ((.1'17.’1,'2,1‘3), ($1,$2,0)).
Fiir den Tangentialraum 7,7 in x € Z gilt dann
TTZ = span{vl(x),vg(:c)}, Ul(x) = ((1’1,172,133), (71‘2717130))7 UQ(I) = ((IleQ’xl})a (05071))

N lasst sich auf ganz R3 fortsetzen und wir erhalten fiir die Fortsetzung

_Vvl(w)N = (($1,l‘2,$3), —dN(J?l,J?g,Z‘?,)(—Z’Q,.’El, O)) = _’Ul(x) € RG’

VN = ((#1,22,23), =dN (21, 72, 23), (0,0, 1)) = (x,0) € RS.
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Beziiglich der Basis (vi(x),v2(x)) von T Z hat .2, also die Matrixdarstellung

Mat(.%,) = <_01 8) € R?*2,

BEISPIEL 3.20
Seien M C R? eindimensional mit Orientierung N, p € M und v € T,M. Dann ist

Zy(v) TE 2 (to)v = 32, (t0) (7(t0), ¥ (t0))

fiir jede regulire Parametrisierung « : I — R? mit Spur(y) € M, ~(to) = p und 7, (o) = N(p).

SATz 3.21
Die Weingartenabbildung ist selbstadjungiert bzgl. der ersten Fundamentalform, d.h.

Yo, w € T,M : g,(Z,(v), w) = gp(v, Zp(w)).

BEWEIS

Sei N(-) = (-, N(-)) eine Orientierung von M und (U, ¢) ein lokales Koordinatensystem bei p. Wir zeigen,
dass die Gleichung fiir v, w aus der kanonischen Basis von T,,M erfiillt ist. Es gilt

0= 8j <N((p(m))7az¢(x)> = < dw<N o (p)(ej) ’dascp(ei» + <N((p($)), 8]‘81'@(.%'))

=0 =(dy(z) Nodzp)(e;)
==Lz (dzp(e;))
=—Lp(x)05¢(T)

Mit p = ¢(z) und 9,;0;¢(z) = 0;0;¢(x) folgt damit

(Z050(x), 0ip(x)) = (N(p), B:idj0(x)) = (N(p), 0;0i0(x)) = {L,0:0(x), 8;0(x)).

Da (dyp(er),...,dzw(en)) = (O10(x), ..., Onp(x)) eine Basis von T, M ist, folgt die Behauptung. [ |

DEFINITION 3.22
Die Eigenwerte A1 (p) < ... < A, (p) von %, heiflen die Hauptkrimmungen von M in p.
Jeder normierte Eigenvektor von £, heift eine Hauptkrimmungsrichtung.

Die mittlere Kriimmung von M in p ist definiert als
1 I
H(p) = ~Spur(£) = — > Ae(p)-
k=1
Die Gauf$-Kronecker-Krimmung von M in p ist

K(p) = det(Z) = [ [ M (p).
k=1

BEMERKUNG 3.23

Bei Anderung der Orientierung von M nahe p auf —N geht %, liber in —.%},. Das mittlere Krimmungsfeld

H(p) :== H(p)N(p) = (p, H(p)N(p))

ist also auch fiir nicht orientierte bzw. nicht orientierbare Hyperflichen wohldefiniert.

Dies gilt auch fiir die Gaut-Kronecker-Kriimmung, falls n gerade.
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3.5 Die Normalkriimmung

DEFINITION 3.24

Seien M orientiert und v € T, M mit ||v|| = 1. Dann heifit s(v) := g,(%,(v),v) die Normalkrimmung
von M in Richtung v.

BEMERKUNG 3.25
Sind M orientiert durch N, p € M, v € T,M und « : (—¢,¢) — M glatt mit v = (a(0), &(0)), so ist
9p(Zp(v),v) = (&(0), N(p)):

0

Sarz 3.26
Seien M orientiert durch N und v = (p,0) € T, M mit ||v|| = 1. Setze

E(p) == {p+ st +tN(p) | s,t € R} = {p} + span{@, N(p)} = R% (normaler Schnitt)

Dann gibt es ein offenes U C R™*! mit p € U und eine ebene C®°-Kurve I' in E(p) derart, dass
p € Spur(I') CUNM N E(p) und »(v) = »,(to) fiir jeden Reprasentanten v von I' mit v(to) = p.

BEWEIS

Seien U C R und f € C®(U,R) mit M NU = f~1({0}) und 0 regulirer Wert von f. Wegen
(Vf(p), ( )) # 0 kénnen wir (B annehmen, dass (Vf(z), N(p)) # 0 fiir alle 2 € M N U. Parametrisiere
E(p) durch

L :R? — R 1(s,t) == p+ 50+ tN(p)

und setze U := "1 (U), g := for: U — R. Dann ist M := .= (M NU) = ¢g~(0) und fiir alle s,t € M
gilt

Vy(s,t) = ((V)(e(s,)0se(s,1), (Vf)(e(s,1))Dre(s, 1))
= ((V)(us,0),(V)(els, )N (p))
= (0, £[(VH(e(s, )
# 0,

d.h. M ist eine Hyperfliche im R2. Werde diese bei (0,0) = ¢~'(p) durch v : I € R — R? lokal
parametrisiert mit y(to) = 0, |[¥]| = 1 und ¥(to) = (1,0) (Wegen Vg(0,0) (0, :I:*) ist (1,0) tangential
an M). Dann sind 7, (tp) = (0, 1) und

7y (to) = (¥(to), 7 (to)) = F2(to)-

Andererseits gilt fiir o := 1 07y, dass a(tg) = p und &(t) = 41 (t)0 + 32 (t)N(p), also ¢ (ty) = ¥ und nach
Bem. 3.25 -
#(v) = (a(to), N(p)) = Ha(to)-

Fiir die Kurve I := [t 0 7] = [] folgt also die Behauptung. [ ]
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3.6 Die zweite Fundamentalform

DEFINITION 3.27

Sei M orientiert. Die zweite Fundamentalform von M im Punkt p € M ist die Bilinearform

hp(v,w) = g,(Lp(v), w) (v,w e T,M).

BEMERKUNG 3.28

Die mit %}, assoziierte quadratische Form
Fp(v) 1= hy(v,0) = gp(Zp(v), v) (veT,M)
enthélt genau so viel Information wie die zweite Fundamentalform h,,:
1
hp(v, w) = 5(5”1,(1) T w) = Fp(v) = Fp(w)).

Man bezeichnet daher auch .7}, als die zweite Fundamentalform von M in p.

SAaTz 3.29

Sei M eine kompakte, orientierte Hyperfliche, dann gibt es ein p € M, so dass h, positiv oder negativ
definit ist.

Insbesondere sind alle Normalkriimmungen in p positiv oder negativ.

BEWEIS
Setze g : R"*!1 — R, x — [|z||?. Da M kompakt, gibt es p € M mit g(p) = max{g(q) | ¢ € M}.

Seien U C R™™! eine offene Umgebung von p, f € C*®°(U,R) und y € R ein regulidrer Wert von f mit
MNU = f~'(y). Nach dem Multlphkatorensatz von Lagrange existiert dann ein g € R derart, dass
Vg(p) = iV f(p), wegen N(p) = (p, |\ij0( )H) also auch ein y € R mit uN(p) = Vg(p) = 2p, insbesondere
|1l = 2]Ipl]-
Ist g = 0, dann auch p = 0; wegen ¢(0) = min{g(q) | ¢ € M} kénnen wir also (E annehmen, dass @ > 0
oder p < 0.

Ist > 0, dann N(p) = . Sei v € T,M, dargestellt durch v = (p, &(0)), normiert, dann besitzt g o «

ein (lokales) Maximum =0, d.h.
0 = (g90a)(0)
= (((Vg)oa)-a)(0)
= (20,&)°(0)
= 2([a(0)]I* + (2(0), 6(0)))
= 201+ |lplKN(p), c(0)))
= 2(1+[|pl|>(v)),
also »(v) < — H 1 <0, d.h. hy ist negativ definit.
Ist p > 0, so erhalten wir durch analoge Rechnung »(v) > 0, d.h. h,, ist dann positiv definit. |

BEMERKUNG 3.30 (lokale Darstellung der zweiten Fundamentalform )

Ist (U, ) ein lokales Koordinatensystem von M, so ist h auf ¢(U) eindeutig bestimmt durch

(3.21)

(N (p()), 0,050()) (zeU).

Die Funktion h¥ := (h‘p)}zf :s U — R™"™ heiRt die lokale Darstellung der zweiten Fundamentalform

bzgl. (U, ¢). Die Hauptkriimmungen sind die Eigenwerte von (hf;(z)) = Mat(Z,)).

hi (@) = hy (@) (dep(ei), dap(e;))
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Sarz 3.31
Ist (U, @) ein weiteres lokales Koordinatensystem mit o(z) = ¢(i), so gelten

2(@) = D h{(@)0i(e™! 0 @)(@)0;(07" 0 @)i(T)

1=

x>
—

bzw.

h?(3) = d(¢™" 0 §)(@)"h(x)d(¢™" 0 ) (7).

BEWEIS

Folgt wie Satz 3.5 aus der Transformationsformel fiir die Gramsche Matrix der symmetrischen Bilinear-
1<;5<

form (hij(x))@?gs. [ ]

BEISPIEL 3.32

Sei M der Graph von u : Q C R™ — R, parametrisiert durch ¢ : x — (z,u(x)). Dann ist

he (2 (322)<(_V“(I)’1) 0,0 a:>=6iaj”($) z Q).
(%) rvaer ) = Aavaere €Y

DEFINITION 3.33

Sei (U, o) eine lokale Parametrisierung von M. Dann heiffen

1 n
Tk r* : U
fj = Z-f ) E gkl(aigjl +0i9 — 0i9i5) : U = R
1=1

die Christoffel-Symbole der ersten Fundamentalform (bzgl. (U, ¢)).

SaTrz 3.34 (Gauk-Formel)
Seien N(-) = (-, N(-)) eine Orientierung von M und (U, ¢) eine lokale Parametrisierung. Dann gilt

hé(@)N (p(2) = 0:0;0(x) — Y _Tif (2)dkp(x (z € U).
k=1

BEWEIS
Jedes w = wy +wy € TyM @& T, M+ = R"*! hat nach (3.2) eine Darstellung

= > 9" (@) (w, ip(2))Bp(x) + (w, N(p(x))) N (p(x)) (z € U bel.).

H(2)(0:0;0(x), up()) Dpip () + hiy (2) N (p(x)).
Andererseits ist

) = > %gkl(w)(@gﬂ(w) +0;9(x) — Oigij ()

- ngl (0:050(x), Opp(x)). u
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3.7 Mittlere Kriimmung und Gaufi-Kronecker-Kriimmung

Satz 3.35 (lokale Darstellung der mittleren Kriimmung und der Gaufs-Kronecker-Kriimmung)
Seien (U, ¢) ein lokales Koordinatensystem von M und z € U.

Dann besitzen die mittlere Kriimmung H und die Gaufs-Kronecker-Kriimmung K lokale Darstellungen

Hiple) = = 3 gl
ij=1

det(h* ()
det(g(x))’

Insbesondere sind H, K : M — R glatte Funktionen.

BEWEIS

Sei p = (). Da 7, selbstadjungiert ist, gibt es eine Orthonormalbasis £ := (eq,...,e,) von T,M aus
Hauptkrimmungsrichtungen. Insbesondere ist

hp(eise;) = gp(ZLp(ei), €5) = Ai(p)gp(eis ) = Xi(p)dij-

Bezeichne F := (f1, ..., fn) := (d10(x), ..., Onip(x)) die kanonische Basis von T, M und A = (a”)izfzg die
Transformationsmatrix von (T, M, £) nach (T, M, F), d.h

e T,M L T,M F et e; s eld
Ve i l Vg Vg firs e
FE, R"™ LM) R™ E, e, = Zakifk
aiq
= Lin(A)(e®) = (Tr o W) () = Ur(e;) = V(X arifi) = X ariVr(fi) = X arie® =
Ang

Damit gilt nach der Transformationsformel (3.2)
g%(z) = (A~ HT1d(A™Y) bzw. (9%) M (x) =: gy(z) = AAT

und wir erhalten

nH(p) = Ak Z hp(eis €;) Z akitilp (fr, f1) = Z <Zakzalz> =Y g (@)hfy(=

k=1 i,j=1 ik, l=1 k,l=1 \i=1 k,l=1
Weiter hat K (p) wegen (hy(e;, ej))ﬁf;? = diag(A1(p), ..., \u(p)) = ATh¥(z)A die Darstellung

H I det h (ei,ej))ggg _ det(ATh?(x)A)  deth®(x)
k(p) det(1d) T det(AT g (z)A)  detg#(z)’

THEOREM 3.36
Seien M orientiert durch N und p € M.
Ist Z nahe p ein glattes Vektorfeld mit N = ﬁ und ist V := (v1, ..., v,) eine Basis von T, M, so gilt

(=)™ det(Vy, Z, ...,V Z, Z(p))
Z(p)||™  det(vy,...,vn, Z(p))

K(p) =

BEMERKUNG 3.37

Die mittlere Kriimmung ist das arithmetische Mittel der Normalkriimmungen in Richtung der Haupt-
kriimmungen.

Martin Gubisch 45 SS 2009



3 Erste und zweite Fundamentalform 3.8 Integration auf Hyperflichen

3.8 Integration auf Hyperflaichen

DEFINITION 3.38

Seien f: M — CU {oo} und (U, ¢) ein lokales Koordinatensystem von M derart, dass fiir den Tréger
supp(f) :={z € M [ f(x) # 0} von [ gilt supp(f) € (U).

Wir nennen f integrierbar iber M, falls

|t dote) = [ pote) VARt @) do < o

(insbesondere (f o )+/det(g¥) € L*(U)).
Der formale Ausdruck +/det(g¥) heift Flichenelement (bzgl. (U, ¥)).

BEMERKUNG 3.39

Der Wert [,, f(x) do(z) héngt nicht von der Wahl der Parametrisierung (U, ¢) ab: Sei dazu (U, @) ein
weiteres lokales Koordlnatensystem mit supp(f) C @(U). Nach Satz 3.5 gilt mit W := ¢~ (o(U)N@(T)),
W:=¢Yo(U)N@GU)) und ¢ :=p~Lo@: W — W, dass

VE e W : \/det(g?(z)) = | det(do())]\/det(g% (o(2))).

Nach dem Transformationssatz fiir Integrale folgt

| 6t aete? @) az

| (2 0000 VaetlaZ @@ der(do(a)| da
| (o 0)a)etlg? @) da

| et s @) da.

Wir nehmen ab jetzt an, dass f obigen Voraussetzungen geniigt.

BEISPIEL 3.40

(1) Seien M eindimensional und v : I — R? eine lokale Parametrisierung von M, dann ist

/f DI dt.

(2) Sei M der Graph von u:  CR"™ — R, parametrisiert durch ¢ : z — (z,u(z)), dann gilt
/f ) do(x /f:vu V14 ||Vu(x)||]? de.

BEMERKUNG 3.41 (Zerlegung der Eins)

Sei V := (V,)aca eine offene Uberdeckung von M, d.h. alle V,, offen und M = (J{V,, | a € A}.
Dann gibt es stetige Funktionen ; : M — [0,1], ¢ € N, mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes i € N ist supp(¢);) C V fur ein V € V;

(2) Fiir jedes Kompaktum K C M gibt es ein i € N mit ¢;|x = 0 fiir alle j > 3;

(3) Fiir jedes p € M gilt >, i(p) = 1.

Man nennt ¥ := (¢););en eine (der Uberdeckung V untergeordnete) Zerlegung der Eins.
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DEFINITION 3.42

Seien V = (00 (Us))aca eine Uberdeckung von M mit lokalen Koordinatensystemen (U,, ¢q) (o € A)
und ¥ = (¢;);en eine V untergeordnete Zerlegung der Eins.

Eine Funktion f : M — C U {oo} heifst integrierbar iber M, falls gelten:

(1) alle f - 4); sind iiber M integrierbar, d.h. [, f(x);(x) do(z) < oo fiir alle i und
(2) 520 o 1 @) li() do(z) < oo.

Wir nennen

/Mf<x> dola) =3 / @)i(e) doo)

dann das Integral von f tiber M.

BEMERKUNG 3.43

Die Definition ist unabhingig von der Wahl von V, d.h. ist f integrierbar iiber M fiir eine Uberdeckung
V, dann fiir jede beliebige.

Auch der Wert des Integrals ist unabhéingig von der Wahl von V.

DEFINITION 3.44
Seien A C M und f: A — CU{oo}. f heilst integrierbar iber A, falls die Funktion

fa: M — CU {0}, xH{f%I) zzﬁ

iiber M integrierbar ist.

A heifit messbar, falls die Einsfunktion 1 iiber A integrierbar ist.

Wir schreiben

/ f(z) do(z) := fa(z) do(x), vol(A) := / 1 do(z).
M A

A
vol(A) heifst das Volumen bzw. der Flicheninhalt von A.

Ist A C M messbar mit vol(A) = 0, so heiflt A eine Nullmenge.

BEMERKUNG 3.45

Genau dann ist ein messbares A C M eine Nullmenge, wenn ¢~ (AN¢(U)) in U eine Lebesgue-Nullmenge
ist fiir jedes lokale Koordinatensystem (U, ¢) von M.

THEOREM 3.46

(1) Seien f,g: M — CU{o0}, wobei f integrierbar iiber M. Stimmen f, g aufserhalb einer Nullmenge
iiberein, so ist auch g integrierbar und liefert den gleichen Integralwert iiber M wie f.

(2) Ist A C M eine Nullmenge, so gilt [,/ f(z) do(z) = [\ o f(z) do().
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3.9 Minimalflachen

DEFINITION 3.47
Eine Hyperfliche M heifst eine Minimalfiiche, falls H=0auf M.

BEMERKUNG 3.48
(1) Bei orientierten Hyperflachen ist dies dquivalent dazu, dass H = 0 auf M.
(2) Nach Satz 3.29 gibt es keine kompakten Minimalfldchen.

BEISPIEL 3.49
Sei M eine Rotationsfliache, gegeben durch
r(s) cos(t)

o(s,t) := | r(s)sin(t) ((s,t) € (a,b) x (—m, 7))

mit glattem, positivem 7 : (a,b) — R. Dann ist M genau dann eine Minimalfliche, wenn

7T(S)T(S) = @ S a Ubungen
1+7z(s)2 - ?"(8) ( E( 7b)) (Ub g )

Integration liefert

%ln(l +7(s)?) = In(r(s)) + In(c)
1+7(s)2=cr

7(s) = +(c*r(s)> — 1)

1
r(s) = B cosh(es +d), ¢,d € R.

Die resultierende Fkéche wird dann ein Katenoid genannt.

BEIsPIEL 3.50

Sei M der Graph von u : @ C R™ — R parametrisiert durch ¢ : x — (x,u(z)). Dann ist
Vu(z)TVu(z)
1+ [[Vu(@)[[*

g% (x) @019 + Vu(z) ' Vu(z) = g;l(z) =1Id—

Zusammen mit
n

G __00u(x) H(p(a) =" = 3 gl (@)hfj (@)

VI+|[Vu(@)[]? "=

ergibt sich fiir die mittlere Krimmung bzgl. (2, ), dass

n ()

1 & 0;0;u Ojul;u
Hop—= — At BB (51.. _ H) )
L 2 VIHVuE Y 1+ (Va2

ij=1
Somit ist M genau dann eine Minimalfliche, wenn u folgende quasilineare PDE auf Q erfiillt:

1 n

V14 [[Vaull? 52

SaTz 3.51

Seien M eine Hyperfliche mit endlichem Flicheninhalt und X = (-, X (-)) ein glattes Normalenvektor-
feld auf M mit kompaktem Trager. Dann ist M (¢) := M (¢)(X) := {p+tX(p) | p € M} fiir hinreichend
kleine t eine Hyperflache, die eigentliche, normale Variation von M, und es gilt

(vol(M)) (0) = —n / (X(p), H(p)) do(p).

M

Martin Gubisch 48 SS 2009



3 Erste und zweite Fundamentalform 3.9 Minimalfldchen

BEWEIS

Wir nehmen zunéchst an, dass es ein Koordinatensystem (U, ¢) gibt mit supp(X) C ¢(U). Wir orientieren
»(U) wie in (3.11) durch ein glattes Einheitsnormalenfeld N derart, dass

Vo € U : det (algo(ac), ...,angp(x),l\?(go(ac))) > 0. (%)

Weiter definiert oy : x — o(z) +tX (¢(z)) (z € U) fiir hinreichend kleines ¢ eine lokale Parametrisierung
von M; (Storungsresultat) und mit f(p) := (X (p), N(p)) (p € p(U)) gilt

X(p) = (X(p), N0)N(p) = f(p)N(p).
Differenziation nach Produktregel ergibt mit p = ¢(x) also
Bipr(x) = Bip(a) + tOi(f 0 ) (@) (N(p(@))) + tf (p(2)) (N 0 ¢)(x).

Sei A := (a;j(2))1SI5" = Mat(.%,) die zu Z () gehorige Matrix bzgl. der zu ¢ gehorigen, kanonischen
Basis von T),M, dann ist

aZ(NOQP)(x) -, (:c) Za]z

Sei NV; ein Normalenfeld zu ¢; vom Typ (x), dann

(vol(M))(0) = % | 1do(t)

t=0

= %/ Vdet(g#t(x)) dx
U ~——————

:\/det( a-gat (w) 33‘%(95»)

/ £ det(D104(2), ..., s (), Ni(i21(2)) da

t=0

t=0

Da det multilinear, gilt ,,(det(p1 (), v2(¢))) = det(p1(t), p2(t)) + det(p1(t), p2(t))*, d.h.

/%det(@lwt(m),...,8ntpt($)7(]\7t0<Pt)(x)) dz
U t=0
/L[Zdet (al@(x)’val(fosa)( )(NOQP Zaﬂ JSD "SO( ))

=0

+ det (8190(56),-'- Onp(), ;t(Ntwt)

) dz
t=0
=0, siche (*x)

| H6@) Y a5 det(0up(w). s 2y9(a); s Daip(0). N(pla) da
U N——

—
7 Stelle i

Al /f zaHde
= —n [ fle(@)H(p(z))V/det(g¢(x)) dz

Noch zu (*x): Wegen

0=~
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ist (¢(x), %(Nt o@)(x)]i=0) € Typ(zyM, d.h. Linearkombination aus 01¢(x), ..., Op(x). Damit verschwin-
det die Determinante.

Nun zum allgemeinen Fall: Seien V = (04 (Us))aca eine Uberdeckung von M mit lokalen Koordinaten-
systemen (U, vq) (@ € A) und ¥ = (¢;)ien eine V untergeordnete Zerlegung der Eins. Da supp(X)
kompakt, gibt es ein N € N mit X = vazl X .= vazl ¥; - X. Alle X haben dann einen kompakten
Trager in einer Koordinatenumgebung. Setze

N
M(ty, ..., tx) := {p-l—ZtiX(i)(p) ' pe M},
i=1

dann gilt mit eben Gezeigtem

d
vol : = —vol
(l(M)Y(0) = FvolM(t, - t)|
v d (M0, ..., ;, ..., 0))
- ;dti T o
N
— ®(p), H o
; /M<X (p), H(p)) do(p)
~ /M<X<p>,ﬁ<p>> do(p) n

KOROLLAR 3.52

Genau dann ist M eine Minimalflache, wenn M ein kritischer Punkt des Volumenfunktionals bzgl.
aller eigentlichen, normalen Variationen von M ist.

BEWEIS
=-: Sei M eine Minimalfliche, dann gilt nach eben Gezeigtem
(vol(M))(0) = =n [ (X(p). H(p) dolp) = .
e
<: Gebe es ein p € M mit ﬁ(p) # 0. Wihle ein glattes f : M — [0,1] mit kompaktem Triger und
f(p)>0.Fir X := f- H gilt dann

(vol(M))(0) = —n / @A) AE) dolp) == /M F@)IA)P do(p) <0,

d.h. M ist kein kritischer Punkt von vol. |

DEFINITION 3.53

Eine Hyperfliche M C R3 heifit isotherm, falls zu jedem Punkt p € M ein lokales Koordinsystem
(U, p) existiert mit p € U und ¢g¥ = f - Id fiir eine glatte Funktion f = f, : U — R (insbes. f > 0).

SATZ 3.54
Seien M isotherm, p € M und (U, ¢) eine lokale Parametrisierung von M um p. Dann gilt

—

Ve e U: (o(z), Ap(x)) = 2f () H(p(x)).

Insbesondere ist M genau dann eine Minimalfliche, wenn die Koordinatenfunktionen ¢ : U — R
harmonisch sind fiir alle solchen (U, ).
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BEWEIS
Sei (i,7) € {(1,2),(2,1)}, dann gilt
1

1
<3i280,3i<ﬂ> = 581‘95 = 3 ig}%‘ = <8iaj§078j90> =0 <8i§078j >_<ai§0,6]2%0> = —<3180,3J2<P>7

=9i3=0

also (Ap, 019) = (A, dap) =0, d.h. (p(z), Ap(z)) € Tw(x)MJ-.

Sei nun ¢(U) orientiert durch ein Einheitsnormalenfeld N, dann

21 (p(x) 2 g @) ()
vor. (@) + 5 (@)
A2
3.30)  (N(p(x)), Ap(z))
f(=) '
Damit erhalten wir wie gewiinscht
Ap(x) = (Ap(a), N(p(@) N(p(x)) = 2f (2) H(p(2)) N (p(z)). =

BEISPIEL 3.55 (Young-Laplace-Gleichung, 1805)

In einem kugelférmigen Wassertropfen vom Radius r herrscht aufgrund der Oberflichenspannung o an
der Grenzflache zwischen der Fliissigkeit und der umgebenden Luft ein erhohter Druck. Es gilt fiir den
durch die Oberflichenspannung hervorgerufenen Druck p = p(z) in einem Punkt z, der auf der Sphére
liegt:

p(x) = —20H(z)]

Herleitung: Fiir die Kugeloberfliche A = 4712 und das Kugelvolumen V = %wr?’ gilt bei infinitesimaler

Anderung dr des Radius:
dA = 8rr dr, dV = 4mr? dr.

Die infinitesimale Anderung dW der Energie muss bei den Vorgéngen identisch sein, d.h.

dW = o dA = 8mor dr 20
AW =p dV = 4mpr? dr p

Nun ist das (dufere) Einheitsnormalenfeld N der Kugel gegeben durch N : 2 + (z, T), fiir die mittlere

Krimmung H erhalten wir also

1

1 1 - 1
H(z)= §Spur($x) = §Spur(—dN(x)) = —§Spur(ld) =5
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4 Innere Geometrie von Hyperflachen

4.1 Kovariante Ableitung

DEFINITION 4.1

Seien I C R ein Intervall und « : I — M glatt. Ein Vektorfeld lings « ist eine glatte Funktion
X T — R mit X (t) € Ty (R™HY) fiir alle t € 1.

Fiir ¢ € I gibt es also ein glattes X : I — R"*! mit X (¢) = (a(t), X (t)) € Ty (R™).
X heit tangential, falls sogar X (t) € To M fiir jedes t € I.
Wir schreiben im Folgenden %X(t) = (aft), %X(t)).

BEISPIEL 4.2
(1) Ist Y ein Vektorfeld, dann ist X :=Y o : I — R2(®*1 ein tangentiales Vektorfeld lings a.
(2) Das Geschwindigkeitsvektorfeld o/ (t) := (a(t), &(t)) von « ist ein tangentiales Vektorfeld langs «.

DEFINITION 4.3

Sei X ein tangentiales Vektorfeld lings . Die kovariante Ableitung 2X(t) von X in ¢t € I ist die
orthogonale Projektion von X (¢) auf Ty M (im Raum T,y (R™F1) = {a(t)} x R"+1).

Damit ist %X wieder ein tangentiales Vektorfeld langs a.

BEMERKUNG 4.4

Ist N(tg) ein Normalenvektor in «(tg), so gilt

D d

X (t0) = $X(00) = ( §X(00), Nlto) ) M)

LEMMA 4.5

Seien X, Y tangentiale Vektorfelder lings o und f : I — R glatt. Dann gelten:
(1) BX+Y) = BX+ By

@) (f-X) =5 X+f X

(3) 900 (X,Y) = ga() (FXY) + ga(y (X, §Y).

BEWEIS
(1) und (2) folgen sofort aus der Darstellung der kovarianten Ableitung in Bemerkung 4.4.
Zu (3): Da X,Y tangential, gilt fiir alle ¢ € I:

G0 (XO.Y0) = (§X0.Y0)+ (X0, 5r0)

= <C]13tX(t),Y(t)>+<X(t),ftY(t)> = Ga (ftX(t),Y(t)>+9a<t> (X(t)»c?tY(ﬂ) u

SATZ 4.6 (lokale Darstellung der kovarianten Ableitung)

Seien « : I — M ein Weg (d.h. I C R ein Intervall und « glatt), (U, ¢) ein lokales Koordinatensystem
von M mit a(I) C ¢(U) und X ein tangentiales Vektorfeld ldngs o.

Setze u: I — U CR", t+— o *(a(t)) und wihle X1, ..., X, : I — R, so dass

n

X(t) = (a(t), Xx()pe(u(?))) (tel),

k=1

d.h. (Xq(t),..., Xn(t))T ist der Koordinatenvektor von (a(t), X (t)) bzgl. der kanonischen Basis
{(a(t), Orp(u(t))) | k=1,...,n} von Ty, M.
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4 Innere Geometrie von Hyperfldchen 4.1 Kovariante Ableitung

Dann sind die X, ..., X,, glatte Funktionen und die kovariante Ableitung von X besitzt die lokale

Darstellung
FXO =3 (o). (10 + X XOwOTE W) )r(ute) )

k=1 i,j=1

BEWEIS
Mit der Gaufs-Formel gilt

iX“ = Z( ()Orsp(u(t)) + X(t Zaaw ())

k=1
- (0o ””’“(“; (100 - (T w0+ 3ot i),

=N(a(t))

Projektion auf den Tangentialraum T, ;)M ergibt also

n

D =Y ( () (u(t)) + X (t zn:l (iF;ﬁ(u(t))@igo(u(t)))aj(t)).

k=1 j=

Nach allfalliger Umnummerierung der Indizes folgt die Behauptung. ]

DEFINITION 4.7
Sei X ein tangentiales Vektorfeld auf M, v € TM und « ein Weg in M mit o/(0) = v.
Die kovariante Ableitung von X in Richtung v ist D, X = %(X o a)(0).

BEMERKUNG 4.8 (lokale Darstellung der kovarianten Richtungsableitung)

(1) Sei N € {v}* ein Normalenvektor an M, dann ist D,X = V,X — (V,X, N)N nach Bem. 3.15
unabhéngig von der Wahl von «, d.h. D, X wohldefiniert.

(2) Sei (U, ) ein lokales Koordinatensystem bei p = ¢(z). Seien (X1(z), ..., X, ()" der Koordina-
tenvektor von X (¢(z)) bzgl. der kanonischen Basis {(¢(x), Orp(x)) | k = 1,...,n} von T,y M und
(v1, .., v,)T derjenige von v, d.h.

X(p(a)) = @u»éxammm) v= (p,ivkakga(mo))-

k=1

Dann besitzt D, X die lokale Darstellung

D, X = ( Z (Zalxk z0) - v + Z rek )~vj>3k<p(x0)>.

k=1 i,7=1

(3) Sei Y ein tangentiales Vektorfeld auf M, dann definiert (Dy X )(p) := Dy ()X (p € M) ein tangentiales
Vektorfeld Dy X auf M.

(4) Seien X,Y und X1, X»,Y7,Y> tangentiale Vektorfelder auf M, f : M — R glatt und a,b € R. Dann
gelten:

(a) Dy(aX1 + bXQ) = aDy X, + 0Dy Xs.
(b) Dy (f - X) = dy(,f - X + f - Dy X.
(c) dg(X1, X2)(Y) = g(Dy X1, X5) + g(X1,Dy X).

Genauer: u(p) := g,(X1(p), X2(p)) definiert glattes v : M — R, analog fiir die Summanden auf
der rechten Seite. du(Y’) bezeichnet die Funktion p — m2(dpuY (p)) : M — R, wobei m : R? — R
Projektion auf die zweite Komponente.

(d) Day1+by2X = aDle + bDYZX
(e) Df.yX = f . DyX
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4.2 Paralleltransport

DEFINITION 4.9
Ein tangentiales Vektorfeld X langs « heifit (Levi-Civita-)parallel, falls %X =0.

BEMERKUNG 4.10
Seien X, Y zwei parallele Vektorfelder lings «. Dann gelten:
(1) ga()(X,Y) ist konstant auf I; insbesondere haben parallele Vektorfelder konstante Lénge.

(2) Der Winkel arccos 9o () (X, 1) ist konstant auf I.
\/ga(-)(XaX)'ga(-)(Y’Y)

(3) X +Y und ¢- X (c € R) sind parallel langs a.

Sarz 4.11
Seien o : I — M ein Weg, tp € I und v € T, ) M.

Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld langs o mit X (¢9) = v.

BEWEIS

Sei (U, ¢) ein lokales Koordinatensystem bei «(tg). Dann besitzt v eine Darstellung

v = Z vEOkp(a(to))
k=1

fiir gewisse v, € R. Sei J C I Intervall mit ¢y € J und a(J) C p(U), dann setze u(t) := o~ (a(t)) (t € J).

Das System gewohnlicher Differenzialgleichungen erster Ordnung

Xilt) = —i(iuxt)r:;’“(u(t)))xz»(t) = - S au®Xit).  k=L..n

i=1 \ j=1
Xi(to) = v
bzw. mit X () := (X1(t), ..., Xn(t)), A(t) == (ai(t))i= 0 und v = (v1, ..., v,)
{ X(t) = —AWBX(1)
X(to) = v

besitzt nach Picard-Lindelof genau eine Losung X auf J. Nach Satz 4.6 definiert

n
X(t) =) (alt), Xk (t)dp(u(t))) (teld)

i=1
das eindeutig bestimmte, parallele Vektorfeld X ldngs «|; mit X () = v.
Seien nun b := sup(I) und by := sup{b | 3 paralleles Vektorfeld lings oy, 5) mit X (o) = v}. Angenom-
men, es wére by < b, dann wéhle (¢;),en C (to,bo) mit t; — by. Nach Bem. 4.10 hat X konstante Lénge,
d.h. (X(t;)),en konvergiert in R", etwa gegen 0.
Aus Stetigkeitsgriinden ist dann w := (a(bo), @) € Tp(p,)M und wir finden ein Intervall J C I um £ sowie
ein (eindeutiges) paralleles Vektorfeld Y ldngs «|; mit Y (by) = w. Folglich ist X =Y auf JN[ty, by), d.h.
X lasst sich auf [tg, by) U J fortsetzen zu einem Vektorfeld 1dngs a, was im Widerspruch zur Maximalitét
von by steht. |

DEFINITION 4.12

Seien « : [a,b] — M ein Weg, p := a(a), ¢ := a(b). Dann heit P, : T,M — T,M, v — X,(b), wobei
X, das (eindeutig bestimmte) parallele Vektorfeld ldngs « mit X,,(a) = v bezeichnet, Paralleltransport
lings a.

FOLGERUNG 4.13

Der Paralleltransport langs « ist ein isometrischer Vektorraum-Isomorphismus (insbes. g, (v, w) = gq(Pav, Paw)).
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4.3 Geodatische

DEFINITION 4.14
Ein glatter Weg o : I — M heift Geoditische, falls 2o/ (t) = 0 fiir alle ¢ € I.

BEMERKUNG 4.15

(1) Genau dann ist ein Weg o : I — M eine Geoditische, wenn o’ (t) := (a(t), ci(t)) € ToyM™ fiir alle
tel.

(2) Geodétische sind proportional zur Bogenldnge parametrisiert, d.h. g,(.y(a’,a’) = const..

(3) Physikalisch: Die ,Beschleunigung & dient nur dazu, dass die Kurve in der Mannigfaltigkeit bleibt.

BEISPIEL 4.16
Seien Z := S' x R der Zylinder in R? und a, b, c,d € R beliebig. Dann ist o : R — Z mit

cos(at + b)
a(t) := | sin(at + b)
ct+d

eine Geodatische, denn ist N eine der beiden Orientierungen von Z, dann ist

—a? cos(at + b) .
at) = | —a® sino(at +b) | =+a®>N(a(t))

fir alle t € R.

SATZ 4.17

Seien p € M und v € T, M. Dann gibt es ein offenes Intervall I C R mit 0 € I und eine Geodétische
a: I — M mit o/(0) = v und I maximal, d.h. fiir jede Geodétische 8 : J — M mit §'(0) = v gilt
JCITund a =g auf J.

o, := « heifit die mazimale Geodditische durch p mit Anfangsgeschwindigkeit v.
BEWEIS
Lo a glatt mit

Sei (U, ) ein lokales Koordinatensystem von M mit a( ) C ¢(U). Dann ist u := @~
o/ (t) = (a(t), w(t)Oke(u(t))). Nach Satz 4.6 ist 2o’ = 0 nahe ¢, genau dann, wenn u das System
gewohnlicher Differenzialgleichungen zweiter Ordnung

n

() = — 3w )iy (O (u(t) = (P @)l at),  k=1..n

ij=1
mit [*¢ = (I‘W)}EZES 16st. Unter Vorgabe von u(tp) und u(tp) hat dieses System genau eine Lisung
nahe t; auf einem maximalen Existenzintervall I. |

BEMERKUNG 4.18

Sei M kompakt, dann ist jede maximale Geodatische auf ganz R definiert.

SATZ 4.19

Seien M eine durch N orientierte Hyperfliche im R? und v : I — R? eine Bogenlingenparametrisierung
einer Frenet-Raumkurve mit Spur(y) C M.

Dann definiert V., (t) := —7/(t) x (N o7)(t) ein lings v tangentiales Vektorfeld und es gibt genau eine
Funktion » : I — R mit

D
Viel: a'y’(t) = #I(t) - V4 ().
s heilst die geoddtische Krimmung von vy bzgl. M.
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7 ist genau dann eine Geodétische in M, wenn 34 = 0.

Ist 1., (t) := arccos({if, (), (N o y)(t))) (t € I) der Winkel zwischen 7, (t) und N(v(t)), so gelten

25 (t) = Fry (1) sin(y, (1), #(7' (1)) = kir (t) cos(thy (1)),

wobei s(7/(t)) die Normalkriimmung von M in Richtung +/(t) ist und k. die Kriimmung von + als
Raumkurve.

BEWEIS

Sei t € I, dann ist

0= %M (7' (5,7 (1) = 20,1 (iﬂtm’(ﬂ) )

d.h. 2+/(t) € T, ;) M steht senkrecht auf 4/ (t). Also ist 2+/(t) = 54 (t)V,,(t), wenn wir setzen

50(8) = g (7 (0 V3(0)) = (i(0), V5 ).
Wegen 77, (t)L4(¢) ist mit sin(arccos(-)) = £4/1 — (+)?

Ty(t) = {i(), (N o)D) N 0 9)(t) + (7, (8), V3 (£)Va (1) + (77, (1), 4(2)) 3 (1)

=0
= cos(ty(t)) - (N 0y)(t) £ sin(y (1)) - V,(1). -
Nach den Frenet-Gleichungen ist zugleich 4(t) = &~ (¢) sin(¢4(t)), d.h.
%g(t) = <’€v(t)ﬁv(t)7 Vv(t» = £k, (1) Sin(wv(t))'
Schlieflich ist nach Bem. 3.25
(7 (1)) = (9(1), N(3(2))) = #4(t) - cos( (1)) =

DEFINITION 4.20

Sei « : [a,b] = M ein Weg. Die Linge L und die Energie E von « sind definiert als

b b
L) = [ faml@ @) dt E@)i= [ gunla'®.a(0) a.

BEMERKUNG 4.21

Wir nennen « ,proportional zur Bogenlinge parametrisiert”, falls g,(.)(/, a’) = const..

LEMMA 4.22

Fiir einen Weg o : [a,b] — M ist
L(a)* <2(b—a)E(a)

und ,,=* gilt genau dann, wenn « proportional zur Bogenlénge parametrisiert ist.

BEWEIS
Definiere f(t) := ga)(/(t),a’(t)) (t € [a,b]), dann gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

L(a)? = (/ab\/m.1>2g/:f<t) dt-/abl dt = 2(b — a) E(a),

wobei ,=" genau dann der Fall ist, wenn f und 1 linear abhingig sind. |
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LEMMA 4.23
Seien I, J Intervalle in R und ¢: I x J — M glatt. Dann gilt

V(s,t) eI xJ:

D d
s,t) = ET —c(s,t),

Dd(
ds dt

WObel Ji¢ das Geschwindigkeitsvektorfeld von ¢ ~— c(s, t) und 1; ¢ dasjenige von s +— c(s, ) bezeichnet.

BEWEIs
Da dies ein lokales Problem ist, sei (E ¢(I x J) C ¢(U) fiir ein lokales Koordinatensystem (U, ¢) von M.
Setze u := o loc:IxJ— U, dann gilt

31¢0:0 = (e600 Gpowie.n) = (e0:0. 3 0t up(u(s, ).

Nach Satz 4.6 gilt dann

a0 = (c) ’i(a Oun(s,0)+ Y Do, 00 O (ulo 1) hplus.0) ) )

k=1 i,7=1

Wegen Fk‘p = ka (i,7 = 1,...,n) nach Definition der Christoffelsymbole ist dieser Ausdruck symmetrisch
in s,t, woraus dle Behauptung folgt. |

BEMERKUNG 4.24
Seien p,q € M und ¢ : (—¢,€) X [a,b] — M glatt mit c(s, a) —p und c(s,b) = q fiir alle s € (—¢,¢€).

Dann ist das Variationsvektorfeld V : [a,b] — R2HD ¢ s 4 (0 t) von c ein tangentiales Vektorfeld
langs t — ¢(0,1).

Ist «: [a,b] — M ein Weg, dann heilt ¢ eine Variation mit festen Randpunkten von c, falls ¢(0,-) = «.

SATZ 4.25 (Variation der Energie)
Seien p,q € M und ¢ : (—¢,€) X [a,b] — M glatt mit ¢(s,a) = p und ¢(s,b) = ¢ fiir alle s € (—¢,€),

dann gilt
b
D d
=— V(t), ——=—c(0,t) | dt.
5=0 /a ge@) ( ), dt dtC( , ))

BEWEIS

Wegen V(a) = <L¢(s,a)|s—0 = <-p = (p,0) und analog V(b) = (g, 0) gilt

d d
o = a(ver dc<o,b>) g <V<a>, fe0.0))
Hauptsatz b d
= ., dr ~79c(0,t)
b b
d dd
= / 9e(0,t) (dt )s ) dt+ gc(o,t) (V(t)7 dtdtc(o’t)> de
b b
D D d
= / 9e(0,t) <dt > dt + gc(O t) <V( )7 dtdtc(oat)> di
gilt hier ,partielle Integration ohne Rand*:
b D d b D d
Ge(0,t) &V(t)v ac((),t) dt=— [ ge.0) | V(?), &&C(Oat) dt. ()
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Damit erhalten wir

param. Int. ;/ab %gc(o,t) (c(lit (s,1), (ids,t)) dt .
(4.5) /abgcm,t) ((113 éit (5,1). jt (S,t)) d
(4.23) /ab g0 (i; o(s,1), c(lit (s,t)) dt -
(4:24) /ab deton (zv(t)’itc(o’t)> de u

SATZ 4.26

Ist a: [a,b] = M ein Weg, der minimale Energie bzgl. aller Variationen mit festen Randpunkten hat,
so ist « eine Geodétische.

BEWEIS

Angenommen, es gébe ein ty € (a,b) mit 2a/(ty) # 0. Wir wihlen ein lokales Koordinatensystem (U, ¢)
von M und ein offenes Intervall J C [a,b] mit tg € J und a(J) C ¢(U). Definiere v : J — U durch
t— o Y alt )) und ein Vektorfeld X lings u durch X (t) := (dy)p) ' 2/ (t) € T,R" (t € J), d.h
duyeX (t) = F/(t) (t € J).

Wiéhle ein 0 < ¢ € C*°([a, b]) mit supp(¢)) C J und (o) > 0 und definiere fiir

hinreichend kleines € > 0 eine Funktion ¢ : (—¢,€) x [a,b] — M durch

_ [ oult) +spt)X(t) ted
oe,8) = { : a(t) teJ

Dann ist ¢ eine Variation mit festen Randpunkten von a.

Fiir das Variationsvektorfeld V = <¢(0,¢) gilt offenbar v = 0 auf [a, b]\J sowie

VS TV = Toelul) + 0K ()] = e OX(E) = vie) e’ (),
d.h.
d D / /
s == oo (v 50 at== [ wlga (R0, 5e'0)) @ <o,

wegen der Minimalitat der Energie miisste aber %E (c(s, j)|S:0 = 0 gelten, ein Widerspruch.

Damit ist o = 0 auf (a,b) und wegen der Stetigkeit damit auch auf [a, b]. [ ]

KOROLLAR 4.27

Ist « : [a,b] — M ein proportional zur Bogenldnge parametrisierter Weg, der minimale Lénge bzgl.
aller Variationen mit festen Randpunkten hat, dann ist « eine Geodatische.

BEWEIS

Nach Lemma 4.22 hat o genau dann minimale Lénge bzgl. aller Variationen mit festen Randpunkten,
wenn « minimale Energie bzgl. aller dieser Variationen hat. ]

BEMERKUNG 4.28

Geodatische sind i.A. nicht Energie- oder Lange-minimierend. Zwei auf einem Grofskreis liegende Punkte
von S? C R? kénnen beispielsweise in der Regel mit zwei Geoditischen verschiedener Linge verbunden
werden.
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4.4 Die Exponenzialabbildung

DEFINITION 4.29

Fiir v € M bezeichne o, : I(v) € R — M die maximale Geoditische mit o/(0) = v. Dann heifst
exp: D CTM — M, exp(v) := a,(1) mit D :={v e TM |[0,1] C I(v)} die Ezponenzialabbildung
von M.

Fiir p € M setzen wir D), := DN T, M und definieren exp, : D), := DNT,M — M, exp,(v) := exp(v).

BEISPIEL 4.30
Sei M =$2. Fiir v € T, M ist dann der Grofkreis

v

ay R — M, t— cos(||v]|[t)p + sin(]|v]|t)

<N

die maximale Geodétische. Also sind D = TM und exp : T,M — M ist gegeben durch

v

exp : v = cos([[v]|)p + sin([[v]])

St

BEMERKUNG 4.31
Nach Bem. 4.18 ist D = T M, falls M eine kompakte Mannigfaltigkeit ist. ¢

DEFINITION 4.32

Sei X ein tangentiales Vektorfeld auf M. Die mazimale Integralkurve von X durch p € M ist diejenige
Kurve v, : I(p) € R — M mit 7,(t) = X (7,(t)) (t € I(p)) und 7,(0) = p, wobei I(p) maximal gewéhlt.

LEMMA 4.33

Seien X ein glattes, tangentiales Vektorfeld auf M und K C M kompakt. Dann gibt es ein € > 0 und
eine offene Umgebung V von K mit Vp € V : (—¢,€) C I(p) und ¢ : V X (—¢€,€) — M, ¥P(p,t) := 7,(t)
ist glatt.

BEWEIS

Da K kompakt, geniigt es, fiir fest gewédhltes pg € K ein passendes € und V zu finden. Wéhle also ein
lokales Koordinatensystem (U, ¢) bei pg, dann definiert Y (z) := (d.p) !X (¢(z)) (z € U) ein glattes
Vektorfeld auf U und es ist a : I — ¢(U) eine Integralkurve von X < 3 := ¢ loa : I — U ist eine
Integralkurve auf Y.

Nach der ,Differenzierbarkeit bzgl. den Daten“ aus der Theorie gewohnlicher Differenzialgleichungen exis-

tieren daher zu zo = ¢ '(pg) ein € > 0 und eine offene Umgebung W C U von zp und dazu ein

¥ : (—€,€) x W — U mit den geforderten Eigenschaften. Dann hat ¢ := ¢ o ¢ die verlangten Eigenschaf-

ten. |
SATZ 4.34

Der Definitionsbereich D von exp ist offen in TM und exp : D — M ist glatt.

BEWEIS

Wir fassen TM als 2n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2"*t1 auf und definieren auf TM den
Geoddischen Spray X : TM — TM x R2"+1 durch

X v =(p,d) — (v,,—g(v, Vo N)N(p)),

wobei N ein bei p glattes Einheitsnormalenfeld auf M sei. Dann ist X wohldefiniert und ein glattes,
tangentiales Vektorfeld an T'M. Fiir dieses gelten:
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(1) Ist @ = ey : I — M eine (maximale) Geodétische, dann definiert v, := o) : I — T'M die (maximale)
Integralkurve von X in v und

(2) Ist v = 7, : I — T'M eine (maximale) Integralkurve an X in v, dann definiert o, := v, die (maximale)
Geodaétische a, : I — M.

Die Geodétischen auf M entsprechen also umkehrbar eindeutig den Integralkurven an X via o), = 7,.

Nach Lemma 4.33 existieren zu v € D eine offene Umgebung V' C T'M des Kompaktums «/ ([0, 1])
und ein € > 0, so dass zu jedem w € V die maximale Integralkurve von X auf (—e,€) existiert und
Y 0 Vo= TM, w — 7,(t) fir festes t € (—¢,¢€) glatt ist. Weiter gilt wegen der Eindeutigkeit von
Integralkurven, dass ¢si¢(w) = (¢s 0 ) (w) fiir s,t € (—e€,€) und w,P(w) € V. Sei nun N € N mit
% < €, dann ist

b

—_——

j-mal

N-1
Wi= () (@iomops) (V) CTM
j=1

definiert, offen und fiir alle w € W ist v, und damit auch «,, auf [0,1] definiert. Aufferdem ist mit
Y [0,1] x W — TM, (t,w) — 7,(t) auch oy, : [0,1] — M glatt. Damit besitzt jedes v € D eine offene
Umgebung W C D und exp : D — M ist glatt. |

BEMERKUNG 4.35

Fir jedes v = (p,0) € T,M definiert ¢ — exp(tv) die maximale Geodétische o, : I(v) — M. Wegen
ay(8) = ap(ts) ist ndmlich fiir s = 1 insbesondere exp(tv) = ay, (1) = @, (t). Speziell ist mit v € D auch
tv € D fiir t € [0,1]. ¢

SATZ 4.36

Zu jedem p € M existiert eine offene Umgebung U, C T, M von 0, so dass exp,, : U, — exp(U,) € M
ein Diffeomorphismus ist mit exp,(0) = p.

BEWEIS

Wir zeigen, dass das Differenzial dg exp,, : To(T, M ) — T, M invertierbar ist, dann folgt die Behauptung
aus dem Satz von der inversen Funktion.

Sei (0,v) € To(TpM). Setze 5 : I — T,M, ((t) := tv, dann ist (0,v) = §'(0), d.h.

do exp,,(0,v) = (expof3)'(0) = %exp(tv) = ¢, (0) = v. [ ]
t=0

DEFINITION 4.37

Sei (v1, ..., v, ) eine Orthonormalbasis des T, M. Der Isomotphismus A : R™ — T, M sei gegeben durch
T Ar =)0 ;.

Die Riemannschen Normalkoordinaten (U, ¢) bei p sind definiert als
U:=A"'U, CR", ¢(x) = exp,(Ax) € M.

Bezeichne ¥ : (0,00) X (—m,7) x (—m,m)" 2 — R™"\{t < 0} x {0} x R"™2, (r,0) — ¥(r,0) die
n-dimensionalen Polarkoordinaten, dann definiert

U:=(Ao \Il)fl(Up), @(r,0) == exp,((A o W)(r,0))

ebenfalls eine lokale Parametrisierung (U, ¢) von M bei p, die Riemannschen Polarkoordinaten.

BEMERKUNG 4.38
(1) Fiir die Riemannschen Normalkoordinaten (U, ¢) gelten g7;(0) = d;; und 9xg;;(0) = 0.
(2) Fiir die Riemannschen Polarkoordinaten (U, ¢) gelten g, (r,0) = 1 und gfy (r,60) = 0. ¢
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4.5 Die Abstandsfunktion

WIEDERHOLUNG 4.39

(1) v : [a,b] — M heilit ein stickweise glatter Weg, falls v stetig ist und eine Zerlegung des Intervalls
Z = (to,t1,...,tn) C [a,b] existiert mit a =to < t; < ... <ty = b, so dass v|,_, ) glatt ist fiir jedes
i=1,..,N.

(2) Die Linge von + ist definiert als L(y) := Zfi1 LYty 1))
(3) Ist M zusammenhéngend, dann lassen sich zwei Punkte p,q € M durch einen stiickweise glatten Weg
verbinden, denn jeder Punkt von M besitzt eine wegzusammenhéngende Umgebung in M.

(4) Die Abbildung d : M x M — R mit d(p, q) := inf{L(y) | v ist stiickweise glatter Weg von p nach ¢}
definiert eine Metrik auf M. Diese ist dquivalent zur Einschriankung deu |arxas der euklidischen
Metrik auf M, d.h. die erzeugten Topologien stimmen {iberein.

(5) Nach Satz 4.36 eixistiert zu jedem p € M ein € > 0, so dass auf B.(p) := {¢ € M | d(p,q) < €}
Riemannsche Polarkoordinaten eingefiihrt werden kénnen.

(6) Ist M kompakt, so ist dies mit einem vom betrachteten Punkt p € M unabhéngigen e mdglich:
Uberdecke M mit lokalen Systemen (Up,,) Riemannscher Polarkoordinaten, wihle eine endliche
Teiliiberdeckung aus {¢,(Up) | p € M} von M und wihle unter den endlich vielen zugehérigen €, das
kleinste. ¢

SATZ 4.40

Seien p € M und (U, ¢) ein System lokaler Riemannscher Polarkoordinaten auf B.(p). Dann existiert
zu jedem g € Bc(p), d(p,q) = p, (bis auf Umparametrisierung) genau eine Geodétische « : [a,b] — M
in B,(p) mit a(a) = p und a(b) = q.

Diese ist die kiirzeste Verbindung von p und ¢, d.h. L(a) = p.
Lokal sind Geodatische also die kiirzesten Verbindungskurven auf M zweier Punkte p,q € M.

BEWEIS

Sei v : [0,T] — M ein stiickweise glatter Weg mit v(0) = p und (7T) = ¢. Dann besitzt v in Rie-
mannschen Polarkoordinaten eine Darstellung ~(t) = ¢(r(t), 6(t)) mit glattem r und stiickweise glattem
0= (61,...,0n—1) (— Bild(¥)).

Dann gilt auf den Teilintervallen Iy, := [tg_1,tx] (k=1,...,N):

L(ylr,) = j 2295 ((r 0%)(8))is(t)i; (t) db - = j Vi ((r, 08) ()7 ()7 (t) dt

ol = frmar = ) -,

tr—1

d.h. L(y) > p, wobei genau dann Gleichheit gilt, wenn

>0 auf0,7]
29959?01’?9}“ =0 auf [tp_1,t], d.h. 6% konstant auf [t;_1, 1]
ij

Also ist v eine Umparametrisierung von ¢t — ¢(¢,6,) : [0, p] — B(p, q).

Die Geodétischen in Riemannschen Polarkoordinaten haben aber gerade die Gestalt ¢ — ¢(t, ). u
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4.6 Riemannscher Kriimmungstensor und Riccitensor

NoOTATION 4.41
Im Folgenden seien V, W, X, Y glatte tangentiale Vektorfelder auf M und (U, ¢) ein lokales Koordinaten-
system. Wir definieren die Koordinatenfunktionen von v; = vy : U — R (w;, z;,yi, z;) von V. (W, X, Y, Z)
durch .

V(o) = (#le): 3 u(@)0s(a)). .

i=1

DEFINITION 4.42
Die zweite kovariante Ableitung von Z nach V, W ist gegeben durch

D wZ :=Dy(DwZ) —Dp,wZ: M — TM.

BEMERKUNG 4.43 (lokale Darstellung der zweiten kovarianten Ableitung)
(1) Es gilt D}y Z(p) € T, M fiir alle p € M.
(2) In lokalen Koordinaten (U, ¢) gilt

D3 2)(0(@) = (@), 3 un(@)0n(o))
m=1

mit
n
Uy, = Z(@ Zm VW F Z F (Okz) (viwy + vgw;) — Z F 8kzm Jviw;
ij=1 ijk=1 ijk=1
n n
Y ((E)ir;@m) Ly rf;nrfj)viwjzk)
ijk=1 1=1

(3) In lokalen Koordinaten hingt (D3 Z)(¢(z)) also nur von V(p), W(p) und partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung von Z in p ab. Wir definieren daher mit v = V(p), w = W(p):

D27 : T,M x T,M — T, M, (D2Z)(v,w) := (D34 Z) (p). ¢

DEFINITION 4.44

Der Riemannsche Krimmungstensor R ist definiert durch

R(V,W)Z :=D%yZ — D% Z : M — TM.

BEMERKUNG 4.45 (lokale Darstellung des Riemannschen Kriimmungstensors)
(1) Es gilt (R(V,W)Z)(p) € T,M fiir alle p € M.
(2) In lokalen Koordimaten (U, ¢) gilt

(RVW)2)(6t2) = (ol lZ (; Ry (a)2e(o) ) o)
mit
Rf, =

(3) Fiir p € M héngt (R(V,W)Z)(p) nur von v = V(];), w = W(p) und z = Z(p) ab. Wir definieren
daher

n
l l l m ! m
QL7 = QT8 + > (Ch T =Ty = TE0).

R, : T,M x T,M x T,M — T,M, R,(v,w)z = (R(V,W)Z)(p).
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(4) Der Riemannsche Kriimmungstensor hat die Darstellung
R(V,W)Z =Dy(DwZ) —Dw(DvZ) — Dy,wZ
mit der Lie-Klammer [X,Y] := VxY — Vy X : M — TM. Diese definiert ein glattes, tangentiales

Vektorfeld an M.

(5) Fiir die Koordinatenvektorfelder E; == EY : M — T,M, o(z) — (¢(z),(di¢)(x)) (x € U) bzw.
p (p, (i) (01 (p))) (p € 0(U)) gilt [E;, E;] =0, d.h. R(E;, E;) ist ein MaR dafiir, inwieweit D,
und Dg; miteinander vertauschen. ¢

SATZ 4.46 (Gauk-Gleichung)
Seien p € M, N eine Orientierung von M bei p und v,w, z € T, M. Dann gilt

R,(v,w)z = g,(Lpw, 2).Lpv — gp(ZLpv, 2) Lpw.

BEWEIS
& gelten V = E; und W = E;. Man rechnet nach, dass

(Dg,(Dg, Z2) = Dg, (D, 2)) — (L E), 2) LB — (LB, 2) 4, E;) = f - N
fiir eine glatte Funktion f : ¢(U) — R. Damit ist
(Dp:(Dp,2) = D, (D5, 2)) = (LB, 2) Ly Ei = (£Ei, 2) 2, Ey) € T,M N T,M* = {0},
dh. Dg, (D, Z) — D, (D, Z) = (L, E;, 2).%,E; — (L, By, Z) .4, E;. n

KOROLLAR 4.47

(1) Sei (wi’?(az))}ézfs die Matrixdarstellung der Weingartenabbildung bzgl. einem lokalen Koordina-
tensystem (U, ) bei p = p(z) bzgl. der natiirlichen Basis von T, M, dann gilt

Ri (@) = hfy (@)wf (v) — h (2)wf ().
(2) Fir v, w,x,y € T,M gelten die Gleichungen

R,(v,w)x = —Ry(w,v)z,
gp(Bp(v,w)z,y) = gp(Rp(2,y)v,w),
9p(Bp (v, w)z,y) —gp(Bp(v, w)y, )

sowie die Erste Bianchi-Identitdt
R, (v,w)x + Ry(w,z)v + Rpy(x,v)w = 0.
(3) Mit R;‘;kl(m) = (o) (R(EY, EY)EY, EY) erhalten wir in lokalen Koordinaten

z]kl Z Rz]kgal bzw. ng]k = Z Rzgklgcp

Die Gleichungen in (2) iibersetzen sich dann in

¥ _ ®
Rijkl - _Rjilcl7
P _ P
Rijkl - Rklij’
® _ ®
Rijkl - _Rijlk

sowie

Ry + R+ Ry = 0.
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KOROLLAR 4.48 (Theorema egregium)

Seien ey, ...,e, die Hauptkrimmungsrichtungen von M in p mit zugehorigen Hauptkriimmungen
AL, oy A, A Z(e;) = Nie; (i =1, ...,n). Dann gilt nach der Gauf-Gleichung fiir ¢,j € {1,...,n}:

Ip(Rp(eisej)ej, ei) = AiA;.
Speziell fiir dim(M) = 2 erhalten wir das Theorema egregium

K(p) = gp(Rp(ei, e5)e;, €;).

BEMERKUNG 4.49
(1) Seien dim(M) =2, p € M und v,w,z € T, M. Dann gilt

| Ry(v,w)e = K(p)(gy(w, 2)v = gy(v,2)w) |

Sei némlich S : (T,M)* — R eine Multilinearform, die fiir v, w, z,y € T,M die folgenden Symmetrien
erfiillt:
—S(’U}, v,T, y) = S(U’ w, T, y) = —S(’U}, v,Y, l‘)

Sei (e1, e2) eine Basis von T, M, dann ist S schon durch den Wert S(eq, es, e1, €2) eindeutig festgelegt,
denn
S(v,w,z,y) = (viwz — vaw1)S(er, e2, 2, y) = (viwz — vow1)(T1y2 — 22y1)S (€1, €2, €1, €2)
mit v = vie; + vees, W = wiey + waes, T = T1€1 + Taez, Y = y1€1 + y2e5. Nun sind
Sl(vvwv‘ray) = gp(Rp(vaw)xay)v
Sa(v,w,z,y) = K(p)(gp(w,)gp(v,y) — gp(v, ¥)gp(w,y))
solche S und nach dem Theorema egregium gilt speziell mit der Basis (e1, e2) der Hauptkriimmungs-

richtungen:
Si(e1,ea,e1,e2) = —K(p) = Sa(e1, €2, €1, €2).

Damit ist S; = Ss.
(2) In lokalen Koordinaten (U, ¢) gilt

R;pﬂlk(w) = (K © (p)(m)(gfk(x)(slz - gﬁ(m)élj) ¢

DEFINITION 4.50

Fiir v,w € T,M definiere v x w := /g,(v,v)gp(w, w) — gp(v, w)2.
Fiir einen zweidimensionalen Unterraum ¥ von 7, M mit Basis (v, w) heifit

K,

P

— gP(Rp(U’w)w7v)
(%)= (v*w)?

die Schnittkrimmung von X bei p.

BEMERKUNG 4.51

(1) Kp(X) ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der gewéhlten Basis (v, w). Sei némlich (eq,es) eine
Orthonormalbasis von ¥, dann gilt mit der Multilinearitéit von R und den Symmetrien aus Kor. 4.47

(2):

9p(Rp(v,w)w,v) = (viws — vowy)gp(Ry(e1, e2)w, v) = (viwa — vows)?gp(Ry(e1, e2)er, €2).
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Mit e * eo = 1 und v * w = (viwe — vowy)? folgt

gP(RP(Uv w)wv ’U)

Ky,(%) = = gp(Rp(e1,e2)ea,e1).

(vwe — vowy)?

(2) Mit allen g,(Rp(v,w)x,y) kennt man auch alle R,(v, w)z, also R,. Die g,(R,(v, w)z,y) wiederum
sind durch Kenntnis aller Schnittkriimmungen K (z1, z2) := K (span(z1, z2)) eindeutig bestimmt. ¢

DEFINITION 4.52
Sei p € M. Die Bilinearform Ric, : T,M x T,M — R, gegeben durch

spur(y — R, (v, y)w)
n—1

Ric, (v, w) =

heiflt der Riccitensor in p.

BEMERKUNG 4.53
(1) Ric,, ist symmetrisch, d.h. es gibt genau eine lineare, symmetrische Abbildung @ : T,M — T, M mit
gp(Qu,w) = Ricy(v,w) (v,w € T, M) (Riesz). Die Skalarkrimmung von M in p ist gegeben durch

spur(Q)

n

Sc(p) :=

(2) Ist (eq, ..., e,) eine Orthonormalbasis von M, dann gilt

1,
:E;Rlcp(eivei): (n—1) ng p(eir€j)e;, €).

1]1

(3) Speziell im Fall dim(M) = 2 ist nach dem Theorema egregium Sc(p) = K (p):

Sc(p) = %(gp(Rp(eh ex)ez,e1) + gp(Rp(ez,Bl)el, e2)) = K(p). ¢

BEMERKUNG 4.54 (lokale Darstellung von Riccitensor und Skalarkriimmung)
Sei (U, ¢) ein lokales Koordinatensystem von M bei p = ¢(z). Setze R, (z) := Ric,(E7, E}), dann

R ( ZRW Z RE(@)gi(),  Sc(p(x) = % S RA(@)g (). #

nn—1) :
jl 1 k=1
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4.7 Innere Geometrie von Hyperflaichen

VORBEMERKUNG 4.55

Als ,Grofen der inneren Geometrie“ einer Hyperfliche M bezeichnen wir diejenigen Groéfen, die man
durch Kurvenldngenbestimmung und Ableiten beschreiben kann.

(1) Kennt man die erste Fundamentalform, so ist die Lange einer Kurve « : [0,7] — M gegeben durch
T
L{a) = [y |la/(7)]] dr.
(2) Kennt man umgekehrt die Lénge einer jeden Kurve auf M, dann ist wegen ||/ (0)|| = %L(a|[07t])|t:o
und g, (v, w) = 3(||v +w|> = |[v||* = |w|[*) (v,w € T,M) auch die erste Fundamentalform bekannt.

Grofsen der inneren Geometrie sind also genau diejenigen, die nur von der ersten Fundamentalform ab-
hangen. ¢

DEFINITION 4.56
Seien M, N Hyperflichen im R**! und ® : M — N ein Diffeomorphismus.
® heifit eine Isometrie, falls fiir alle p € M und alle v,w € T, M gilt

gé”(v, w) = gg(p)(dpfﬁ(v),dp<1>(w)).

In diesem Fall heifen M, N isometrisch.

M heilt lokal isometrisch zu N, falls zu jedem p € M eine offene Umgebung V und eine Isometrie
®:V — &(V) existieren.

M, N heiflen lokal isometrisch, falls M lokal isometrisch zu N und N lokal isometrisch zu M.

BEMERKUNG 4.57
Seien M, N Hyperfliichen im R"*1, (U, ¢) ein lokales Koordinatemsystem von M und @ : o(U) — ®(¢(U))

eine Isometrie. Dann ist (U, ® o @) ein lokales Koordinatensystem von N und es gilt g?}w = gf; auf U:
Seien ¢ := ® o, z € U und p = p(x), dann
g;bj ('7;) = Gy(x) (de(ez)a d.l,w(ej)) = Ga(p) (dpq)dw@(ei)v dpq)dzw(ej)) ¢

9p(daip(ei), dup(e)) 95;().

DEFINITION 4.58

Geometrische Groflen, die sich unter lokaler Isometrie nicht d&ndern, heiffen die Grdfien der inneren
Geometrie.

BEMERKUNG 4.59

Damit sind alle Grofsen, die nur von der ersten Fundamentalform abhingen, Grofen der inneren Geome-
trie, zum Beispiel

(1) Flachenelement (4) Skalarkriimmung

(2) Riemannscher Kriimmungstensor (5) Gauk-Kronecker-Kriimmung fiir dim(M) gerade
(3) Riccitensor (6) Kovariante Ableitung.

Keine Grofen der inneren Geometrie sind

(1) zweite Fundamentalform (3) Hauptkriimmungen

(2) Weingarten-Abbildung (4) mittlere Kriimmung ¢

KOROLLAR 4.60
Es gibt keine perfekten Landkarten, d.h. es gibt keine lokale Isometrie der Kugel S? auf die Ebene R2.

BEWEIS
Die Gaufkriimmung bleibt unter lokaler Isometrie erhalten, aber Kg2 =1 # 0 = Kge. |
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4.8 Jacobi-Felder

DEFINITION 4.61
Sei a: I — M ein glatter Weg. Ein glattes, tangentiales Vektorfeld X langs « heiflt Jacobi-Feld, falls

DD

T3 X () = —ROX(0).0'0)a ()

BEMERKUNG 4.62

Die Jacobi-Felder sind durch die Vorgabe X (ty), 2>X(to) eindeutig bestimmt und bilden einen 2n-
dimensionalen Vektorraum.

Seien ndmlich Ey, ..., B, lings « parallele Vektorfelder, die in einem (und damit jedem) Punkt eine Or-
thonormalbasis bilden. Mit der Einfiihrung von Koordinaten z1, ..., z, fiir X(t) = > i, ;(¢)E;(¢) und

At) = (aij(t))}g;’z, gegeben durch a;;(t) = ga) (R(E;(t), o/ (1)) (), Ej(t)), ist dann

n

th Z% Ei( RIX(),a/ ()’ (t) = 3 wi(t)ay (1) Ei(t),

ij=1

d.h. X ist genau dann ein eindeutig bestimmtes Jacobi-Feld, wenn die Koordinaten x; von X folgendes
System l6sen:
() = —A@)x(t)
l‘(to) = X . |
IL’(to) = I

BEMERKUNG 4.63

Ist o : I — M eine Geodétische, dann heift ein glattes ¢ : (—e€,€) x I — M mit ¢(0,-) = « eine geoddtische
Variation von «, falls ¢(s, ) eine Geodétische ist fiir jedes s € (—¢, €). ¢

SATZ 4.64

Ist ¢ eine geodétische Variation von «, dann ist das zugehdrige Variationsvektorfeld V := L¢(s, -)|s—o

1
ein Jacobi-Feld langs a. ~

BEWEIS
Da c(s,-) Geodétische fiir s € (—¢, ), gilt 2 Le(s,t) =0 fiir alle ¢ € I, also

bbd _DDbDd  ,(d dNd _DDd  ,rd d\d
T dsdtdt’ didsdi s at’) @ ardt ds s @) a”

Auswerten in s = 0 liefert
V + R(V, o)’ [ ]

SATZ 4.65

Seien « : I — M eine Geodéatische und X ein Jacobi-Feld ldngs . Dann ist X das Variationsvektorfeld
einer geodétischen Variation von «.
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4.9 Ausblick: Topologische Mannigfaltigkeiten

DEFINITION 4.66

Eine n-dimensionale, topologische Mannigfaltigkeit M ist ein Hausdorffscher topologischer Raum mit
abzahlbarer Basis, der lokal hom6omorph zum R™ ist.

Eine Abbildung 0 : C*°(M,R) — R heifst Derivation bei p € M, falls O linear ist und die ,,Produktregel”
erfiillt, d.h. falls fiir alle f,g € C°>°(M,R) und alle «, 3 € C gilt

d(af + Bg) = adf + oy, (f-g9)=0f-g(p)+ f(p)- 0y
Die Menge D, M aller Derivationen bei p kann mit einer Vektorraumstruktur versehen werden via
(a0 + BO2)(f) = adi(f) + BO2(f) (01,00 € DpM, a, 8 € R).

Der Tangentialrawm von M bei p € M ist T,M = {[y], | v € C>(I, M), v(0) = p}.

BEMERKUNG 4.67
Speziell fiir Teilmannigfaltigkeiten M C R™ ist 4/(0) — [7], eine Bijektion. ¢

DEFINITION 4.68

FEine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine ,differenzierbare” Mannigfaltigkeit mit einer ,Riemann-
Struktur gy(-,-), d.h. p +— g, muss eine symmetrischen Bilinearform sein.

BEMERKUNG 4.69

Man kann zeigen, dass auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit eine Riemann-Struktur existiert. 4

DEFINITION 4.70

Ein affiner Zusammenhang D auf einer differenzierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeit ist eine Ab-
bildung D : VM? — VM, VM die Menge aller (tangentialen) Vektorfelder, (X,Y) — DxY’, so dass fiir
alle f,g € C°°(M,R) und alle X,Y,Z € VM gelten:

Dfx+gy(Z):fDXz+gDyZ DX(fY+gZ):fDXZ+gDyZ.

BEMERKUNG 4.71

Damit konnen wir Begriffe wie ,paralleles Feld“ und ,,Parallelverschiebung® definieren. ¢

DEFINITION 4.72

Ein affiner Zusammenhang D auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) heifst vertrdaglich mit g,
falls die Abbildung g,(.)(Xv, Xw) fiir alle X, V, W konstant ist (,Normvertréglichkeit).

D heilt symmetrisch, falls DxY — Dy X = [X,Y] (= X(YV) - Y(X)).

BEMERKUNG 4.73

Zu jeder differenzierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert genau ein affiner Zusammen-
hang D, der vertréglich und symmetrisch ist. Dieser heiflt Levi-Civita-Zusammenhang. ¢

DEFINITION 4.74

Eine differenzierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit M heifst geoddtisch vollstindig, falls fiir alle p € M
eine ,,Exponenzialabbildung” exp,, : T,M — M auf ganz T),M definiert ist.

Satz 4.75 (Hopf-Ruiov, 1931)
Sei M eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:

(1) M ist geoditisch vollsténdig.
(2) Abgeschlossene, beschrinkte Teilmengen von (M, d) sind kompakt (d ,,Abstandsfunktion®).
(3) (M, d) ist vollstandig.
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