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0 Gruppen, Ringe, Korper 0.1 Algebraische Grundstrukturen

0 Gruppen, Ringe, Korper

0.1 Algebraische Grundstrukturen

GRUNDLAGEN 0.1

Sei ab jetzt X stets eine nicht leere Menge.

(1) (X, ) heifst eine Magma, falls * eine Verknipfung auf X ist, d.h. falls x: X x X — X, (z,y) — zxy
eine Abbildung ist.
Beispiele hierfiir sind (P(X),\), (P(X),N), (P(X),U). O

(2) Eine Magma (X, *) heifit eine Halbgruppe, falls x assoziativ ist, d.h. falls fiir alle z,y,z € X gilt:
Zum Beispiel sind (N, +), ({2n | n € N}, +), ({2n | n € N}, ) Halbgruppen. O

(3) Eine Halbgruppe (X, x*) heift ein Monoid, falls (X,*) ein neutrales Element besitzt, d.h. falls ein
e € X existiert, so dass fiir alle v € X gilt: exx =z =z xe.

e ist in dem Fall eindeutig bestimmt.
Betrachte M := {1,2,3} und A := {id, f,¢,h} mit f =1, g =2 und h(1) =2, h(2) =1, h(3) =3,
wobei id, f,g,h : M — M. Dann ist (A, o) ein Monoid. %

(4) Eine Halbgruppe (X, *) heifit eine Gruppe, falls jedes Element invertierbar ist, d.h. falls zu jedem
z € X einy € X existiert mit zxy=e=y*xz.

Auch die Inversen sind eindeutig bestimmt.

Wichtige Beispiele sind die Gruppe der reellen (nxn)-Matrizen (R"*", 4), die Kleinsche Vierergruppe

und (QT, ). O
(5) Eine Gruppe (X, *) heifst abelsch, falls * kommutativ ist, d.h. falls Vo,y € X :zxy =y * x.

Beispiele sind neben den zuvor Genannten etwa (P, A) und ({1, —1,¢, —i}, ).

Die Menge der invertierbaren (n x n-Matrizen bildet mit dem Matrixprodukt eine nicht abelsche
Gruppe. o

(6) (X,+, ") heift ein Ring, falls + und - Verkniipfungen auf X sind, so dass (X, +) eine abelsche Gruppe
ist, (X, -) eine Halbgruppe und fiir alle z,y, z € X die Distributivgesetze x - (y + z) = (z - y) + (z - 2)
und (z+y)-z=(x-2)+ (y-2) gelten.

n .
Beispiele: (Z,+, ), (Z x Z,+,"), RIX] = {32 a:X'| n € Z, a; € R}, (P(X), A,0), (Z[i],+,).
i=0
Fiir gewohnlich betrachten wir kommutative Ringe mit Einselement, d.h. Ringe (X, +,-), bei denen

(X, ) ein kommutativer Monoid ist. Beachte aber: Die Matrizengruppe ist nicht kummutativ. %

(7) Sei (X,+,-) ein Ring. (X, +, ) heift ein Kdrper, falls (X\{0},-) eine abelsche Gruppe ist, d.h. falls
(X, 4+, ) ein kommutativer Ring mit 1 ist, in dem jedes von 0 verschiedene Element bzgl. - invertiervar

1st.

Beispiele: (Qa =+, ')7 (]Ra =+, ')v (C, =+, ')7 R(X) = {g | p,q € R[X]v q 7£ 0}7 Fy = ({Oa 1}3 +, ) O
(8) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. A heift ein R-Modul, falls es eine Verkniipfung R x A — A,

(r,a) — ra gibt, so dass gelten:

(a) (A, +) ist eine abelsche Gruppe.

(b)Vg,r €R, a,be A:r(a+b) =ra+rbund (¢+r)a = qa+ra.

(c)Vg,r € R, a € A: (rq)a = r(qa).

(d) Vae A:1la=a.

Ist R sogar ein Korper, so heifit A ein R-Vektorraum. O
(9) Ist A ein R-Modul, der zusitzlich eine innere Verkniipfung A x A — A, (a,b) — ab besitzt, so dass

gelten

(e) Ya,b,c € A: a(bc) = (ab)c,

(f) Va,b,c € A: (a+b)e = ac+ bc und a(b+ ¢) = ab + ac,

(g) Vr € R, a,b e A:r(ab) = (ra)b,

so heift A eine R-Algebra. O
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0.2 Gruppen und Gruppenhomomorphismen

DEFINITION 0.2
Eine Gruppe G ist eine Menge X # () mit einer Vekniipfung *, so dass gelten:

() Va,y,z€ X : (xxy)*xz=x*(y*2).
(2)Jee X:VzeX:exz=x=zxx*e.
B)VzeX :yeX zxy=e=yx*ux.

G heil’t abelsch, falls zusatzlich gilt:
Q) Ve,ye X :xxy=yxxa.

BEMERKUNG 0.3
(1) Ublicherweise bezeichnet man mit G sowohl die Gruppe als auch die Grundmenge: G = (G, *).
(2) Das neutrale Element und die Inversen sind eindeutig bestimmt.

(3) Fiir z,y € G gilt (zxy) L =y txa L. O

BEISPIEL 0.4

(1) Wir betrachten die Menge (Ss) der Symmetrien eines regelméifigen Dreiecks ABC, genauer: die
Menge der Drehung p um den Winkel 60° und der Spiegelungen o4,0p,0¢ an den durch A, B,C
verlaufenden Symmetrieachsen.

Bezeichnen wir die Menge aller Kompositionen dieser Symmetrien mit S3, dann erhalten wir die

Menge Sz = {id, p, p?,04,08,0c} (beachte: z.B. poos = 0c, poog =04, pooc =0p).

(83, 0) erfiillt die Axiome einer Gruppe, ist aber nicht abelsch (denn o4 005 = p # p?> =g o0a).

Az := {id, p, p?} C S5 dagegen bildet mit der Komposition o sogar eine abelsche Gruppe. Die Gruppe

wird von p erzeugt, d.h. A3 = {p" | n € Z}; man nennt Az daher auch zyklische Gruppe Ordnung 3

(da p3 =id). O
(2) Sei m € N, m > 2. Dann gibt es fiir jedes z € Z eindeutig bestimmte ¢, € Z mit z = gm + r und

0 <r < m — 1. Wir bezeichnen die Menge der m-Reste {0,...,. — 1} mit Z,, und betrachten die
Abbildung *: Z — Z,, z+—Z: =1, (mit 2 = g;m +r,).

(Zy,,*) bildet eine abelsche Gruppe, wenn man setzt Va,y € Z,, : x *y := z + y. Das neutrale
Element ist 0; zu = € Z,, ist —z := m — x das Inverse. Z,, heifit die Restklassengruppe modulo m.

Es gilt Va,y € Z,, : x +y = T * 7, d.h. ~ ist ein ,Gruppenhomomorphismus” zwischen den Gruppen
(Z,+) und (Zyy,, *). Weiter gilt Vz € Z,, : Z2=zund Vz €Z:Z =7Z. O

DEFINITION 0.5

Seien (G, *) und (H,4) Gruppen. Eine Abbildung p : G — H heiflt ein Gruppenhomomorphismus,
falls fiir alle f,g € G gilt: p(f * g) = p(f) + p(9).

BEMERKUNG 0.6

1) Sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann p(1g) = 1z und p(g~—*) = (p(g)) L.

2) Mit p: G — H und ¢ : H — K Gruppenhomomorphismen ist auch ¢ o p: G — K einer.
3)id:G—G, g—gund 0: G — G, g+— 1lg sind stets Gruppenhomomorphismus von G in sich.
4) Auf (Z,+) ist fir jedes m € Z die Abbildung Z — Z, z — mz ein Homomorphismus.

(

(

(

(

(5) Ist ¢ ein bijektiver Homomorphismus (ein Gruppenisomorphismus), dann auch ¢=1.
(

(

(

(

)

)

)

)
6) Mit p, o ist auch p o ¢ ein Isomorphismus und es gilt (po )™t = top™t
7) Ist G eine Gruppe, dann bildet Aut(G) := {p: G — G | G ist Isomorphismus} eine Gruppe.
8) Sei G eine Gruppe. G’ C G heifit eine Untergruppe von G, falls (G',+) Gruppe ist.

)

9) Seien p : G — H ein Gruppenhomomorphismus, G’ € G und G’ € H Untergruppen. Dann sind
p(G") € H und p~'(H') C G Untergruppen. Speziell sind das Bild p(G) und der Kern p~t(1p)
Untergruppen. O
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0.3 Ringe und Ringhomomorphismen

DEFINITION 0.7
R := (X, +,) heifst ein Ring, falls + und - Verkniipfungen auf X sind, so dass gilt:

(1) (X,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) (X,-) ist assoziativ.
(3) Es gelten die Distributivgesetze.

Gibteseinl € X mit Ve € X : 1.2 =2 =z - 1, dann heift (X, +, ) Ring mit Eins.
Gilt Vz,y € X : -y =y - x, dann heift X kommutativ.
Gilt Vz,y e X :x-y=0= x =0 oder y = 0, dann heilit X nullteilerfre:.

BEISPIELE 0.8
(1) (Z,+,-) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins (ein Integrititsbereich).

(2) (Zm,+,-) mit Va,b € Z, :a+b:=a+bund a-b:=a-b ist ein kommutativer Ring mit Eins, der
Restklassenring von m. Zy, ist i.A. nicht nullteierlfrei.

(3) Ein besonders langweiliger Ring ist der Nullring ({0}, +,-) (mit 0+0=0-0=0).

(4) Alle ,Korper“ wie Q, R, C sind insbesondere Integritatsbereiche.

(5) Die Menge Z[i] := {a + bi | a,b € Z} bildet einen Ring, den Ring der Gaufischen Zahlen. Dieser ist
kanonisch isomorph zu Z x Z via Z[i] — Z?, a + bi — (a,b).

(6) Ist (G,+) eine Gruppe, dann ist (G, +,-) ein Ring, wobei Va,y € G : -y := 0.

(7) Ist (G,+) eine Gruppe, dann ist (End(G),+,0) ein Ring mit Eins, wenn man fiir ¢,¢ € G setzt
e+ :G—G, g— o(g)+¥(g) und potp: G — G, g p(1(g)); dann ist id das Einselement. ¢

DEFINITION 0.9

Seien (R, +,-) und (S, %, 0) Ringe. Eine Abbildung p : R — S heifst ein Ringhomomorphismus, falls fiir
alle f,g € R gilt: p(f + g) = p(f) * p(g) und p(f - g) = p(f) © p(g)-
Sind R, S Ringe mit Eins, dann heift p unitdr, falls p(1g) = 1g gilt.

BEISPIELE 0.10
(1) Die Inklusionsabbildung ¢ : Z — Q, z +— z ist ein Ringhomomorphismus.

(2) 7:Z — Zy,, x — T ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

(3) Sind p: R — S und ¢ : S — T Ringhomomorphismen, dann ist auch ¢ o p: R — T einer.
(1)
()

5) Fiir festes a € Z ordnet der Finsetzungshomomorphismus Z[X| — Z, p — p(a) jedem Polynom p des
Ringes Z[X] die Einsetzung p(a) € Z zu.

(6) Sei R ein Ring mit Eins. Dann heifit » € R eine Einheit (bzgl. -), falls r invertierbar ist, d.h. falls es
ein g € r gibt mit r¢ = 1.

id:R— R, r—rund 0: R — R, r — 0 sind stets Ringhomomorphismus von R in sich.

(7) Die Einheiten eines Ringes R bilden eine Gruppe, die mit R* bezeichnete Einheitengruppe von R.
Beispielsweise ist Z* = {—1,1}, (Zl:])* = {-1,1, —i,i}.

Fiir die Einheiten in Z,, gilt: a € Z,%, < ggT(a, m) = 1.

(8) Sind R, S Ringe mit Eins und p : R — S ein unitirer Ringhomomorphismus, dann gelten p(R*) C 5%
und Vr € R* : p(r=1) = (p(r)) L. O
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0.4 Korper und Koérperhomomorphismen

DEFINITION 0.11

Ist IC ein kommutativer Ring mit Fins, in dem jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist, dann
heifst K ein Korper.

BEMERKUNG 0.12

Sei R ein Ring. Dann ist R genau dann ein Kérper, wenn R* = R\{0}. O

SaTz 0.13 (Restklassenkorper)

Z.y, ist genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

BEWEIS

=: Seien Z,, ein Kérper und a € N mit a < m. Dann a € Z),, also invertierbar in Z,,. Nach letzten

0.10.7 gilt dann ggT(a,m) = 1. Also Va € N: alm = a = m oder a = 1, d.h. m ist prim.

<: Sei umgekehrt m prim, d.h. Va € Z,\{0} : ggT(a,m) = 1 = a € Z), (wiederum mit 0.10.7)
= 7), = Zn\{0} = Z,, Korper. O

BEMERKUNG 0.14

Jeder endliche Integritétsbereich ist ein Korper: Sei R ein endlicher Integritétsbereich. Dann gibt es zu
z € R\{0} natiirliche Zahlen n,m € N mit n < m und 2™ = z". Da R Integritétsbereich, gilt die
Kiirzungsregel Va,b,c € R, a #20:ab=ac=b=c,dennab=ac=alb—c¢)=0=b—c=0= b=
mit ¢ = 2", b=1 und ¢ = 2™ " erhalten wir £™ " =1, also z2™ "1 =1, d.h. € R*. O

DEFINITION 0.15

Seien (K, +,-) und (L, *,0) Korper. Eine Abbildung p : K — L heiflt ein Kdrperhomomorphismus,
falls fiir alle f,g € K gilt: p(f 4+ g) = p(f) * p(9), p(f - 9) = p(f) o p(g) sowie p(1x) =1f.

BEMERKUNG 0.16

(1) Die Verkettung von Kérperhomomorphismen ist ein Kérperhomomorphismus.

(2) Der einzige Korperhomomorphismus auf Q ist die Identitét.

3) #:C—C, (a+ib) —a—ibbzw. 5 : RxR - R xR, (a,b) — (a,—b) sind Kérperhomomorphismen.
(4)

4H:Q—-R, g— qund R — C, r — r sind Kérperhomomorphismen, sog. Einbettungshomomorphis-
men.

(5) Jeder Korperhomomorphismus ist injektiv: Seien p : K — L ein Kérperhomomorphismus und a,b € K
mit p(a) = p(b), d.h. p(a —b) = 0. Wegen p(K*) C L™ = L\{0} folgt a —b ¢ K*, also a —b =0 und
damit a = b.

(6) Seien p, ¢ prim. Gibt es einen Kérperhomomorphismus p : Z, — Z,4, dann p = ¢ und p=id: Angenom-
men, p # ¢g. Da p injektiv, gibt es keinen Kérperhomomorphismus von F, nach F,. Ein Homomor-
phismus p : F, — F, dagegen wire wegen p(1,) = 1, und p(1,) = p((p+1)1,) = (p+ 11, =p+1
nicht wohldefiniert.

Ist nun p : F, — [, ein Homomorphismus, dann p(k) = p(1+...4+1) = p(1)+...+p(1) = 1+..+1 =k
fiir jedes k € ).

(7) Sei d € Z\{0,1} quadratfrei, d.h. d* ¢ Z. Dann ist Q(v/d) := Q 4+ vdQ := {q+ Vdr | ¢,r € Q} C C,
versehen mit der Addition und Multiplikation von C, ein Korper.

Fiir d € N ist Q(v/d) ein Teilkrper von R; fiir d < 0 liisst sich auch R zu R(v/d) C C erweitern.
Speziell ist C selbst eine Kdrpererweiterung von R: C = R(7). O
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1 Bonusaufgaben I 1.1 Abelsche Gruppen und Morphismen

1 Bonusaufgaben I

1.1 Abelsche Gruppen und Morphismen

*- AUFGABE 1

(a) Sei A eine Menge. Sind (P(A),N) bzw. (P(A),U) (P(-) die Potenzmenge) abelsche Gruppen?

(b) Sei X = (:E”)Effs Additionstafel einer abelschen Gruppe G = (G, +), d.h. G = {ay, ..., a,} mit
a; paarweise verschieden und z;; = a; + a; fiir alle 4, j.
Dann taucht jedes Element aus G in jeder Zeile und in jeder Spalte von X genau einmal auf.
Welche Gruppeneigenschaften werden dabei benétigt?

(¢) Seien G := (G, ) und H := (H, o) zwei abelsche Gruppen. Dann ist auch G x H := (G x H,+)
eine abelsche Gruppe, wobei Gx H := ((¢9,h) | g € G, h € H) und (g,h)+(¢', h’) :== (gxg’, hol').

(d) Die Gruppen Zs X Zs und Z4 sind nicht isomorph.
(4 Punkte)

*- AUFGABE 2

Seien A, B Mengen und *: A x A — A,o: B x B — B Abbildungen (,innere Verkniipfungen®).

Eine Abbildung f : A — B heifst ,Morphismus zwischen (A4, *) und (B, o), falls fiir alle a,a’ € A gilt
flaxa’) = f(a)o f(a).

Seien nun A, B Mengen und f : A — B eine Abbildung. Dann definiert f~! : P(B) — P(A) mit
f7UY) == {z € A| f(z) € Y} einen Morphismus zwischen (P(B),N) und (P(A),N) und einen
zwischen (P(B),U) und (P(4),U).

(4 Punkte)
*- AUFGABE 3
Seien A, B Mengen und f : A — B eine Abbildung. Dann gilt:
£ ist injektiv < VX, Y CA: f(XNY) = f(X) N £(Y).
Dabeiist f(X):={ye B |3z € X : f(x) =y}
(4 Punkte)

*- AUFGABE 4
Sei G = (G, -) eine Gruppe. Dann gelten:

(a) Die Abbildung ® : G — G mit ®(g) := g* definiert genau dann einen Gruppenhomomorphismus,
wenn G abelsch ist.

(b) Die Abbildung ® : G — G mit ®(g) := g~ ! definiert genau dann einen Gruppenisomorphismus,
wenn G abelsch ist.

(4 Punkte)

(freiwilliger) Abgabetermin:
30.11.2009
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1.2 Losungen

LOSUNG 1

(a) (P(A),N) ist im Allgemeinen (genauer: falls A # () keine abelsche Gruppe: Sonst wire A € P(A4) das
(eindeutige) neutrale Element bzgl. N, denn fiir alle X € P(A) gilt wegen X C A, dass X N A = X.
Allerdings findet sich zu @ € P(A) kein X € P(A) mit PN X = A, denn wegen ) N X = () wiire sonst
A = (), was unserer Annahme widerspricht. Also besitzt nicht jedes Element in P(A) ein Inverses und
(P(A),nN) ist folglich keine (abelsche) Gruppe.

Auch (P(A),V) ist fiir A # 0 keine abelsche Gruppe: Andernfalls wire () das neutrale Element bzgl.
U, A € P(A) besitzt aber kein Inverses: Es gibt kein X € P(A) mit X U A = (. O

(b) Tauche in der Spalte j ein Element a € {a1, ..., a, } zweimal auf, etwa in den Zeilen 41 und iz (i1 # i2),
d.h. z;, ; = a = x;, j. Nach Definition der x;; ist dann a;, +a; = a = a;,+a;. Da G nach Voraussetzung
eine abelsche Gruppe ist, existiert ein Inverses —a; von a; in G. Addiert man dieses —a; zu obiger
Gleichung, so ergibt sich a;, = a;, im Widerspruch dazu, dass G' n Elemente hat.

Also taucht jedes Element aus G hochstens einmal in jeder Spalte auf; da X n Spalten und G n
Elemente hat, muss dann jedes Element aus G genau einmal auftauchen.

Fiir Zeilen ¢ argumentiert man analog.

Wir haben dabei die Existenz der Inversen (I) benétigt, die Existenz des Neutralen (N), um {iberhaupt
tiber Inverse sprechen zu kénnen, und die Assoziativitdt (A), um nach Addition von —a; auf beiden
Seiten so umklammern zu kénnen, dass sich a; + (—a;) zu Null addiert. Die Kommutativitat (K)
haben wir nicht gebraucht. o

(c) Seien g,¢’,¢"” € G und h,h',h’' € H. Dann gelten:
(1) Abgeschlossenheit: Da G, H Gruppen, sind g*x ¢’ € G und hoh’ € H, d.h.

(g,h) +(¢',h')=(g*g',hoh') € G x H.
(2) Assoziativitdt: Da G, H assoziativ, sind g (¢’ g"”) = (gxg')*g"” und ho(h'oh”) = (hoh/)oh”,
d.h.
(g:h) + ((g',h) + (9", h")) (9.h) +(g' * g" b o h")
= (9%(9'*g"),ho(h oh”)) ((g*g")*g",(hoh')oh")
= (gxg hol)+(g".0") = ((g,h) +(g",1')) + (¢",h").
(3) Kommutativitét: Da G, H abelsch, sind gx ¢’ = ¢’ *g und hoh' = h’ o h, d.h.

(9. h)+ (g, W)= (gxg' hoh')=(g"*g,h oh)=(g".h") + (g,h).

(4) Existenz des Neutralen: Sei 0, das Neutrale von G und 0, das von H, dann ist (0.,0,) € Gx H
neutral bzgl. +:
(9,h) + (0+,00) = (g% 0., 0 05) = (g, h).

(5) Existenz der Inversen: Seien —¢g das Inverse von ¢ in G und —h das Inverse von h in H, dann
ist (—g,—h) € G x H invers zu (g, h) bzgl. +:

(9:h) + (=g, =h) = (g9 % (=g), h o (=h)) = (0+,00).

Also erfiillt G x H alle Axiome fiir abelsche Gruppen. O
(d) Angenommen, es gibe einen (Gruppen-)Isomorphismus @ : Zg X Zy — Z4. Dann bildet ® selbstinverse
Elemente auf selbstinverse Elemente ab, denn sei z € Zg x Zo mit = + = = (0,0), dann

0=®((0,0)) = d(z + z) = B(z) + &(x),

d.h. auch ®(z) € Z4 ist selbstinvers.

Nun sind offenbar alle vier Elemente von Zg x Zs = {(0,0),(0,1),(1,0),(11)} selbstinvers, aber
nur zwei Elemente von Z, = {0,1,2,3}, ndmlich 0 und 2. Dann kann ® aber nicht bijektiv, also
insbesondere kein Isomorphismus sein, Widerspruch. (]
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1 Bonusaufgaben I 1.2 Losungen

L6sunNG 2
Seien X,Y € P(B) (d.h. X, Y C B) und a € A beliebig.
(1) Wir miissen zeigen, dass f~1(X NY) = f~1(X)Nn f~1(Y). Es gilt:

ac f7HXNY) fla)e XNY
f(a) € X und f(a) €Y
a€ fH(X)und a € f7HY)

ac fFHX)N FHY).

X)U f~YY). Es gilt:

to o

(2) Wir miissen zeigen, dass f~1(XUY) = f~!

—~

ac fTHXUY) fla) e XUY
f(a) € X oder f(a) €Y
a€ f~1(X) oderac f7H(Y)

ae fHX)UIY). O

te o

LosunNg 3
=: Sei f injektiv. Seien X, Y C Aund b € f(X NY), dann gilt

be f(XNY) = FzeXNY:f(z)=b
= JreX:f(r)=bundIyeY: fly)=>
= be f(X)und be f(Y)
= be f(X)n f(Y).

(Hier haben wir nicht mal die Injektivitdt von f benéttigt.) Damit ist f(X NY) C f(X) N f(Y).
Seien nun X, Y C Aund b € f(X)N f(Y), dann
be f(X)NfEY) =  JweX:f(x)=bundIyeY:f(y)=>
TIEY 3, e XY f(2)=b
= be f(XNY).

Damit ist f(XNY) 2 f(X)N f(Y). Insgesamt also f(XNY) = f(X)N f(Y) und das war zu zeigen.
<«: Seien z,y € A mit f(x) = f(y), dann gilt nach Annahme:

F{zynfy}) = f{ah) n f{yh) = {F (@)} n{f(y)}

Wegen f(z) = f(y) ist #{f(x)} N {f(y)} = 1, also auch #f({z} N {y}) =1, dh. {z} N {y} #0, d.h.
x =1y. Also ist f injektiv. O

LOsSUNG 4

(a) Sei zundchst ® ein Gruppenhomomorphismus. Zu zeigen: G ist kommutativ. Seien dazu a,b € G,
dann gilt:
abab = (ab)? = ®(ab) = ®(a)®(b) = a®b? = aabb = ba = ab.

Sei nun G abelsch. Zu zeigen: ® ist ein Homomorphismus. Seien dazu a,b € G, dann
®(ab) = (ab)? = abab = aabb = a®b* = ®(a)D(b).

(b) Sei zundchst ® ein Gruppenisomorphismus. Zu zeigen: G ist kommutativ. Seien dazu a,b € G, dann
gilt:
ba=(a v ) =@ b H =@ Hew ) = (@ H o) = ab.

Sei nun G abelsch. Klar: @ ist bijektiv. Zu zeigen: ® ist ein Homomorphismus. Seien dazu a,b € G,
dann

®(ab) = (ab) ' =bla ' = a0 = B(a)®(D). O
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2 Vektorraume 2.1 Der n-dimensionale K-Vektorraum

2 Vektorraume

2.1 Der n-dimensionale K-Vektorraum

DEFINITION 2.1

Seien K = (K, +,-) ein Korper, V eine Menge und + : VxV — V, . : K xV — V (neue) Abbildungen.
Dann heift V := (V, +, ) ein K- Vektorraum, falls (V,+) eine abelsche Gruppe ist, d.h.

(1) Yu,v,w eV :iu+ (v+w) = (u+v) + w;

2)Vo,weV :iv+w=w+uv;

3)IeV:VveV:iv+0=u;

A YoeV:I(—v)eV v+ (-v)=0

und fiir alle a, 6 € K, v,w € V gelten:

(5) a(v+w) = av + aw;

(6) (a+ B)v = av+ Bu;

(7) a(Bv) = (aP)v;
(8) 1

U = .

BEISPIEL 2.2

(1) Versehen wir die Menge K™ = {(z1,...,%y) | Z1, ..., Zn € K} mit den Operationen

(x17"'7xn)+(y1a"'7yn) = ($1+y177$n+yn),
a(zy, .., xn) = (az1,...,0z,)

(z,y € K", a € K), so wird K" zu einem C-Vektorraum.
(2) Die Menge F' aller Funktionen f: R — R wird durch

(f+9)(=@) = [flz)+g();
(af)(z) = af(z)

(f,ge F, z € R, a € R) zu einem R-Vektorraum F. O

DEFINITION 2.3

Seien V = (V,+,-) ein K-Vektorraum und U C V. Dann heift U := (U, +|v, |v) ein (K-)Unter-
vektorraum, von V (in Zeichen: U C V), falls gelten:

(1) Yo,weU :v+weU;

2)YwelU, ac K:aveU,

BYU#A0(=0el).

BEMERKUNG 2.4

Ein Unterraum U4 C V eines K-Vektorraums V ist stets selbst wieder ein IC-Vektorraum. O

BEISPIEL 2.5

(1) Seien V ein K-Vektorraum, vy, ..., v, € V, dann ist
U :=span({v1, ..., vm ) == {a1v1 + ... + QmUm | 01, .oy € K}

ein Untervektorraum von V.

{v1, ..., U;m } heilit ein Erzeugendensystem von U und U der von {v1,...,vm} aufgespannte, Raum.
Elemente aus U werden Linearkombinationen, aus {vy, ..., vy} genannt.

(2) {f:R—>R| f ist stetig} und {f : R — R | f ist differenzierbar} definieren Unterrdume von F.
Entsprechend definiert {f : [a,b] — R | f ist Riemann-integrierbar} einen Untervektorraum von
F' = (F',4,") mit F/ ={f : [a,b] — R} (und +, - wie bei F). O
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2 Vektorraume 2.1 Der n-dimensionale KC-Vektorraum

DEFINITION 2.6

Sei V ein K-Vektorraum. {vy,...,v,,} C V heifit linear unabhdingig, falls fir alle ay, ..., an, € K gilt:
a1V + ... + vy, =0= a7 =0, ..., a, = 0.

Andernfalls heifst {vy, ..., v} linear abhdngig.

BEMERKUNG 2.7

Genau dann ist {vy, ..., v} C V linear unabhéngig, wenn kein v; in span({v1, ..., v;i—1, Vit1, ..., Um }) liegt
(i=1,...,m), d.h. wenn keines dieser v; ,iberfliissig“ ist. %

DEFINITION 2.8
Seien V ein K-Vektorraum und {vy,...,v,} C V linear unabhéngig mit V' = span({vy,...,v,}).

Dann heift U := {v1,...,v,} eine Basis von V. n heift die Dimension von V.

NoTATION 2.9

Im Folgenden seien stets V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und U = {vy, ..., v, } eine Basis von V. ¢

SaTz 2.10 (Austauschsatz von Steinitz)

Sei {wy, ...,wm} C V linear unabhéngig, dann ist (gegebenfalls nach Umnummerierung der Basisele-
mente) auch 2 := {wy, ..., W, Vi1, ..., Un } eine Basis von V.

FOLGERUNG 2.11
(1) Die Dimension dim V = n ist wohldefiniert, d.h. jede Basis von V enthélt genau n Elemente.
(2) Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum V besitzt eine Basis.

Mehr noch: Ist {wy,...,w;,,} C V linear unabhingig, so existieren v,,41,...,v, € V derart, dass
W = {w1, ..., W, Umt1, ---, Un } eine Basis von V ist (Basisergédnzungssatz).

(3) Ist W ein Untervektorraum von V, dann dim W < dim V), wobei ,=* genau dann gilt, wenn ¥V = W.
(4) Zu jedem v € V existieren eindeutige «;, ..., a, € K mit v = ayv1 + ... + apU,.

aq, ..., a, héngen allerdings von der gewéhlten Basis U abl. O

BEISPIEL 2.12

(1) K™ ist ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit kanonischer Basis ¢ := {e(!),...;e(™}, wobei e() der
i-te Einheitsvektor: e := (0, ...,0,1,0, ...,0) (1 an i-ter Stelle).

(2) KN := {(an)nen | Vn € N : a, € K} definiert (mit (an)neny + (bn)nen = (an + bp)nen und
a(@n)nen = (an)nen) einen K-Vektorraum. Da {e(? | i € N} € KN linear unabhingig, ist K™
unendlich dimensional. {e(? | i € N} ist aber keine Basis von K": Die Einsfolge (1),en ist keine
(endliche!) Linearkombination von Elementen aus {¢( | i € N} (e := (0,...,0,1,0,0,...) mit 1 an
i-ter Stelle).

(3) L := {(an)nen € RY | lima,, existiert} bildet einen Untervektorraum von RY (Grenzwertsitze).

Lo == {(an)nen € RY | lima,, = 0} wiederum bildet einen Unterraum von L (und damit insbesondere
von RY).

L, Ly enthalten ebenfalls {¢® | i € N} als Teilmenge: lime® = 0. Also sind L, Ly unendlich-
dimensional.

(4) Auch Die Funktionenrdume F, 7’ sowie ihre Unterrdume aus Beispiel 2.5 sind unendlichdimensional:
Bereits {1,x, 22,23, ...} ist eine unendliche, linear unabhingige Teilmenge von F bzw. F’ (aber noch
keine Basis).

Wir werden im Folgenden keine unendlichdimensionalen Vektorrdume betrachten.
(5) P:={pe K[X]| degp < n} ist ein (n+ 1)-dimensionaler K-Vektorraum (mit {iblicher Addition und
skalarer Multiplikation). Eine Basis von P ist zum Beispiel {1, X, X?, ..., X"}. O
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2 Vektorrdume 2.2 Homogene, lineare Gleichungssysteme

2.2 Homogene, lineare Gleichungssysteme

DEFINITION 2.13
Seien K ein Kérper, a;; € K (1 <i<m, 1 <j <n). Dann heifit

alle + .- + alan =0

alel + -+ aman =0
ein homogenes, lineares Gleichungssystem, (iber K) in den Unbestimmten Xy, ..., Xp.

a1 -t Qin
1<i<m ,_
(aij)1<2n =
am1 " Amn
heifst die zu (x) gehorige Koeffizientenmatrix.
Ein (x1,...,x,) € K™ heifit eine Losung von (x), falls gilt:

aniry + -+ apwzT, = 0

am1®1 + 0+ AQpaTn = 0

L :={x € K™ | x ist eine Losung von (%)} heift die Losungsmenge von (x).

BEMERKUNG 2.14
(1) Die Menge K™*™:= {(a”)ﬁg’: | Vi,j : a;; € K} bildet einen K-Vektorraum, wenn man setzt
1<i<m 1<i<m 1<i<m 1<i<m 1<i<m
(aij)@jin + (bij)@jgn = (aij + bij)@jgn und a(aij)1§j§n = (O‘aij)@j_gm
(2) Seien A := (a”)}é;é:'; € K™*™ und x := (1, ...,x,) € K™, dann setzen wir

a1y + ... Fapx,
Ax = .
Am1T1 + oo + QG Ty
Weiter bezeichnen wir die i-te Zeile von A mit A; und die j-te Spalte mit A7),
(3) Die Losungsmenge von (x) lasst sich also schreiben als L = {z € K™ | Az = 0}.
(4) Seien z,y € K™, dann definieren wir das Vektorprodukt

T ey = T1yr + oo + TnYy.

Dannist L={z € K" |Vi=1,...,m: A ez =0}. O

SAaTz 2.15

L ist ein Untervektorraum von K™, d.h. Linearkombinationen von Lésungen zu () sind wieder Lo-
sungen zu (*). Man nennt L daher auch den Lisungsraum von (x).

BEMERKUNG 2.16

(1) Fiir A € K™*™ gilt stets dimspan({Ay, ..., A,,}) = dimspan({A®), ..., A™1): Die Dimensionen vom
Zeilenraum und vom Spaltenraum sind identisch. Wir bezeichnen diese als Rang von A (rg(A)).

(2) Es gilt stets dim . = n—rg(A). Insbesondere besitzt () nur die triviale Losung = 0, wenn rg(A4) = n.

(3) Mit dem Gaufi-Algorithmus kann man immer eine Basis von L berechnen. O
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2 Vektorrdume 2.3 Gaufs-Algorithmus

2.3 Gaufi-Algorithmus

Satz 2.17 (Elementare Zeilenoperationen)
Der Zeilenraum span({A41, ..., A, }) € K™ (und damit auch der Losungsraum L) dndert sich nicht bei

(a) Multiplikation der i-ten Zeile von (x) mit beliebigem X # 0;
(b) Addieren eines A-fachen einer j-ten Zeile zur Zeile i (i # j);
(c) Vertauschen der i-ten mit einer j-ten Zeile.

BEMERKUNG 2.18 (Gauk-Algorithmus)
Durch iterierte Anwendung von (a)-(c) kann man jede Matrix folgendermafen (in eindeutiger Weise) auf
Stufenform bringen:

(1) Suche die erste Spalte j; mit a;;, # 0 fiir ein 7. Sei i das erste solche. Dividiere die i;-te Zeile durch
a;,j, (a), vertausche sie mit der ersten Zeile (c) und mache alle anderen Komponenten der ji-ten
Spalte zu 0 (b).

(2) Suche nach der ersten Spalte jo rechts von Spalte j; mit einem aj,; # 0, @ > 2. Sei iy das erste
solche 4. Dividiere dann die i»-te Zeile durch a;,;,, vertausche sie mit der zweiten Zeile und mache
alle anderen Komponenten der jo-ten Spalte zu 0.

(3) Iteriere diesen Prozess bis maximal zum n-ten Schritt. Wir erhalten so:

ail ai2 a13 e QA1n 0 01 0 x % O 0 = Zeile 1
a1 a99 a3 e (0579 00 0 1 *x %= 0 --- 0 =x* Zeile 2
as1 Gzz azz - A3p 000 O0O0O0OT1T -+ 0 =« Zeile 3
~
ar1 Qp2  Qp3 Qg o0 o0o0©o0O0¢O0 -+ 1 =« Zeile r
Gml Gm2 Gm3  “**  GQmnp 0 0oo0oo0O0OO0OO0OC:-- 00
ki k2 j1 j2 ks ka jz - Gr kn—»

Dann besitzt () den selben Losungsraum wie das zur reduzierten Matrix gehorige, r-zeilige Gleichungs-
system

X +ay Xk T a) g, Xk + + ayp, Xk, = 0
Xj + by, Xis + ahy, Xk, + o + ayy, Xk, = 0
Xjy + + azy,  Xg,, = 0 (%)
Xj + a;',k:”,Tan—r = 0
in den n Unbestimmten Xy, ..., X%, , X;,..., X .

Dann besitzt der Losungsraum L von (%) bzw. (xx) eine Basis aus n — r Elementen der Gestalt
n
T = (Thy, Thy, Ty, Tjor Thigs Thogs Ljgs ooy Tjpy Theyy ) € K™

Eine solche ist gegeben durch

T, =1, k=0 (1#1), Tj = —apy, (l=1,..,7)

Tgy, =1, g, =0 (Z # 2)7 L, = _a’;,kg (l =1, .“77,.)

Tg, =1, ap, =0 (i#(n-r), z;=—ay,  (=1,.,7)

d.h.

a0 0 O 00 0 0 0

0 1 0 0 00 0 0 0

L0 ey e, 100 0 0

(0 0 —dj,, —db,, 01 0 0 0

(0 0 _all,kn,fr _aé,knfr 0 0 _af’s,kn,r o —ar, 1)

Die Basislosungen V), ..., (") sind also so konstruiert, dass fiir alle i =1, ..., (n—r), j=1,...,m gilt:

Ajea? =1 (=djy,) +afy, 1=0 0
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2 Vektorrdume 2.4 Inhomogene, lineare Gleichungssysteme

2.4 Inhomogene, lineare Gleichungssysteme

DEFINITION 2.19
Seien K ein Kérper, a;;,b; € K (1 <i<m, 1<j<n)und Xi, ..., X,, Unbestimmte. Dann heifst

anX1 + -+ awX, = b
. . . (+)

alel + - + aman = bm

ein inhomogenes, lineares Gleichungssystem (iiber K) mit einfacher Koeffizientenmatriz

air - Qip
1<i<
A= (i) <y =
m1 - Amn
und erweiterter Koeffizientenmatriz
air o a | b
1<i<
(A[D) = (aij|bi) 252 =
Am1 e Gmn bm
Das lineare Gleichungssystem
alle + - + alan =0
: 5 : (%)
alel + + aman =0

heilst zugehdriges homogenes System.

BEMERKUNG 2.20

(1) Genau wie bei homogenen Gleichungssystemen bezeichnen wir z € K™ als Lisung von (4), wenn x
alle m Gleichungen von (+) erfiillt. L, bezeichne die Menge aller Losungen von (+).

x ist also genau dann eine Losung von (4), wenn fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt: A; e x = b;.

(2) Sei 2’ € K™ irgendeine Losung von (+) und bezeichne L. die Losungsmenge von (), dann ist
Ly =2'+L.:={2'+z |z eL.}.

Beachte: Ist 2’ ¢ L., dann ist L, kein Vektorraum. Man bezeichnet diese Mengen als affine Rdaume.

(3) Mit dem Gaufalgorithmus kénnen wir (aij|bi)§§§:; umformen zu

a1 @iz Q13 ai, | b 001 0 % % 0 0 b, Zeile 1
G21 Q22  G23 a2 | b2 0 001 %« % 0 0 bl Zeile 2
asy asz2 ass azn bg 0O 000 0 01 0 /3 Zeile 3
ar1  Gr2 Q3 Gry | br 00 00O0O0OTO 1 x| bl Zeile r
ml  Om2  Om3 A | b 00 00 O0O0O 0 0|0,

k1 ka2 j1 j2 ks ki Js Jr kn—r

(4) (4) ist genau dann 18sbar, wenn b; = 0 fiir alle ¢ € {r + 1, ...,m}. Eine spezielle Losung ist dann
x' = (0,0,b],b5,0,0,b5,...,b.,0).
Beachte: Im Gegensatz zu homogenen Systemen kénnen inhomogene Systeme unlésbar sein.

(5) Losbarkeitskriterium: Genau dann besitzt (+) eine Losung, wenn rg(A) = rg(Ald). O
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3 Lineare Abbildungen

3.1 Vektorraum-Homomorphismen

DEFINITION 3.1
Seien V, W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine Abbildung.

f heilst linear oder Homomorphismus, falls fiir alle a1, s € K und alle vy,vy € V gilt:
f(Oq’Ul + 0&21}2) = Ozlf(’Ul) + Oégf(vg).

Wir setzen Kern(f) := f~1({0}) ={z € V | f(z) =0} und Bild(f) = f(V)={f(z) e W |z € V}.

BEMERKUNG 3.2

(1) Seien V' CV, W C W. Dann liefert die Linearitdt von f gerade, dass f(V') einen Untervektorraum
von W und f~1(W’) einen Untervektorraum von V' definiert.

Insbesondere sind Kern(f) ein Untervektorraum von V und Bild(f) ein Untervektorraum von W.
2) Sei U = {v1, ..., v, } eine Basis von V, dann ist f(V) = span({f(v1), ..., f(vn)})-
3) f ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0}. In dem Fall ist {f(v1), ..., f(v,)} eine Basis von f(V).
4) Ist V = W, dann ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.
)

5) Allgemein nennen wir einen bijektiven Homomorphismus f : V' — W einen Isomorphismus und V, W
isomorph (via f) (in Zeichen: VW wvia f). In dem Fall ist {f(v1), ..., f(v,)} eine Basis von W.

(6) Seien wy, ..., w, € W beliebig, dann gibt es genau einen Homomorphismus f : V' — W, so dass gilt

f(vl) = Wi, . f(vn):wn <>

(
(
(
(

Sarz 3.3 (Hauptsatz)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, dann ist ) isomorph zu K".

BEWEIS
(1) Sei U = {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann existieren zu jedem v € V eindeutige aq, ..., @, € K mit
v =aqv1 + ... + apvy,, vgl. (2.11.4). Also definiert
Uy :V — K", Vg (v) := (a1, ey )

eine Abbildung.
(2) Uy ist linear: Seien v,w € V, «, 3 € K beliebig, dann gilt

Uy(av+ fw) = TUglafarvy + ... + apvs] + B[B1v1 + ... + Bnvn))
= Ug(Jaar + BB1]v1 + ... + [aan + BBs]vn)
= ([aar + BB, ..., [aay + BB])
= alay,...,an) + B(B1, -, Bn)
a¥oq(v) + fUgy(w).

(3) Uy ist injektiv, denn Kern(¥y) = {0}. Ebenso leicht sieht man, dass Wy surjektiv ist, denn sei
a:= (ay,...,a,) € K, dann gilt fir v := ajv1 + ... + a,v, € V, dass ¥y(v) = a.

(4) Also ist insgesamt V = K™. O

BEMERKUNG 3.4

(1) Uy heikt die Koordinatenabbildung bzgl. U. Sei v € V, dann heifen ¥o(v) € K™ der Koordinaten-
vektor von v und die Eintrage aq, ..., a,, die Koordinaten von v.

(2) Nach (3.2.5) bildet {Ug(v1), ..., Pgs(vn)} eine Basis von K™. O
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3.2 Matrizen

DEFINITION 3.5
Seien KC ein Korper, K™*™ der Vektorraum der (m x n)-Matrizen tiber K.

Seien A = (QZJ)E;%? € K™*" und B = (b”)}%é’; € K™*", dann heift A- B € K™*", gegeben durch
n
1<i< 1<i< 1<i< .
(@i =52 (bih2i2h = (cy)iZish, mit cij =Y b,
k=1
das Matrizprodukt von A und B und AT € K™*™ definiert als

1<i<m 1<5<
[(ai)1 25201 = (051215,

die zu A transponierte Matrix.

BEMERKUNG 3.6

(1) Es sind ¢;; = A;  BY) und [AT]; = AW, [AT]0) = A;.

(2) Das Matrixprodukt - (auf K™*™) ist nicht kommutativ, d.h. im Allgemeinen gilt nicht A- B = B - A.
(3) K™m>™ > k™™ via f : (a”)}égz F> (@115 ey Qlpy ooy Qunly ooy Qi) -

(4) Eine Matrix A € K™*" heifst invertierbar, falls ein B € K™*™ existiert mit AB = Id = BA (wobei

Id die Einheitsmatric ((5”)1%?; bezeichnet). In dem Fall ist B eindeutig bestimmt und heift die zu
A inverse Matriz (in Zeichen: B = A~!) und es gilt rg(A) = rg(A~!) = n.

(5) Die Menge der invertierbaren (n x n)-Matrizen bildet eine multiplikative (nicht abelsche) Gruppe,
GL(n). Insbesondere ist mit A, B auch AB invertierbar (mit (AB)~! = B~1A~1).

(6) Seien A € K™™ b e K™ und (A]b) die Koeffizientenmatrix des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems Ax = b, dann besitzt dieses genau dann eine eindeutige Losung, wenn A invertierbar ist.
Diese ist gegeben durch x = A~1b. %

BEMERKUNG 3.7 (Berechnung von A~')

Sei A € K™ ™ invertierbar, d.h. die Matrixgleichung AX = Id eindeutig 16sbar. Dann ist die j-te Spalte
XU der zu A inversen Matrix A~! gegeben als die (eindeutige) Losung des inhomogenen linearen Glei-
chungssystems AX() =¢eU) (5 =1,...,n).

Zu 16sen sind also die n Systeme AX™M = (M) AX™ = (™ Dies ist simultan moglich mit dem
Gauk-Algorithmus:

ail A1n 1 0 1 0 11 T1in
(Alld) = | = : ~ : | = (d]X),
Ap1  *++ Qpp | O 1 0 1lzp - Tpn
dann ist X = (x”)}géz die zu A inverse Matrix. O

DEFINITION 3.8

Zwei Matrizen A, B € K™*™ heifen dhnlich (in Zeichen: A ~ B), wenn es eine Matrix C' € GL(n) gibt
mit B = CAC~1L.

BEMERKUNG 3.9

~ definiert eine Aquivalenzrelation, ist also reflexiv, symmetrisch und transitiv. %
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3.3 Darstellungsmatrizen linearer Abbildungen

BEMERKUNG 3.10

(1) Die Menge der Homomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit Hom(V, W).
(2) Sei A € K™*" dann definiert Lin(A) : K™ — K™, x +— Az einen Homomorphismus. O

Sarz 3.11
Lin : K™*" — Hom (K", K™), gegeben durch A — Lin(A), definiert einen Isomorphismus.

BEWEIS
(1) Lin ist linear: Seien A,B € K™*" «,3 € K und i € {1,...,n}, dann gilt
Lin(aA + 8B) (™) = (¢Ad + B) - e = a(A - e®) + (B - ) = (aLin(A) + SLin(B))(e™).
(2) Lin ist injektiv: Sei A € Kern(Lin), d.h. Lin(A4) = 0, d.h. Az = 0 fiir alle z € K". Dann ist
insbesondere Ae(® = A®) = 0 fiir alle i € {1,...,n}, d.h. A= 0. Also Kern(Lin) = {0}.
(3) Lin ist surjektiv: Fiir f € Hom(K", K™), setze A®) := f(e®) (i = 1,...,n), dann gilt

d.h. Lin(A) und f stimmen auf einer Basis von K™ iiberein. (3.2.6) = Lin(A) = f. 0

BEMERKUNG 3.12

(1) Wir bezeichnen die zugehérige inverse Funktion Lin~' : Hom(K™, K™) — K™*™ mit Mat. Diese
ordnet jedem Homomorphismus von K™ nach K™ eine eindeutig bestimmte, zugehorige Matrix zu.

(2) Sei f € Hom(K™, K™), A:= Mat(f). Sei x € K™ beliebig. Dann gilt: f(z) = A - x.
(3) Seien A € K™*™ und B € K"*". Dann ist Lin(A4) o Lin(B) = Lin(AB).
Seien f € Hom(K"™, K™) und g € Hom(K™, K"). Dann ist Mat(g o f) = Mat(g)Mat(f).

(4) Bisher haben wir nur Homomorphismen zwischen den Vektorrdumen K™ und K™ mit Matrizen (aus
K™*™) identifiziert.

Als néchstes wollen wir beliebige f € Hom(V, W) mit V, W endlichdimensionale KC-Vektorrdume der
Dimensionen dim()) = n, dim(W) = m mit Matrizen A € K™*" identifizieren. Dazu fixieren wir
Basen U = (vq,...,v,) von V und 20 = (wy, ..., wy,) von W.

Die zu f gehorige Matrix A = Matay (f) € K™*™ wird dann von U und von 20 (und der Reihenfolge
der Basisvektoren!) abhéngen. O

DEFINITION 3.13
Seien V, W, 0,20 wie in (3.12.3) und Vg, Yoy die Koordinatenabbildungen aus (3.3).
Sei f € Hom(V, W). Dann heifst
A= Maty (f) := Mat(Tgy o f o Uh)
die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen U, 20.

BEMERKUNG 3.14

(1) Sei 2 € V. Dann ist f(z) = U (A - (Uy(x))), d.h. bis auf Anwendung der (sehr einfachen) Koordi-
natenabbildungen Wy : v; — eﬂg) und Vey : w; — e kann man die Bilder unter Homomorphismen
durch Multiplikation mit der zugehorigen Darstellungsmatrix berechnen (— Numerik).

(2) Mehr noch: Auch Linearkombinationen und Verkettungen von Homomorphismen lassen sich in Ma-
trizenoperationen iibersetzen (f : V. — W, g : W — U mit den {iblichen Bezeichnungen):

Mat%](ozf + Bg) = onat%](f) + ﬁMat%](g), Mat%(g of)= Matgn(g) . Mat%;(f).
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(3) Die zu A gehérige, lineare Abbildung ist Ling; (4) : K™ — K™ mit Ling) (A) = Ugg o fo Uy

(4) Man kann sich das Ganze anhand des folgenden Diagramms veranschaulichen:

f

V; v — W v
| v | | v |
o) g HnA) - em o)

5) Fiir Verkettungen g o f (mit A := Mat® f), B:= Maty g)) sieht das so aus:
b 20

v L. ow 4, U v
| | | - |
K Lin(A) Km Lin(B) K K Lin(BA) K"

Korrekterweise hétten wir in den Diagrammen Lingy bzw. Lingy, Ling; statt nur Lin schreiben miissen,
aber wenn klar ist, welchen Basen man benutzt, ldsst man die Indizes hdufig weg.

Es gilt also auch hier:
Lingy,(B) o Ling (A) = Ling; (B - A) O

BEMERKUNG 3.15 (Berechnung von A)
(a) Zuerst berechnen wir die Bilder unter f der Basisvektoren f(v1), ..., f(vn).
(b) Als néchstes bestimmen wir die Koordinatenvektoren (a1, ..., ;) € K™ von f(v;) (i =1,...,n).
(¢) Dann ist A := (ozm)}é;zzT die gesuchte Matrix:
f(’l)z) = Q1;W1 —+ ...+ Qi Wiy
= \Ijg_gl((alia ) aTYLi))
= Uy (4Y)
= U (A eD)
Vo (A Ugy(vy)).
Die Abbildung liefert also auf einer Basis von V und damit auf ganz V' das Gewiinschte.

In den Spalten von A stehen die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren aus . %

BEMERKUNG 3.16

(1) Beim Nachweis in (c), dass A = Matg (f) ist, hiitten wir auch umgekehrt vorgehen kénnen:

A-e® — A0
= (@1, e, Qi)
= Ugg(ag;wy + ... + GmiWe,)
= Wa(f(vi))
= W (f(¥g' ("))
(Tag o f o Wgy')(e)

= Mat(¥gyo foly')- e,

Die Spalten von A stimmen also mit denen von Mat(Wggo foW¥y,') iiberein = A = Mat(Wggo foTy').

(2) Sind V, W nicht selbst bereits die Vektorraume K" K™, so erhalten wir niemals eine Matrix
A e K™*™ mit f(z) = Az fir x € V! Das Ganze funktioniert dann nur mit Hilfe der Koordi-
natenabbildungen Wy, Woy. O
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3.4 Basistransformation

DEFINITION 3.17
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 2,20’ Basen von V. Dann heif$t

A := Maty (id) = Mat(WUsy: o Ug')

die Transformationsmatriz bzgl. U, 0’.

BEMERKUNG 3.18
(1) Matg,(id) iibersetzt also Koordinaten bzgl. der Basis U in Koordinaten bzgl. 2’

(2) Das zugehorige Diagramm ist

s v 4. vy

v}
| o= | ] ]

3) A = MatZ, (id) ist invertierbar mit Inverser A~ = MatZ (id):
Dy by

' P4 DI
174 id 174 id Vv
K MatZ, (id) Ko MatZ’ (id) K
(S ¢, ¢,

Die Transformationsmatrix bzgl. 0,92’ ist also invers zur Transformationsmatrix bzgl. ', 5.

(4) Seien V, W endlichdimensionale KC-Vektorrdume mit Basen U, 20 und seien U, 20’ weitere Basen von
V., W. Sei weiter f : V — W ein Homomorphismus.

Betrachte das zugehorige Diagramm

Dig Py 2 20
id f id
1% \%4 w o— W
aty, (i aty atZ’ (i
Kn Mat,, (id) K Matg; (f) Km Matgy (id) Km
¢, ¢, ¢n ¢

Dann gilt:
Maty (f) = Matgy (id) - Matyy (f) - Matgy, (id).

(5) Seien speziell 2,9’ zwei Basen von V und f € Hom(V, V), dann sind Matg, (f), Mat3(f) dhnlich:
MatZ, (f) = Maty (id) - Mat3 () - MatZ, (id) = MatZ (id) - Mat3(f) - [Maty (id)]~*.

(6) Seien speziell YV = K™, W = K™ und f € Hom(K", K™). Dann ist Matg’:(f) = Mat(f).
Seien U, 2 weitere Basen von K", K™, dann gilt (Mat(¥y) = Maty (id), Mat(¥gy) = Matg. (id))

Mat3 (f) = Mat(Way) - Mat(f) - Mat(¥g) L.

Sei & € K™ beliebig, dann gilt f(z) = A -z mit der Matrix
A = Mat(f) = Mat(Wgy) ! - Matgy (f) - Mat(Py).
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4 Bonusaufgaben 11

4.1 Vektorrdume und lineare Abbildungen

*-AUFGABE 5

(1) Losen Sie das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem tiber R:

X+ X + 2X, + 4Xs = 8

2X; 4+ 2X, + 4Xy + 8Xs = 16
X3 — 5Xy + X = 2 (+)

X5 + Xg = 3

- X5 - X = -3

(2) Invertieren Sie die folgende Matrix iiber Fy:

1 1 0 1
0 1 1 1
A= L0 11 (4 Punkte)
1 110
*- AUFGABE 6
Berechnen Sie sdmtliche Potenzen A™, B™, C™ der folgenden Matrizen:
4 12 8 -9 -25 -5 11
A=|-7 -6 -8], B:=14 11 2 |, C .= (1 0) (4 Punkte)
4 -3 2 -2 =5 0

*- AUFGABE 7
Seien V, W K-Vektorrdume und f : V' — W linear. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(1) Seien V' C V, W' C W. Dann definiert f(V’) einen Untervektorraum von W und f~(W’) einen
Untervektorraum von V.

(2) Sei U = {v1, ..., v, } eine Basis von V, dann ist f(V) = span({f(v1), ..., f(vn)}).
Ist f injektiv, dann ist {f(v1),..., f(v,)} eine Basis von f(V).

(3) Sei U = {v1,...,v,} eine Basis von V. Seien wy,...,w, € W beliebig, dann gibt es genau einen

Homomorphismus f: V — W, so dass gilt f(v1) = w1, ..., f(vn) = w,.
p f - gilt f(v1) 1 f(vn) (4 Punkte)

*~AUFGABE 8

(1) Seien V := R3 mit der Basis U := (v, vq,v3) := ((1,0,-1), (1,1,1), (1,0,0)) und W := R? mit
der Basis 20 := (w1, w2) := ((0,1), (1,0)) versehen.

Weiter sei f: R3 — R? definiert durch f((z1,22,73)) := (71 + 22, 223 — 71).
Berechnen Sie die Darstellungsmatrix Matg (f) von f bzgl. den Basen U, 20.

(2) Wir versehen den Vektorraum R? mit den Basen U := ((1,1), (1,2)) und 20 := ((0,1), (—1,1)).
Berechnen Sie die Matrix, die den Basiswechsel von 20 nach 20 vermittelt (also Matg (id)).

(4 Punkte)

(freiwilliger) Abgabetermin:
25.01.2010
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4.2 Losungen

LOSUNG 5

(1) Schritt 1: Berechnung der reduzierten Zeilenstufenform der Darstellungsmatrix zu (+):

1 1 0 2 0 4 8 110 2 0 4|8
2 2 0 4 0 8 | 16 001 -5 0 7|2
001 -5 0 7T 2 ~ 000 0 1 1|3
00 0 O 1 1 3 000 0 O0O0]O0
000 0 -1 —-1]-3 000 0 0O0]O0

Also ist (+) losbar, das zugehdrige homogene System (x) besitzt n — r = 6 — 3 = 3 Basislosungen.

Schritt 2: Losung des homogenen Systems (x):

L, = span

Schritt 3: Eine spezielle Losung von (+) ist 2’ := (8,0, 2,0, 3,0), also ist die Losungsmenge von (+)
]L+ = x' + ]L*

(2) Berechnung von A~! mit dem Gauk-Algorithmus:

1 1.0 1/1 0 0 O 1 1.0 11 0 0 O
01110100W01110100
1 01 1/]0 0 1 0 01 1 0|1 0 1 0
1 11 0(0 0 0 1 01 0 1/]0 0 1 1
1 01 0j1 1 0 O 1 0 0 0j1 0 1 1
W01110100W01010011
00 0 111 1 1 0 001 0[{0 1 1 1
00 1 111 0 0 1 0 0 0 1|1 1 1 0
1 0 0 01 0 1 1
WOlOOllOl
001 010 1 1 1
00 0 1|1 1 1 0
Die inverse Matrix zu A ist also
1 0 1 1
1 |1 1 0 1
AiOlll -
1 1 1 0
LOSUNG 6
(1) Es gilt
—36 —48 —48 0 0 O
A?=[-18 —24 24|, A=10 0 0],
45 60 60 0 0 O
also auch A™ = 0 fiir alle n > 3.
(2) Wegen
-9 —-25 -5
B?=|4 11 2 |=B
-2 =5 0

gilt B™ = B fiir alle n > 1.
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2 (21 s (3 2 s (53
=) -G -G

sieht man, dass die Eintrége von C™ Folgeglieder der Fibonacci-Folge (fn)nen, = (0,1,1,2,3,5,...)

sind.
1 (1 1\ _ [(fo fi
c=(o)=(% )

Gelte die Behauptung also fiir n, dann

m _ m—1 _ fn fn—l 11 _ fn+fn—1 fn _ fn+1 fn
cr=c ¢= (fn—l fn—Q) (1 O) - (,fn—l +fn_2 fn—l) o ( fn fn—1>. O

LosuNG 7
(1) f(V') ist ein Unterraum von W:
(a) 0e V' = 0= f(0) e f(V').
(b) Seien z,y € f(V'), dann gibt es v,w € V' mit f(v) = z, f(w) = y. Da V' Unterraum von V,
folgt v+weV =z+y=f)+ f(w) = flv+w) e f(V').
(¢) Seien x € f(V'), a € K, dann gibt es v € V' mit f(v) = x. Da V' Unterraum von V, folgt
av € V' = ax = af(v) = flaw) € f(V'). O
f~1(W’) ist ein Unterraum von V:
(@) 0eW' =0¢e fL({o}) C fA1W)=0e f1(W).
(b) Seien z,y € f~1(W’), dann liegen f(z), f(y) in W’. Da W’ ein Unterraum von W ist, folgt
flaty) =f@)+fly) eW =at+ye f~H(W).
(c) Seien z € f~Y(W'), a € K, dann liegt f(x) in W’. Da W' ein Unterraum von W ist, folgt
flaz) = af(x) e W = ax € f~HW'). O
(2) Sei z € f(V), dann gibt es v € V mit f(v) = z. Da U eine Basis von V, gibt es aq, ..., a, € K mit
V= QiU F ... + QpUp, also . = f(v) = aq f(v1) + ... + anf(vn) € span({f(v1), ..., f(vn)}). Also ist
fV) = span({f(v1), ..., f(vn)}). Y
Sei nun f injektiv. Seien a, ..., a,, € K mit ag f(v1)+...+an f(vn) = 0, dann f(ayv1+...+a,v,) = 0;
da Kern(f) = {0}, also ayvy + ... + apv, = 0. Da ¥ = {vy,...,v,} linear unabhingig, miissen dann
schon a3 =0, ..., a, = 0 sein. Also ist auch {f(v1), ..., f(vp)} linear unabhéngig. O

(3) Aus

Beweis per Induktion:

(3) Sei v € V beliebig, ay, ..., a,, € K die (eindeutigen) Skalare mit v = ayv1 + ... + apv,. Wir definieren
f:V =W durch f(v) := aqwy + ... + apwsy,.

(a) Da W Vektorraum, gilt f(v) € W, d.h. f ist wohldefiniert.
(b) Seien v,w € V und «, § € K, dazu oy, ...,a, € K mit v = aqvy + ... + apv, und By, ..., 60, € K
mit w = B1v1 + ... + Bpvu,. Dann gilt:
flav+ pw) = fla(agvr + ... + apvn) + B(Brvr + ... + Brvn))
= f((OéOtl + ﬂﬂl)vl + ...+ (aan + 5ﬂn>vn)
= (aa; + B61)wi + ... + (aaw, + BBn)wy,
= a(aqwy + ... + apwy,) + B(B1wr + ... + Brwy)
= af(v) + Bf(w).
Also ist f linear.

(c) f ist eindeutig: Sei g ein weiterer solcher Homomorphismus. Sei v € V, v = ajv; + ... + apvn,
dann

g(v) = gla1vr + ... + ayvy) = a1g(v1) + ... + ang(vy) = w + ... + aw, = f(v).

Also stimmen f, g iiberein. O
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LOsSuUNG 8
(1) Méglichkeit 1: Nach (3.18.6) gilt

Matd (f) = Mat(¥gyo fo Wy
= Ma'ﬂ(‘1’211)1\451’5(]”)(Mat(‘lfw))71
= [(Wan(eM), Ty (w®))1[f(eM),
= [(wi,w2) [F (M), f(e®), f(e™))]

fle
(ORCEHITEE
0 1 0 2 1 0
1 1 2 1
0)\-3 1 -1

(=31 -1

o 1 2 1)
Moéglichkeit 2: Nach (3.15):

(a) Berechnung der Bilder unter f der Basisvektoren:

roo=(24). sw=(3). se=(1).

(b) Koordinatenvektoren dieser Bilder bzgl. 20:

f(e() FEON W (V) Ua(e®), ey (e!))]
[

= O

= O

fv1) = =3wy + lwa,  f(v2) = 1wy +2ws,  f(vs) = —1wy + lws.

(c¢) Darstellungsmatrix von f bzgl. 0, 20:
-3 1 -1
Mat?,}’(f):<l 5 1).

(2) Berechnung der Transformationsmatrix:

Matd (id) = Mat(Tgyo Uy')
= Mat \I/m])Mat(\I/m)

() G
= (40
(%)

Zur Berechnung von Mat(Wgy) haben wir wieder (3.7) benutzt:
0 —-1|1 0 — 1 110 1 —- 1 0] 1 1
1 110 1 0 —-1|1 0 0 1]-1 0/}’
-1
0 -1 1 1
7)) =) "

d.h.
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5 Eigenwerttheorie

5.1 Die Determinantenabbildung

DEFINITION 5.1
Seien K ein Korper, n € N, ig,jp € {1,...,n} und A € K™*™. Dann heifit

Q) = 31y det Ay =

n
Jj=1 i=

(71)i+j0aij0 gg'g Aijg>
1
die Determinante von A (wobei dft(A) = d?t((a)) =a).

A;; € K(=Dx(=1) hegeichnet dabei diejenige Matrix, die aus A nach Streichung der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte hervorgeht.

BEMERKUNG 5.2
(1) det := det definiert eine Abbildung det : K™*™ — K. Diese hat die folgenden Eigenschaften:

(a) det ist multilinear (linear in jeder Zeile), d.h.
det | A+ BA! | = adet | A] | + Bdet | A

(b) det ist alternierend, d.h. gibt es i,j € {1,...,n}, ¢ # j, mit A; = A;, dann det(A) = 0.
(c) det ist normiert, d.h. det(Id) = 1.

(d) det(A) dndert sich nicht, wenn zu einer Zeile von A ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert
wird.

(e) det(A) dndert (nur) sein Vorzeichen, wenn zwei Zeilen von A vertauscht werden.

(2) Die Eigenschaften (a),(b),(c) charakterisieren det, d.h. es gibt (zu jedem n) genau eine Abbildung
K™ — K, die multilinear, alternierend und normiert ist (Hauptsatz der Determinantentheorie).

(3) Seien A, B € K™*", dann gelten det(A”) = det(A) und det(AB) = det(A) det(B).
(4) Seien C' € K™ ™ und ¢’ € K™ *™' . Dann gilt:

C * y aq *
det — = det(C) - det(C") und insbesondere det =y Q.
m—+m/’ 0 C m m/ 0 o,

(5) Spezielle Entwicklungsformeln:
a b a b c
det < ) — ad _ bc; det a/ b/ C/ — (aB/C// + alb/lc + a//bc/) _ (a//b/c + a/bc// + ab//c/).
c d a// b// C//
(6) A € K™ ™ ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. Die Inverse zu A ist dann

1 " ; A7
1 _ 1\it+g 1§24§n —. )
A det(A) [( 1) det(Aﬂ)]lS]Sn det(A)

A# heifit die adjungierte Matriz zu A.
Speziell fiir (2 x 2)-Matrizen gilt also:

a b 1 d —b
det(c d)_adbc(c a)'

(7) Nach (3): det(A~!) = det(A4)~! und det(A#) = det(A)"~! (insbes. det(A) = 0 < det(A#) =0). ¢
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5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

DEFINITION 5.3

Seien V ein n-dimensionaler C-Vektorraum und f € Hom(V, V). Existieren v € V\{0} und A € K mit
f(v) = Mv, dann heift A ein Eigenwert von f und v ein zu A gehoriger Eigenvektor.

BEMERKUNG 5.4

(1) Sei A ein Eigenwert von f, dann heift Eig(A) :={v € V| f(v) = M} CV der Eigenraum zu A.
(2) Wir sagen, ein A € K™*™ hat Diagonalgestalt, falls A = (21'. /\0 ) =: diag(A1, ...y Ap). %

n

SaTz 5.5 (Hauptsatz)
0 = (vy,...,v,) ist eine Basis aus Eigenvektoren zu f < Matg(f) hat Diagonalgestalt.
In dem Fall gilt A := Maty(f) = diag(\y, ..., \,) mit \; Eigenwert zu v;.

BEWEIS

=: Wir miissen zeigen, dass fiir die i-te Spalte von A gilt A® = \;e(®.
A(i) = Matg(f) . e(i) = (\I/Q} o f @) \1151)<6(i)) = (\I/Q] 9] f)(Uz) = \IIQ}<>\Z"UZ‘) = )\i\Iij('Ui) = )\ie(i).
<: Wir miissen zeigen, dass f(v;) = \jv;.

Fv) = Uy (MatZ (f) - T (vi)) = T MatZ () - e) = Tyt (i) = NPyt (eP) = Aoy, O

BEMERKUNG 5.6
(1) Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind stets linear unabhingig.

Insbesondere kann es nicht mehr als n paarweise verschiedene Eigenwerte geben. Zu einem Eigenwert
kénnen aber mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren existieren.

Wir bezeichnen /1,(\) := dim Eig(\) als die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.
(2) A ist ein Eigenwert zu f < Kern(f — Aid) # {0}.

(3) Sei A € K™*™ dann heifit A ein Figenwert von A, falls es ein v € K™\{0} gibt mit Av = Av. v heifst
dann ein Eigenvektor zu A.

(4) Seien A, B € K™*™ mit A ~ B, dann sind die Eigenwerte von A gleich den Eigenwerten von B:
Av =\ = B(Cv) = CAC™!(Cv) = C(Av) = C(\w) = \(Cw),

d.h. ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, dann ist Cv ein Eigenvektor von B zu .

Insbesondere sind Eigenwerte invariant unter Basistransformation (im Gegensatz zu den zugehorigen
Eigenvektoren).

Weiter sind die Eigenwerte von f € Hom(V,V) gerade diejenigen von Matg(f) fiir eine beliebige
Basis U von V.

Entsprechend sind die Eigenwerte von A € K™*™ gleich denen von Lin(A) : K™ — K™.
(5) Sei f € Hom(V, V), dann setzen wir det(f) := det(Matg(f)).

Die Definition ist unabhiingig von der gewéhlten Basis: Sei U’ eine weitere Basis von V), dann
det(Matg:(f)) = det(C - Matg(f) - C~1) = det(C) det(Matgy (f))[det(C)] ™! = det(Matgy(f)).

(6) A ist ein Eigenwert zu f < det(f — Aid) = 0. O
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5.3 Das charakteristische Polynom

DEFINITION 5.7
Sei A € K™*", dann heifst x(A) := det(A — tId) das charakteristische Polynom zu A.
Sei f € Hom(V, V), dann heiRt x(f) := x(Matag(f)) das charakteristische Polynom zu f.

BEMERKUNG 5.8
(1) Nach 5.6.5 ist x(f) unabhéingig von der gewéhlten Basis .
(2) Setzt man spur(A) := a11 + aga... + anyn (Spur von A), dann hat x(A) die Darstellung

x(A)(t) = (=t)" 4 spur(A) ()"~ 4 ... 4 det(A).

Insbesondere ist die Spur ebenso wie die Determinante invariant unter Ahnlichkeitstransformation.
(3) Nach 5.6.6 sind die Eigenwerte von A gerade die Nullstellen von x(A).

(4) Sei V = R?™*! dann hat jedes f € Hom(V,V) mindestens einen Eigenwert (denn nach dem Zwi-
schenwertsatz hat x(f) mindestens eine Nullstelle).

(5) Sei x(f)(A\) = 0. Die Anzahl 1, (\) an Linearfaktoren (¢ — X), die sich von x(f) abspalten ldsst, heifst
die algebraische Vielfachheit von A. Es gilt stets pq(A) > pig(N).

(6) Sei A € C™*™, dann zerfillt x(A) zwar tiber C in Linearfaktoren (Fundamentalsatz der Algebra),
aber C" besitzt nur dann eine Basis aus Eigenvektoren zu A, wenn fiir jeden Eigenwert A von A gilt
ta(A) = pg(A).

Der Fundamentalsatz der Algebra ist ein sehr tiefliegendes Resultat, das zum ersten Mal (mit ana-
lytischen Methoden) 1799 von Carl Friedrich Gaufs im Rahmen seiner Dissertiation gegeben wurde.
Es existieren inzwischen zahlreiche Beweisvarianten aus den verschiedensten Bereichen der Mathe-

matik, zum Beispiel iiber Holomorphieargumente (Funktionentheorie), Homotopien (Topologie) oder
Galois-Theorie (Algebra).

(7) Die Berechnung des charakteristischen Polynoms kann bei grofen Matrizen (auch numerisch) sehr
aufwendig sein. Die Berechnung der (komplexen) Nullstellen eines Polynoms (Aufldsung in Wurzeln)
ist nicht einmal immer mdoglich; neben der allseits bekannten Formel fiir quadratische Gleichungen
existieren zwar auch Losungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades (Cardano & Fer-
rari, 1545); eine Formel fiir Gleichungen fiinften Grades kann aber beispielsweise nicht existieren
(Nichtauflosbarkeit der symmetrischen Gruppe Ss, Abel, 1826). O

Sarz 5.9 (Hamilton-Cayley)
Seien A € K™*" bzw. f € Hom(V,V), dann gelten x(f)(f) = 0 bzw. x(A)(A) = 0.

BEMERKUNG 5.10

Wegen x(A) = det(A — tId) mag es auf den ersten Blick trivial erscheinen, dass x(A4)(A4) = det(0) = 0.
Allerdings vertauscht die Berechnung der Determinante (in ¢) nicht mit der Einsetzung von A in ¢:

Man sieht sofort, dass nicht einmal die resultierenden Objekte passen, denn det(0) = 0 € K, aber
W(A)(4) = 0 € K, 0

KOROLLAR 5.11
(1) Sei A € K™*™ dann ist span({A™ | n € N}) C K™*" héchstens n-dimensional.
(2) Sei A invertierbar, dann ist A~! € span({A*, ..., A"~1}) mit

_1)n+1

A_lz(

ED™ gn=1 L g A2 4 4 apA +agld
det(a) A A AT 4 Fae A+ ald),

wobei ay, ..., a, 1 die Koeffizienten von y(A4) = t" + a,_1t"" ! + ... + a1t + ao.
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5.4 Diagonalisierung und Trigonalisierung

DEFINITION 5.12
Eine Matrix A € K™*™ heifit diagonalisierbar, falls es eine Diagonalmatrix B gibt mit A ~ B.

f € Hom(V, V) heiRt diagonalisierbar, falls eine Basis 2 von V existiert, so dass Maty(f) Diagonal-
gestalt hat.

BEMERKUNG 5.13

(1) A e K™*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn Lin(A) € Hom(K™, K™) diagonalisierbar ist.

(2) Drehmatrizen zum Winkel 6 # 0, 7 haben keine reellen Eigenwerte, sind aber iiber C diagonalisierbar:
Sei A := (8¢ —sinb) dann gilt

sinf cos 6
det(A — Xid) = 0 < (cos — \)? +sin” 0 =0 < A\ —2\cosf +1 =0 X\ = cosf £/ —sin? 0,

d.h. A besitzt zwei Eigenwerte A € C\R und C? damit eine Basis aus Eigenvektoren zu A.
(3) Nicht alle Matrizen sind (iiber C) diagonalisierbar (und damit erst recht nicht iiber R).
Betrachte etwa die Matrix A := (} 1), dann gilt

_ 1 1 U1\ _ )\’Ul V1 + v = )\Ul o 3 1
Av= )\ & (0 1) (v2> = (sz) & { Vs = Avo S A=1, v € span ((0>> )

Also hat A iiber R (und auch iiber C) nur einen Eigenwert A = 1 mit doppelter algebraischer Viel-
fachheit p1,(A) = 2, aber nur einfacher geometrischer Vielfachheit p,(\) = 1. Insbesondere besitzen
R? und C? keine Basis aus Eigenvektoren zu A. O

Sarz 5.14

Seien V ein n-dimensionaler C-Vektorraum und f € Hom(V, V). Dann sind dquivalent:

(a) f ist diagonalisierbar;

(b) V besitzt eine Basis ¥ mit Matg(f) = diag(1, ..., An).

(c) V besitzt eine Basis U aus Eigenvektoren zu f;

(d) x(f) zerfallt iiber K in Linearfaktoren und fiir alle Nullstellen X von x(f) gilt pq(X) = pg(N).
(e) Es gibt Eigenwerte A1, ..., A\x € K zu f mit V = Eig(\1) & ... ® Eig(Ag).

BEMERKUNG 5.15

A
Wir nennen A € K™*"™ eine Trigonalmatriz, falls A = (01'..; ) %

DEFINITION 5.16
Eine Matrix A € K™*™ heifst trigonalisierbar, falls es eine Trigonalmatrix B gibt mit A ~ B.

f € Hom(V, V) heiflt trigonalisierbar, falls eine Basis U von V existiert, so dass Matg( f) Trigonalge-
stalt hat.

BEMERKUNG 5.17

Genau dann ist eine Matrix A trigonalisierbar, wenn y(A) in Linearfaktoren zerfallt. Die Eigenwerte von
A sind dann gerade die Diagonalelemente der Trigonalmatrix zu A. O

KOROLLAR 5.18

Nach dem Fundamentalsatz ist iiber C jede Matrix trigonalisierbar.
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6 FEuklidische und unitare Vektorraume

6.1 Riume mit Skalarprodukt

DEFINITION 6.1
Seien K =R (oder K = C) und V ein K-Vektorraum.
Seien «, 5 € K und z,y, z € V. Erfiillt eine Abbildung s(-,-) : ¥V xV —- K

s(ax + By,z) = as(w,z)+ Bs(y,z) und
s(z,y) = s(y,z),

dann heiflt s eine Bilinearform (Hermitesche Form) auf V.

Ist s zusétzlich positiv definit, d.h. s(z,z) > 0 fir alle x € V\{0}, dann heiflt s ein Skalarprodukt auf
V. Wir schreiben dann s := (-,-) und wir nennen V einen euklidischen (unitdren) Vektorraum.

BEMERKUNG 6.2

(1) Bilinearformen bzw. Hermitesche Formen sind stets linear in der zweiten Komponenten:

s(z,ay + fz) = s(ay + fz,x) = as(y,z) + Bs(z,2) = as(z,y) + Ps(z, 2).

(2) Ein Skalarprodukt induziert stets eine Norm auf V: Definiere || - || : V — R{ durch

2]l := (@, 2) | (x € V),

dann gelten fiir alle x € V:
lzll =0=2=0,  [lazl[=lalllzll, [z +yll <[l=[|+ [yl

(3) Eine Norm wiederum induziert stets eine Metrik auf V: Definiere d : V x ¥V — R durch

d(@,y) = lle = yll | (z,y € V),

dann gelten fiir alle z,y,z € V:
dz,y) =0 w=y,  dzy) =dyz), dzy) <dz)+dzy).
(4) Es gilt der Satz des Pythagoras:
llz =yl = l|z[]* — 2z, y) + ||yl
(5) Es gilt die Parallelogrammregel:
llz +yll* + [l = yll* = 2]|=[]* + 2[[y||*.
(6) Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:
(ool < lzll{lyll  wnd  [{z,y)| = [|z[|[[yl| & 2,y sind linear abhingig.

(7) Wir nennen z,y orthogonal (in Zeichen: x_Ly), falls gilt (x,y) = 0.
(8) Ist V euklidisch, dann induziert (-,-) eine Winkelfunktion ¢ := <(-,-) : V x V — [0, 7] implizit durch

cos(p) := (x,y € V).

Da nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt % € [-1,1] und cos : [0, 7] — [—1, 1] bijektiv ist,
ist <(z,y) wohldefiniert. O
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6.2 Orthogonalridume

BEMERKUNG 6.3 (Direkte Summen)

(1) Seien zunéchst allgemein V ein K-Vektorraum und U, W Unterrdume von V. Dann definieren auch
U+W :={ut+w]|ueU weW}und UNW Unterrdume von V, die wir mit &/ + W und U N W

bezeichnen.

(2) Ist V=U+ W und U N W = {0}, dann heifit V die direkte Summe von U,W (V =U & W).

(3) Ist ¥V =U @ W, dann lasst sich jedes v € V eindeutig zerlegen in v = u+w mit w € U, w € W.
Die Projektionen myy : V — U, v— wund 7y : V. — W, v — w sind surjektiv und linear.

(4) Sei U C V, dann existiert genau ein W CV mit V =U & W.

Sei 4 eine Basis von Y. Nach dem Basisergénzungssatz existiert dann eine endliche, linear unabhéngige
Teilmenge 20 von V', so dass U U 2T eine Basis von V bildet. Dann ist 20 eine Basis von W.

Insbesondere gilt die Erste Dimensionsformel: dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

(5) Seien V, X zwei IC-Vektorrdume und f € Hom(V, X). Seien 4l eine Basis von Kern(f) C V und X eine
Basis von Bild(f) C X. Dann ist 20 := f~!(X) C V Basis eines Unterraumes W C V und 20 U U
bildet eine Basis von V, d.h. V =U & W.

Insbesondere gilt die Zweite Dimensionsformel: dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).

(6) Seien V =U@®W und f € Hom(U, V), g € Hom(W, V). Dann existiert genau eine gemeinsame lineare
Fortsetzung h : V' — V, d.h. genau ein h € Hom(V, V) mit hly = f und h|lw = g.

DEFINITION 6.4
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt s = (-,-) : V¥ x V — K.

{v1, ..., vm} C V heilt ein Orthogonalsystem, falls (v;,v;) = 0 fiir alle ¢ # j, und ein Orthonormalsys-
tem, falls zusétzlich ||v;|| = s(v;,v;) = 1 fiir alle 4.

Entsprechend heifst eine Basis O von V Orthogonalbasis bzw. Orthonormalbasis, falls sie ein Orthogo-
nalsystem bzw. ein Orthonormalsystem von V bildet.

BEMERKUNG 6.5 (Orthogonalsysteme)

(1) Sei O :={vy,..., 0} ein Orthogonalsystem. Dann ist O linear unabhéngig: Sei ajvy +... + am v, = 0,
dann gilt fiir beliebiges i € {1,...,m}:

0= (v, 0101 + ... + AUm) = a1 {V;, V1) + oo + A (U5, V) = i {v;, V;) = a; = 0.

(2) Orthonormalisierungsverfahren von Gram und Schmidt: Sei ¥ = {v1, ..., v, } eine Basis von V, dann
ist O :={wy,...,w, } mit

v w! i
wy = W1 1= ,miﬂ, W4 q = Uyt — Z(vi,va)vi
Tor] T ] 2

eine Orthobormalbasis von 2.

(3) Seien U, W C V. Wir schreiben U/ LW, falls ulw fir allew € U, w e W, und V =U O W, fallstd LW
und V =U + W. V heillt dann die orthogonale Summe von U, W.

Orthogonale Summen sind immer direkt, dh. V=U DW=V =UDW.

(4) Sei U C V. Dann definiert auch &+ := {v € V | vLu} einen Unterraum von V, den Orthogonalraum
zu U. Es gelten dann U LU+ und V =U O U~.

(5) Gelte nur M C V, dann ist dennoch M+ C V und es gilt M+ = (span(M))*+.

(6) Sei (R™, (-, -)) der kanonische euklidische Raum. Sei Z C R" der Zeilenraum eines homogenen, linearen
Gleichungssystems iiber R. Dann ist L = Z+ (da Va,y € R" : (x,9) = z e y).

In C stimmt das nicht (denn dort ist (-,-) nicht e, sondern die Hermitesche Form). O
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6.3 Orthogonale und unitire Endomorphismen

BEMERKUNG 6.6
(1) Sei V ein Vektorraum. f € Hom(V, V) heifst ein Endomorphismus von V (in Zeichen: f € End(V)).

)
(2) Die Menge der invertierbaren Endomorphismen von V bildet eine Gruppe, die wir mit GL(V') be-
zeichnen. O

DEFINITION 6.7
Sei (V, s) ein n-dimensionaler, euklidischer (unitérer) Raum.
f € End(V) heifit orthogonal (unitdr), falls fir alle v,w € V gilt: s(f(v), f(w)) = s(v, w).

BEMERKUNG 6.8
(1) Fiir f € End(V) sind aquivalent:

f ist orthogonal (unitér) < Yo e Vi [|f(0)|| =1lv|]| < [[v||=1=||f(v)|| =1.

(2) Die orthogonalen bzw. unitdren Endomorphismen auf V bilden bzgl. o eine Untergruppe O(V') von
GL(V), die orthogonale (unitire) Gruppe auf (V, s):
(a) Seien f,g € O(V), dann ||(fog)()|| = ||f(g(@)|] = |lg(v)|| = ||v]| fir allev € V| d.h. fog € O(V).
(b) Wegen f(v) =0=||f(v)]|=0=|[v]| =0=v=0ist f € O(V) stets injektiv, also (in End(V"))
invertierbar. AuRerdem ist ||f~1(v)|| = [|f(f~1(v))|| = ||v]| fiir alle v € V, d.h. f~1 € O(V).

3) A Eigenwert von f € O(V) = || =1, denn fiir v # 0 mit f(v) = Ao il [N = W — 1,
(3) A Eig ; g

[ol]

(4) Seien O := (vy, ..., v,) Orthonormalbasis von (V,s), f € End(V), 20 := (f(v1), ..., f(vy)). Dann gilt:

f ist orthogonal (unitér) < 20 ist eine Orthonormalbasis von V. O

DEFINITION 6.9

A € K™ heift orthogonal (unitir), falls A invertierbar ist mit A=1 = AT.

BEMERKUNG 6.10

(1) Die orthogonalen bzw. unitdren (n X n)-Matrizen bilden eine Untergruppe O(n) von GL(n), die
orthogonale (unitire) Gruppe.

(2) Seien O eine Orthonormalbasis von (V, s) und f € End(V'). Dann sind &dquivalent:

f ist orthogonal (unitiir) < Mat3 (f) ist orthogonal (unitér).

(3) A € K™*" ist orthogonal (unitér) < die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis des K™.
(4) A€ O(n) = |det(A)| =1, denn 1 = det(Id) = det(AAT) = det(A)det(A) = | det(A)[%. O

SATz 6.11 (Normalform unitdrer Endomorphismen)

Sei f € End(V) unitdr. Dann besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu f.

BEWEIS

Per Induktion iiber dim(V') = n: x(f) zerfillt iiber C in Linearfaktoren. Sei x(A;) = 0 und v; normierter
Eigenvektor zu Ay, dann V = span(v;) @ span(vy)t = W @O U und flw : W — W. Wir zeigen, dass
flu: U —U. Sei dazu u € U, dann 0 = (vy,u) = (f(v1), f(u)) = A1 (v1, f(u)), also auch f(u) € U.

Wegen dim(U) = n — 1 liefert die Ind.vor. dann, dass U eine Orthonormalbasis (vs,...,v,) aus Eigen-
vektoren zu f besitzt; wegen V = W & U ist damit U := (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V aus
Eigenvektoren zu f. ]
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KOROLLAR 6.12 (Normalform unitidrer Matrizen)

Sei A € C™*" unitér, dann gibt es ein unitires C € C*™™ mit A = CBCT, B = diag(\y, ..., \,,) und
Al =1 fiir alle i € {1,...,n}.

BEWEIS

Setze f := Lin(A), dann ist f € End(C™) nach 6.10.2 unitér, nach 6.11 gibt es also eine Orthonormalbasis
) aus Eigenvektoren zu f. Damit ist

Mat¥ (id)Mat & (f)Maty (id) ™! = Maty (id)Mat (f)Mat§ (id) = Mat3 (f) = diag(A1, ..., An)

und nach 6.8.3 gilt |\;| = 1 fiir alle i. Nach 6.10.3 ist Matg (id) unitér und wegen A = Mat(f) folgt mit
B :=Mat3(f), C := Mat§ (id) die Behauptung. O

Satz 6.13 (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Zu 6; € [0,27) bezeichne D; := (3% ~51%) die Drehmatrix (in R?) um den Winkel ;.

sinf; cos0;
Sei f € End(V) orthogonal. Fiir geeignete r,s,¢ und passende 61, ...,0; lasst Mat(f) sich dann auf
folgende Gestalt transformieren:

+Id(r) | 0 0
Mat(A)~ [ 0 | —Id(s)| 0
0 0 |D@

mit Id(r) :=Id € R™*", Id(s) = R*** und D(¢) := diag(Dy, ..., D).

BEWEIS

Der euklidische Fall ist schwieriger zu behandeln, da das charakteristische Polynom x/(f) eines orthogo-
nalen Endomorphismus f nicht immer in Linearfaktoren zerféllt (und damit f nicht diagonalisierbar sein
muss).

(1) V besitzt einen f-invarianten Unterraum W der Dimension dim(W) € {1, 2}:

Hat x(f) eine reelle Nullstelle A1, dann sei W der von einem zugehérigen Eigemvektor v aufgespannte
Unterraum. Dann ist f(W) = MW C W und dim(W) = 1.
Andernfalls betrachte x(f) = x1 - ... - xx mit deg(x;) = 2. Setze aukerdem Yo := id. Nach Hamilton-
Cayley ist dann x(f)(f) = xs(f) o .o x1(f) = 0.
Wihle w # 0 und i € {1,...,k} mit v := (xi—1(f)o...oxo(f))(w) # 0 und x;(f)(v) = 0. x;(f) hat die
Gestalt f2+af+/3id, also folgt aus x;(f)(v) = 0, dass f(f(v)) = —af(v)—B(v) € span(v, f(v)) =: W.
Dann sind f(v), f(f(v)) € W, d.h. W ist f-invariant. Auflerdem dim(W) < 2.

(2) V besitzt f-invariante Uy, ...,Up, SV mit V=UD ... © U, und dim(;) € {1,2}:
Sei W C V f-invariant mit dim(W) € {1,2}. Analog zum unitiren Fall zeigen wir, dass W= ebenfalls

f-invariant ist. Nach Ind.vor. besitzt W+ bereits die gewiinschte Zerlegung in f-invariante Unterriu-
me der Dimensionen 1,2, also dann auch V = W @ W-.

(3) Nach (2) koénnen wir (E annehmen, dass dim(V) € {1,2}. Im Fall dim(V) = 1 ist V = span(v) mit
v # 0 Eigenvektor zu f zu einem Eigenwert A\ = +1 und wir erhalten den gewiinschten Eintrag +1
in Id(r) bzw. —Id(s).

Im Fall dim(V) = 2 wihle eine Orthonormalbasis © = (v1,v2) von V, dann ist A := Mat3(f)
orthogonal, d.h. AAT = Id. Komponentenweise Betrachtung dieser Bedingung liefert fiir geeignetes

6 € [0,27):
cosf) —sinf cosf) sinf +1 0
A~ <sin9 cos > oder A~ (sin@ —c059> ~ < 0 —1) ’ -

KOROLLAR 6.14 (Normalform orthogonaler Matrizen)
Sei A € R™*" orthogonal, dann gibt es C € R"*" mit A = CBC” und B = diag(+Id(r), —Id(s), D(t)).
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6.4 Selbstadjungierte Endomorphismen

DEFINITION 6.15
Sei (V, s) euklidisch (unitér). f € End(V') heifit selbstadjungiert :< Yo, w € V:s(f(v),w) = s(v, f(w)).
A € K"*™ heiflt selbstadjungiert oder symmetrisch (Hermitesch), falls A = AT,

BEMERKUNG 6.16

(1) Seien © = (vy,...,vy,) eine Orthonormalbasis von (V,s), v,w € V und (z1,...,25), (Y1,...,Yn) die
Koordinatenvektoren von v, w. Dann gilt s(v,w) = (x,y) ({-,-) das Standardskalarprodukt auf K"):

n

n n n
s(v,w) = 5(2%’%2%‘%) = Z s(zv;, xjv;) = Zfz’yi = (z,y).
i=1 =1 i=1

ij=1

(2) Sei A = Mat3(f), dann sind Az, Ay die Koordinatenvektoren von f(v), f(w) bzgl. O, d.h.

f ist selbstadjungiert < VYov,w eV :s(f(v),w) = s(v, f(w))
& Va,y e K" : (Az,y) = (z, Ay)
< Vr,y e K" : (Az,y) = (ATx,y)
< A ist selbstadjungiert.

Also: Ist O eine Orthonormalbasis von (V,s), dann ist f € End(V) genau dann selbstadjungiert,
wenn Matg (f) € K»*™ selbstadjungiert ist. O

SATZ 6.17 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen)

Seien (V, s) ein euklidischer (unitérer), n-dimensionaler Raum und f € End(V) selbstadjungiert.

Dann besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu f und alle Eigenwerte von f sind reell.

BEWEIS
(1) Sei A € C eine Nullstelle von x(f) und z # 0 mit f(z) = Az, dann gilt

As(z,z) = s(z,A\x) = s(z, f(z)) = s(f(z),2) = s(\z,2) = As(z, x) = A=,

also A € R. Nach dem Fundamentalsatz ist also x(f) = (¢t — A1) -+ (£ — A,) iiber R.

(2) Wie iiblich per Induktion: Sei A; Eigenwert von f zum normierten Eigenvektor v, dann definiere
U = span(vy). U ist f-invariant und wir miissen zeigen, dass auch U+ f-invariant ist. Seien dazu
v € UL, ueU,dann gilt s(f(v),u) = s(v, f(u)) =0, also f(v)Lu, d.h. f(U+) CU*L.

Nach Ind.vor. besitzt & nun eine Orthonormalbasis (va, ..., v,) aus Eigenvektoren zu f|,., also ist
(v1, ..., vy) eine Orthonormalbasis von V = U © U~. O

KOROLLAR 6.18 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Matrizen)

Sei A € K™*" selbstadjungiert, dann gibt es C € C"*" mit A = CBCT, B = diag(A1, ..., Ap) und
Ai € R fiir alle ¢ € {1,...,n}.
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7 Erganzungen

7.1 Ein Beispiel aus der Theorie gewohnlicher Differenzialgleichungen

DEFINITION 7.1

Ein gewdéhnliches Anfangswertproblem erster Ordnung ist eine Funktionsgleichung der Form

a(t) = F(z(t))
{x(O) = ' (+)

Dabei sind F' : R — R und zg € R gegeben und z : R — R gesucht.

BEISPIEL 7.2
Sei F': R — R gegeben durch F(z) := A -« fiir ein A € R. Dann wird (*) gelost durch

z:R—R, x(t) := exp(tA) - xo,

denn #(t) = Aexp(tA)zg = Ax(t) = F(x(t)) und x(0) = exp(04)xo = zp. O

AUFGABE 7.3

Wir wollen das folgende lineare Anfangswertproblem lésen:

z(t) = A-z(t)
{x(O) = 9 ’ (%)

wobei A € R™ ™ und zg = (2, ..., z}) € R™ vorgegeben sind.

Wir verwenden aus der Theorie gewohnlicher Differenzialgleichungen, dass der Ausdruck

eXp(M) = ?
k=0

fiir jede Matrix M € R™*™ gegen eine Matrix exp(M) € R™*™ konvergiert und dass z(t) := exp(tA) - zo
eine Losung von (*x) ist. Uns interessiert, wie exp(tA) explizit aussicht.

(1) Sei dazu zunéchst A eine Diagonalmatrix: A = diag(Aq, ..., A,) fiir geeignete Aq, ..., A, € R. Dann ist

X (tA)k
exp(t4d) = Z ( k:')
k=0 ’
~ (tAq)* 0
= Z E ..
k=0 0 (t/\n)k
oS k
k;z[) (f>’\€1’) O
0 > Gak
k=0
exp(tAr) 0
0 exp(tAn)

Fiir Diagonalmatrizen A kénnen wir exp(tA) also explizit berechnen.
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Eine Losung von (x*) ist dann

exp(tA1)zd

x(t) := exp(tA) - xg = O

exp(tA, )zl

(2) Habe nun A nicht notwendig Diagonalgestalt, aber es gebe eine Basis 2 von R”, so dass Matgy(f)
Diagonalgestalt hat, wobei f € Hom(R",R"™), f(z):= A-z. Dann ist

A = Mat(f) = Matg" (f) = Matg" (id)Matg (f)Matg (id).

Zur Vereinfachung der Notation setze B := Matg" (id) und A := Matg(f) = diag()1, ..., \s) (dann
insbesondere B~! = Matg (id)).
Es gilt fiir k£ € Ny:

A* = (BAB™Y)* = (BAB™Y)...(BAB™%) = BA(B™'B)---(B"'B)AB~! = BA*B™ 1,

also
exp(tAr) 0
exp(tA) = exp(B(tA)B™') = Bexp(tA)B™* Yp B~
0 exp(tA,)
Also kennen wir auch fiir diesen Fall exp(tA) (und damit die Losung x von (*x)) explizit. O

BEMERKUNG 7.4

Jedes solche lineare Anfangswertproblem besitzt genau eine Losung x : R — R™ und diese hat stets die

Darstellung
z(t) = exp(tA) - zo.

Aber: Zu A muss nicht notwendig eine Basis U von R™ existieren, so dass Matg( f) Diagonalgestalt hat.
Antworten auf die Frage, wann und wie man so ein U findet, gibt die Eigenwerttheorie, vgl. §5.

Ist U = (vy,...,v,) eine Basis von R™ mit Matg(f) = diag(A1, ..., An), dann nennt man vy, ..., v, Figen-
vektoren von f (bzw. von A) und Aq, ..., A, die zugehorigen Eigenwerte von [ (bzw. von A).

Diese Definition macht auch allgemein fiir endlichdimensionale K-Vektorrdume V und f € Hom(V,V)
Sinn. O
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7.2 Ein Beispiel zu Basistransformation und Darstellungsmatrizen

AUFGABE 7.5

Gegeben seien der F5-Vektorraum
Y i= Fa[X]u := {p € Fs[X] | deg(p) < 4} C Fs[X]
der Polynome iiber F5 vom Grad < 4, die formale Ableitung D : V — V| definiert durch

i Xl oi>1
D(X)::{ 0 i=0

sowie die Teilmengen

P = (X+1; XY X34+4X% X2 +4; X +4);

W = 22X+ X% X2+ X XP42X% X4+ X2 X% 44
von V.
1) Zeigen Sie, dass U und 20 Vektorraumbasen von V sind.
2) Driicken Sie die Elemente von U als Linearkombination der Elemente aus 20 aus und umgekehrt.
3) Zeigen Sie, dass F': V — V, p+— D((X +1) - p) linear ist.
4)
5)

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von F bzgl. U, 20.

Berechnen Sie den Kern von F.

(
(
(
(
(

LOSUNG

(1) Es ist bekannt, dass dim(V) =5 und € := (1, X, X2, ..., X*) eine Basis von V ist. Es geniigt daher zu
zeigen, dass U, 2 linear unabhéngig sind.

(a) Seien also aj,...,a5 € F5 mit ajvg + ... + asvs = 0, dann

(X + 1)+ (XY +az(X2 +4X%) +au(X2 +4) +as(X +4) =0
= X'+ a3X® + (aq +4a3) X + (o1 + as) X + (o1 + oy +4as) =0
= ay=0, a3=0, ag+4a3=0, a1 +a5 =0, a1 + ag +4a5 =0

= a1=0, as=0, ag=0, ay =0, a5 =0.

Also ist U = (vq, ..., v5) linear unabhéngig. O

(b) Analog seien aq, ..., a5 € F5 mit aqwy + ... + asws = 0, dann

a1 (2X3 + X?) + (X2 + X)) +az(XP+2X) + au (X + X)) fa5(X%+4) =0
= 044X4+(2041+043)X3+(041+042+2043+044—|—045)X2+042X—|—4045:0
= o1=0, 201 +a3=0, o1 +as+2a3+as+a5=0, az =0, a5 =0

= a1=0,a3=0, ag=0, ay =0, a5 =0.

Also ist auch 20 = (wy, ..., ws) linear unabhéingig. O
(2) (a) Wir suchen zu jedem v; € U Skalare aq,...,a5 € Fs, so dass gilt v; = aqwy + ... + asws bzw.
\I/Qn(vz) = (al, ceey 045).

Berechnung von Wey: Finde (1, ..., 85 (in Abhingigkeit von aq, ..., as) mit

ar + s X + asX? + s X3+ as X4

Brwr + Bawa + Baws + Baws + Bsws

Br(2X% + X2) 4 B2(X? + X) + B3(X° +2X7) + Ba(X* + X?) + B5(X> + 4)
ABs + PoX + (Br + B2 + 285 + Ba+ B5)X> + (2681 + B3) X + B X ™.
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Koeffizientenvergleich (bzw. Anwendung von ¥e auf die Gleichung) liefert

(65} 0O 0 0 0 4 ,61
(65 0 1 0 0 O ,82
ag|l =111 2 1 1 O3 |,
(67} 2 0 1 O O ﬂ4
s 00 0 1 0 D5
d.h.
e 000 0 4\ " [ 32 3 4 2\ [
Ba 01 0 0 O Qo 01 0 0 O 9
Gzl =11 1 2 1 1 az| =14 1 4 3 1 e %}
B4 2 01 0 0 Qy 0 0 0 01 ay
0Os 0 0 0 1 0 as 4 0 0 0 O s
Also ist

\I/m(al =+ CMQX —+ CK3X2 + O[4X3 —+ a5X4)
(Bay + 2a0 + 3z + 4oy + 205, g, dag + as + das + 3as + as, as, day)

=: Pgy(a1, a2, a3, 4, 5).

Berechnung der 2J-Koordimaten der v; € *U:

Ugp(v1) = Pgy(1,1,0,0,0) = (0,1,0,0,4);
Uop(ve) = Pgu(0,0,0,0,1) = (2,0,1,1,0);
\IIQU(vE\) = (I)m(030747170) = (1’0747070); O
Uop(vy) = Pgp(4,0,1,0,0) = (0,0,0,0,1);
Ugp(vs) = Pgy(4,1,0,0,0) = (4,1,2,0,1).

(b) Anstatt analog vorzugehen und all diese Berechnungen noch einmal durchzufiihren, iiberlegt man
sich Folgendes:

Ist A:= (Ugg(v1)|---|Pau(vs)) € F2*5, dann gilt
oy (v;) = Ael) = AWy (v;) = (Lin(A) o Ueg)(v;),

d.h. Ugy und Lin(A) o Uy stimmen auf der Basis U und damit auf ganz V iiberein.

Insbesondere gilt
e = Woy(w;) = (Lin(A4) o Ug)(w;) = AVgs(w;) = Ug(w;) = A e,

Wir brauchen also nur die Matrix A zu invertieren:

-1

0 2 1 0 4 4 1 4 3 0
1 0 0 0 1 00 0 1 0
At=|0 1 4 0 2 =201 0 0
01 0 0 O 31 3 11
4 0 0 1 1 1 01 2 0
und erhalten
Vyg(wi) = (4,0,2,3,1);
Uy(wy) = (1,0,0,1,0);
\Ilm(wS) = (470717371)7 <>
\Ifm(w4) = (3,1,0,1,2);
\I/m(’w5) = (0,0,0,1,0).

(3) F ist wohldefiniert, d.h. fiir jedes Polynom p € F5[X]4 ist auch F(p) vom Grad < 4.
Seien p,q € V und «, 8 € F5, dann gilt

Flap+p8q) = D((X +1)-(ap+ Bq)) = DX +1)-p+p(X+1)-q)

— aD((X+1)-p)+BD(X +1)-q) = aF(p)+BF(q). 0
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(4) Berechnung der Darstellungsmatrix B := Matg (F'): Wegen

B’ = Be) = Mat (F)el? = (Wgg o Fo Ug')(e?) = Woy(F(v;))
miissen wir zunachst die Bilder von U unter F' ausrechnen:
F(vi) = D(X+ 1)(X +1)) = D(X?2+2X+1) = 2X +2
F(vz) = D((X+1)(X") = D(X°+X*) = 4X3,
F(v3) = D(X+1)(X34+4X?)) = D(X*+4X?) = 4X3+3X;
F(vy)) = D((X+1)(X*+4)) = DX+ X?4+4X +4) = 3X24+2X +4;
Fvs) = D(X+1)(X+4) = D(X?+4) = 2X.
Nun kénnen wir die Spalten von B bestimmen:
\IJQU(F(Ul)) = (272a03070) = (0,2,0,0 3)7
\IIQU(F(UZ)) = (0707 03470) = (17 0,2,0 0)7
Uop(F(vs)) = w(0,3,0,4,0) = (2,3,0,0,0);
Vo (F(ve)) = (4,2,3,0,0) = (0,2,0,0,1);
Uop(F(vs)) = (0,2,0,0,0) = (4,2,2,0,0).
Also hat Matg (F) die Gestalt
01 2 0 4
2 0 3 2 2
Matg (F)=[0 2 0 0 2 O
0 0 00O
3 00 10

(5) Berechnung des Kerns von F:

z € Kern(B) & Bx =0« x € L(B) =span({(0,1,4,0,4)}),

denn
01 2 0 4 10 0 0 O
2 0 3 2 2 01 0 01
02002 ~ |00 1 04| ~ L(B) =span({(0,1,4,0,4)}).
0 00 0O 0 0010
300 10 0 0 0 0O
Wegen F(p) = ¥yl (A~ ¥es(p)) suchen wir also p € V mit Ug(p) = (0,1,4,0,4) bzw.

5'((0,1,4,0,4))

Vo + 4vz + 4vs

X4 4 4(X3 +4X?) 4 4(X +4)
X4+ 4X3 + X2 44X + 1.

p =

Also ist F((p) =0 < p € span({X* +4X3 + X% +4X 4+ 1}), d.h

Kern(F) = span({X* +4X3 + X? + 4X + 1}).
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7.3 Ein Beispiel zur Jordanschen Normalform

BEMERKUNG 7.6 (Jordan-Transformation)

Jede Matrix A € C™*™ lasst sich in Jordan-Normalform iiberfithren, d.h. es gibt invertierbares U € C™**"
mit

A1 0 -+ 0
Jl 0 0 /\z 1 .
UAU ! = , =1 . . . o | i=Ltm
0 Im 0 -« 0 N 1
o -~ 0 0 XN

wobei \; die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte zu A sind, i = 1, ...,m.
Bis auf Permutation der Jordan-Kdstchen Jy, ..., Jp, ist die Jordan-Normalform eindeutig bestimmt.

J :=UAU! heifit ,die“ zu A gehérige Jordan-Matriz. %

AUFGABE 7.7

Wir suchen ,die“ Jordanmatrix J und die Transformationsmatrix U zu

2 0 1
A=|-1 1 -1
-1 0 O

LOSUNG
(1) Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren, d.h. finde « # 0 und A, so dass Az = Az.

Berechnung des charakteristischen Polynoms zu A:

2—A 0 1
det [ =1 1-X —1]=(1=-XN(=A2-N)+1)=—-(\-1)
-1 0 —A
d.h. A =1 ist einziger Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit Ma(l) =3.
Ein Eigenvektor  zum Eigenwert A erfiillt (A — A\I)z = 0, d.h.

r1+x3 = 0
—I1 — I3 = 0
—Tr1 — T3 = 0

Eine Basis des Losungsraumes dieses Gleichungssystems ist

1 0
0], (1
-1 0

tg(A) = 2, also geometrische Vielfachheit kleiner als algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A, d.h.
A ist nicht diagonalisierbar.

Bestimme nun Bild(A — AI), hier

1
BildA-\) =< a|-1| [aeR
~1

Bilde dann moglichst viele linear unabhéngige Eigenvektoren, die in Bild(A — AI) liegen, und tausche
alte Eigenvektoren gegen neue aus:

1 0 1 0 1
1{o|+En[1])=|-1]|eBidA-1 > 1| = [ -1
-1 0 -1 0 -1
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(2) Ergénze mit Hauptvektoren zu einer Basis. Lose dazu fur jeden Eigenvektor hg € Bild(A — M) die
Gleichung (A—AI)h, = hy. Wir erhalten so den ersten Hauptvektoren erster Stufe h; zum Eigenvektor
hg. Die Menge

Hau(\) := {z € R" | (A — Ald)*z = 0 fiir ein k € N} D Kern(A — A\Id) = Eig()\, A)

heiflt der Hauptraum zum Eigenwert A und R™ = Hau()\;) @ ... ® Hau(\g) die Hauptraumzerlegung
von R"”.

Fahre fort: (A — AI)he = hy, (A — Al)hg = hs ..., bis das Gleichungssystem nicht mehr 15sbar ist.
Wiederhole den Prozess fiir alle anderen Eigenvektoren.

Y+ =1 1
(A-=M)hi=hoe{ —pPV—pd = _1 ;2B .= [0
7h§1) _ hg?’) - 1 0

Damit haben wir bereits gentigend Vektoren fiir eine Basis.

(3) Sortiere die Eigen- und zugehorigen Hauptvektoren in die Spalten einer Transformationsmatrix
(Hauptvektoren in der Reihenfolge der Iteration hinter die zugehérigen Eigenvektoren).

0 1 1
U=1[|1 -1 0
0 -1 0

(5) Stelle die Jordan-Matrix auf (J = U~1AU).

Da unsere Transformationsmatrix aus zwei Eigenvektoren und einem Hauptvektor besteht, hat die
zugehorige Jordan-Matrix die Gestalt

0 11
A

o O >
o > O

BEMERKUNG 7.8

Damit kénnen wir fiir jede Matrix A € C"*™ den Ausdruck exp(A) explizit ausrechnen.

Sei ndmlich A = UJU ! mit zu A gehériger Jordan-Matrix .J, d.h.

/\1 C1 0 0 /\1 0 0 0 0 C1 0 0
0 X ¢ : 0 X 0 . 0 0 ¢ :
J = o |~ o o | T 0
0 0 )\nfl Cn—1 0 0 )\nfl 0 0 0 0 Cn—1
0 0 0 An 0 0 0 An 0 0 0 0
—:D =N

mit Ay, ..., A, die Eigenwerte von A und ¢y, ...,¢,—1 € {0,1} passend.

Wegen D - N = N - D gilt die Funktionalgleichung
exp(J) = exp(D + N) = exp(D) - exp(N),
d.h.

exp(A) = exp(UJU ™) = Uexp(D + N)U ! = Uexp(D) exp(N)U ™! = Uexp(D) ( > ]:'Nk> Ut
k=0

Beachte: N ist nilpotent, d.h. fiir alle k > n gilt: Nk =0. O
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7.4 Ein Beispiel zur Hauptachsentransformation

DEFINITION 7.9
Seien (V, s) der euklidische Raum (R™, (-,-)) und b : R® x R” — R eine symmetrische Bilinearform.

Sei ¥ = (v1, ..., v,) eine Vektorraumbasis von V. Dann

b(vr,v1) -+ blvr,v,)
Matg (b) := (b(vi, v)))1555m = | :
b(vp,v1) -+ blvp,vy,)

die Darstellungsmatriz von b bzgl. der Basis U.

BEMERKUNG 7.10
(1) Mit b ist fiir beliebige Basis U auch Matg;(b) symmetrisch.
(2) Genau dann ist Maty(b) eine Diagonalmatrix, wenn U eine Orthogonalbasis ist.

(3) Seien v,w € V und z,y die Koordinatenvektoren von v,w bzgl. 8. Nach Bem. 6.16.1 gilt dann
b(v, w) = zT Maty (b)y.

(4) Seien 2 = (wy, ..., w,) eine weitere Basis von V und P = Maty (id) die Darstellungsmatrix des
Basiswechsel von 20 nach 20, dann ist Matg; (b) = PT Matgy(b) P.

(5) Sei A € R™*" symmetrisch. Dann definiert b(z,y) := 27 Ay = (Az,y) = (z, Ay) eine symmetrische
Bilinearform auf R™*" mit Mate (b) = A. O

SaTz 7.11 (Hauptachsentransformation)
Seien b eine symmetrische Bilinearform auf R™,.

Dann gibt es eine Basis U = (vy,...,v,) des R™, wobei U eine Orthogonalbasis bzgl. (-,-), so dass
Matg (b) = diag(A1, ..., Ap) mit \; € {—1,0,1}, i=1,...,n.

BEWEIS

Sei A := Matg(b), dann ist A symmetrisch, nach dem Spektralsatz 6.17 gibt es also n reelle Eigenwerte
[y ey b, von A und eine Orthonormalbasis 20 (bzgl. (-,-)) von R™, so dass Matgy(b) = diag(Aq, ..., Ap).
Wiéhle

vy =14 Vlwil S , i=1,..,n,
w; wi =0

dann ist (B p;, 1 # 0)

b(v U‘) _ b(wi,wj) _ (Aw“wj} _ ui<wi,wj> _ { +1 i:j
! Vi) Vi Vgl 0 iF
also Matey (b) = (b(vi,v;))1= 20 = diag(A1, ..., Ap) mit Ay, ..., Ay € {=1,0,1}. 0

AUFGABE 7.12

Wir betrachten die symmetrische Bilinearform b, die durch die Matrix

3 -2 0
A=|-2 2 —2] (=Mate(d)
0o -2 1

gegeben ist, d.h. b(z,y) := (Az,y).
1) Gesucht ist eine Orthonormalbasis O von (R3, (-,-)), so dass Matg (b) Diagonalgestalt hat.
g g
(2) Sei () := b(z, x) die zu b gehorige quadratische Form. Wie sieht E := {x € R3 | ¢(x) = 1} aus?
(3) Bestimmen Sie eine Basis U von R3, so dass Maty (b) = diag(1, 1, —1).
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LoésuNnaG
(1) Um die A Eigenwerte von A zu bestimmen, berechnen wir das charakteristische Polynom y(A4) von
A:
X(A) =det(A—Ad) = —-(A=2)(A=5)(A+1).
Die Eigenwerte A\; =2, Ay =5, A3 = —1 von A sind also paarweise verschieden und die zugehorigen
Eigenrdume damit alle eindimensional. Als zugehérige Eigenvektoren ermitteln wir

2 2 1
wy, = 1 5 Wy = -2 s w3 = 2
-2 1 2

Normierung von wi, wg, ws liefert die gesuchte Basis O = {01, 09,035} = {%wl, %wg, %wg}.

(2) Sei z = @101 + @202 + azos. Dann ist q(x) = A\ja? + Xacd + 303, d.h.
E = {(0&1,0[2,043) eR3 | /\10&% + /\20&% + /\30(% = 1}.

E beschreibt also einen ,Rotationselpisoid” mit Rotationsachsen o1, 02,03 (d.h. bei einer Drehung um
eine dieser Achsen dndert sich E nicht). Dies motiviert die Bezeichnung ,,Hauptachsentransformation®.

(3) GemiR Der Hauptachsentransformation 7.11 ist 0 gegeben als U = (%01, %02, 03). O

SaTz 7.13 (Sylvesterscher Trigheitssatz)
Seien b eine symmetrische Bilinearform auf R™ und 0,20 Basen des R". Dann gilt:

Matg; (b) und Matgy(b) haben den gleichen Rang und die Anzahl an positiven bzw. negativen Eigen-
werten von Maty (b) und Matgy(b) stimmt tiberein.

FOLGERUNGEN 7.14
Sei b eine symmetrische Bilinearform auf R™ und U eine Basis des R™. Dann gelten:
(1) Genau dann ist b positiv definit, wenn alle Eigenwerte von Maty (b) (strikt) positiv sind.

Seien némlich 20 eine Basis von R", so dass Matgy(b) = diag(A1, ..., A,) und v € R™ beliebig mit
V= w1 + ... + apwy, dann b(v,v) = q(v) = A\1ad + ... + A2, also b(v,v) > 0 fiir alle v # 0 genau
dann, wenn alle \; > 0.

Da in dem Fall nach Sylvester auch Maty(b) nur positive Eigenwerte hat, folgt die Behauptung.

(2) Wir nennen eine Matrix A € R"*" positiv definit, wenn fiir alle x € R"\{0} gilt: 27 Az = (z, Az) > 0.
Sei nun A symmetrisch, dann gilt: A ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A
positiv sind.

(3) Insbesondere ergibt sich aus (1): b ist genau dann positiv definit, wenn Matg;(b) positiv definit ist.

(4) Sei A € R™*"™ symmetrisch und x(A) = (=1)"" + o, 11" "1 +... + a1t + o das zugehdrige charakte-
ristische Polynom. Dann ist A genau dann positiv definit, wenn (—1)7a; > 0 fiir alle j = 1,...,n — 1.

(5) Hauptminorenkriterium: Eine symmetrische Matrix A € R™*™ ist genau dann positiv definit, wenn
fiir alle k =1, ...,n gilt det(Ay) > 0, wobei Ay, := (a”)igélz der k-te Hauptminor von A.

(6) Seien A € R™ ™ symmetrisch und P € Gl(n,R). Dann haben A und PTAP die gleiche Anzahl
positiver und negativer Eigenwerte.

(7) Alle Resultate dieses Kapitels lassen sich auf Hermitesche Formen in unitidren (C-)Vektorrdumen
iibertragen. O
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