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2.6 Di�erenzierbarkeitskriterien

Satz

Seien U, V endlich dimensionale Vektorräume, U normiert, Ω ⊆ U, f : Ω → V in x ∈ Ω di�erenzierbar.

Dann ist f in x stetig.

Beweis

Wegen A(x) stetig und A(x)0 = 0 gilt:

lim
h→0

f(x + h) = f(x) + lim
h→0

A(x)h + lim
h→0

||h||r(x, h) = f(x).

Satz

Sei Ω ⊂ Rn o�en, x ∈ Ω, f : Ω → Rm di�erenzierbar in x.

Dann existieren alle Richtungsableitungen von f in x und für ξ ∈ ∂B1(0) gilt

Dξf(x) = f ′(x)ξ = ξ1∂1f(x) + ... + ξn∂nf(x).

Insbesondere ist f in x partiell di�erenzierbar.

Beweis

Da f di�erenzierbar in x, gilt

f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + ||h||r(x, h).

Wähle spezielle Inkrementvektoren h = εei (i = 1, ..., n), dann ||h|| = ε||ei|| = ε, d.h.

f(x + εei)− f(x)
ε

= f ′(x)ei + r(x, εei).

Also ist f partiell di�erenzierbar in x und ∀i ∈ {1, ..., n} : ∂if(x) = f ′(x)ei.

Weiter ist

f ′(x)ξ = f ′(x)(ξ1e1 + ... + ξnen) = ξ1f
′(x)e1 + ... + ξnf ′(x)en.

Satz

Sei Ω ⊂ Rn o�en, x ∈ Ω, f : Ω → Rm partiell di�erenzierbar in einer Umgebung von x und ∂1f, ..., ∂nf
stetig in x.

Dann ist f di�erenzierbar in x und für h 6= 0 gilt:

f ′(x)h = h1∂1f(x) + ... + hn∂nf(x) = ||h||D h
||h||

f(x).

Beweis

Wir müssen zeigen:

f(x + h)− f(x)−
n∑

i=1

hi∂if(x) = ||h||r(x, h),

wobei r(x, h) stetig für h → 0 mit r(x, 0) = 0.

Im Fall n = 2 gilt:

f(x + h)− f(x)−
2∑

i=1

hi∂if(x)

= f(x1 + h1, x2 + h2)− f(x1, x2)−
2∑

i=1

hi∂if(x)
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= f(x1 + h1, x2 + h2)− f(x1, x2 + h2) + f(x1, x2 + h2)− f(x1, x2)−
2∑

i=1

hi∂if(x)

(MWS)
= ∂1f(x1 + ϑ1h1, x2 + h2︸ ︷︷ ︸

=:x(1)

)h1 + ∂2f(x1, x2 + ϑ2h2︸ ︷︷ ︸
=:x(2)

)h2 −
2∑

i=1

hi∂if(x) (ϑ1, ϑ2 ∈ (0, 1))

=
2∑

i=1

hi(∂if(x(i))− ∂if(x))

= ||h||
2∑

i=1

hi

||h||
(∂if(x(i)(h)− ∂if(x))

=: r(x, h).

Wir setzen r(x, 0) := 0. Dann ist r in 0 stetig, denn für h → 0 gilt: x(1) → x, x(2) → x.

Da ∂if stetig in x, folgt mit Induktion die Behauptung.

Bemerkung

Existieren bei einer Funktion f alle Richtungsableitungen, so muss f deswegen nicht di�erenzierbar sein.

Existieren alle partiellen Ableitungen einer Funktion f , sind aber nicht stetig, dann ist f nie di�erenzier-

bar.

Wir betrachten dazu einige ...

Beispiele

Wir setzen die Funktionen f, g, h : R2 → R, gegeben durch

f(x, y) :=
xy√

x2 + y2
;

g(x, y) :=
(x− y)3

x2 + y2
;

h(x, y) :=
(x− y)3√
x2 + y2

im Nullpunkt durch 0 fort und untersuchen sie in diesem Punkt auf die Existenz aller Richtungsableitun-

gen und totale Di�erenzierbarkeit. Sei dazu v = (v1, v2) ∈ S .

Dann ist

f(0 + tv) =
t2v1v2

|t|
= |t|v1v2,

also gilt für die Ableitung von f in Richtung v:

Dvf((0, 0)) = lim
t→0

f(0 + tv)− f(0)
t

= lim
t→0

v1v2sgn(t).

Gilt dann v1 6= 0 und v2 6= 0, so ist

lim
t↑0

sgn(t)v1v2 = −v1v2

lim
t↓0

sgn(t)v1v2 = v1v2,

d.h. Dvf((0, 0)) existiert nur für v = e(1) oder v = e(2).

Insbesondere ist f in (0, 0) nicht di�erenzierbar.
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Entsprechend berechnen wir für g:

Dvg((0, 0)) = lim
t→0

g(0 + tv)− g(0)
t

=
t(v1 − v2)3

t
= (v1 − v2)3.

Also lässt sich g in alle Raumrichtungen v ableiten.

Dennoch ist g nicht di�erenzierbar. Wir zeigen dazu, dass es ein

v ∈ S gibt mit

Dvg((0, 0)) 6= ∂1g((0, 0))v1 + ∂2g((0, 0))v2.

Setze dazu (v1, v2) := (1,−1)
||(1,−1)|| = 1√

2
(1,−1), dann

Dvg((0, 0)) =
(

1√
2

+
1√
2

)3

=
(

2√
2

)3

=
√

2
3
;

2∑
i=1

∂ig((0, 0))vi = v1 − v2 =
1√
2

+
1√
2

=
√

2.

Auch für h existieren die Ableitungen in alle Raumrichtungen:

Dvh((0, 0)) = lim
t→0

h(0 + tv)− h(0)
t

= lim
t→0

t3(v1 − v2)3

t|t|
= lim

t→0
|t|(v1 − v2)3 = 0.

h ist sogar di�erenzierbar. Um dies zu zeigen, berechnen wir die

partiellen Ableitungen ∂xh(x, y) und ∂yh(x, y) und zeigen, dass

diese stetig in einer Umgebung U ⊆ R2 von 0 sind.

Setze dazu U := S. Dann gilt

∂

∂x
h(x, y) =

3(x− y)2
√

x2 + y2 − (x−y)32x√
x2+y2

x2 + y2
;

∂

∂y
h(x, y) =

−3(x− y)2
√

x2 + y2 − (x−y)32y√
x2+y2

x2 + y2
.

Mittels der Abbildung

Φ :
R2 → [0,∞)× [0, 2π)

(x, y) 7→ r(cos ϕ, sinϕ)

wechseln wir von kartesischen zu Polarkoordinaten und erhalten durch die Substitution

x := r cos ϕ und y := r sinϕ

für die partiellen Ableitungen:

∂1h(x, y) =
3(r cos ϕ− r sinϕ)2

√
r2(sin2 ϕ + cos2 ϕ)− (cos ϕ−sin ϕ)3√

r2(sin2 ϕ+cos2 ϕ)
2r cos ϕ

r2(sin2 ϕ + cos2 ϕ)

=
3|r|r2(cos2 ϕ− sin2 ϕ)2 − 2r cos ϕr3 (cos ϕ−sin ϕ)3

|r|

r2

= 3|r|(cos ϕ− sinϕ)2 − 2|r| cos ϕ(cos ϕ− sinϕ)3 r→0−→ 0 und analog

∂2h(x, y) = −3|r|(cos ϕ− sinϕ)2 − 2|r| sinϕ(cos ϕ− sinϕ)3 r→0−→ 0.
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