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2.6 Differenzierbarkeitskriterien

SATZ
Seien U, V endlich dimensionale Vektorrdume, U normiert, Q C U, f:Q — V in x € Q) differenzierbar.

Dann ist f in « stetig.

BEWEIS
Wegen A(z) stetig und A(x)0 = 0 gilt:

lim f(z-+h) = f(2) + lim A()h -+ Tom |[B]}r (2, b) = f(2)

SATz
Sei Q C R” offen, z € Q, f:Q — R™ differenzierbar in x.
Dann existieren alle Richtungsableitungen von f in x und fiir £ € 9B;(0) gilt

Def(z) = f'(x)€ = &0 f(x) + ... +E0nf ().

Insbesondere ist f in z partiell differenzierbar.

BEWEIS

Da f differenzierbar in z, gilt
f(x+h) = f@)+ f(@)h+[h]lr (2, h).
Wiéhle spezielle Inkrementvektoren h = ee; (i = 1,...,n), dann ||h|| = €||e;|| = €, d.h.

[z +ee;) — f(x)

€
Also ist f partiell differenzierbar in x und Vi € {1,...,n}: 9;f(x) = f'(z)e;.
Weiter ist

= f'(x)e; +r(z,ee;).

(@))€= fl(z)(&rer + ... + &nen) =& f (@)er + oo + & f (@)en.

SATZ

Sei Q) C R™ offen, x € Q, f: Q — R™ partiell differenzierbar in einer Umgebung von z und 91 f, ..., On f
stetig in z.

Dann ist f differenzierbar in z und fiir h # 0 gilt:

f(@).

F'@)h = Moy f (@) + .+ hadu f(w) = [|WID_y

BEWEIS

Wir miissen zeigen:

fl@+h) - flz) - Z hid; f(z) = ||b||r(z, h),

wobei r(z, h) stetig fiir h — 0 mit r(x,0) = 0.
Im Fall n = 2 gilt:

f@+h) = flz) - Zhiaif(f)
i=1

2
= f($1+h1,$2+h2)—f(3317332)—zhi51f(37)
i=1
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2
= flzr + hi,za + he) — f(xr, 22 + he) + f(a1, 22 + he) — fa1,22) — th@z’f(ﬂ?)
i=1

2
M9 f(wr + by, + ho)hy + O f (@1, w0+ Vaha)ha — S hidy f(x) (91,02 € (0,1))
—_——

i=1

=D )

- Z hi(9if(2) — 9, f(x))

= Y @) 0 (w)
= r(z,h).

Wir setzen 7(z,0) := 0. Dann ist r in 0 stetig, denn fiir o — 0 gilt: 2 — z, 22 — 2.

Da 0;f stetig in x, folgt mit Induktion die Behauptung.

BEMERKUNG
Existieren bei einer Funktion f alle Richtungsableitungen, so muss f deswegen nicht differenzierbar sein.

Existieren alle partiellen Ableitungen einer Funktion f, sind aber nicht stetig, dann ist f nie differenzier-
bar.

Wir betrachten dazu einige ...

BEISPIELE
Wir setzen die Funktionen f, g, h : R? — R, gegeben durch

— Yy .
flzy) = \/ﬁ’
r— )3

se) = S0
Moy = L

im Nullpunkt durch 0 fort und untersuchen sie in diesem Punkt auf die Existenz aller Richtungsableitun-
gen und totale Differenzierbarkeit. Sei dazu v = (v1,v2) €S .

Dann ist )
t“v1v9
f(O + t’U) = |t1| = |t|v1v2,

also gilt fiir die Ableitung von f in Richtung v:
f(0+tv) = £(0)
t

D, f((0,0)) = lim

t—0

= tlgr(l) v1vasgn(t).

Gilt dann v; # 0 und ve # 0, so ist

hHngIlt’U’U = —v1v
£10 () 12 102
limsgn(t)viv = 10

) g () 102 102,

d.h. D, £((0,0)) existiert nur fiir v = ") oder v = ().

Insbesondere ist f in (0, 0) nicht differenzierbar.
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Entsprechend berechnen wir fiir g:

v) — vy — vg)?
Dugl(0,0) = fim 80T =90 _tlr w0

Also lasst sich g in alle Raumrichtungen v ableiten.

Dennoch ist g nicht differenzierbar. Wir zeigen dazu, dass es ein
v € S gibt mit

Dvg((oa O)) 7& alg<(07 0))“1 + 82.9((07 0))U2~

Setze dazu (v1,v2) := T = %(17 —1), dann

Dyg((0,0)) = (1+1)3:
1

Z@lg((0,0))vz = V]~V =—F%=+—F4= = \[2

Auch fiir h existieren die Ableitungen in alle Raumrichtungen:

D((0,0) = tim MOFE)=hO) P01 —v)
t—0 t +50 t|t|

. . 3 _
}gr(l) [t|(v1 —v2)° =0.

h ist sogar differenzierbar. Um dies zu zeigen, berechnen wir die
partiellen Ableitungen d,h(x,y) und Oyh(x,y) und zeigen, dass
diese stetig in einer Umgebung U C R? von 0 sind.

Setze dazu U :=S. Dann gilt

xr— 3 T
Ba —y)* Va2t - U

0

%h(m?y) - $2+y2 3
2 — a2 /72 a2 — E=y)2y

gh( - 3z —y)*Va*+y Ty

ay ‘T7y - -'172+y2 .

Mittels der Abbildung
R?  — [0,00) x [0,2m)
(z,y) = r(cosep,sinp)
wechseln wir von kartesischen zu Polarkoordinaten und erhalten durch die Substitution

x:=rcospund y:=rsinp

fiir die partiellen Ableitungen:

(cos p—sin ¢)>

_ 3 2 2 (i P .
3(rcosp —rsing) \/7" (sin® ¢ + cos? ) T ¢)2TCOSSD
O h(z,y) = o .
r2(sin” ¢ + cos? )
3|7"|7’2(COS2 "2 sin? @)2 — 2rcos SDTBW
= 3|r|(cos ¢ — sing)? — 2|r| cos p(cos p — sin p)? =% und analog
Oeh(x.y) = —3lrl(cos o~ sin)” — 2fr|sin(cos p —sing)® =2 0.
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