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2.7 Ableitungsregeln

Satz (Kettenregel)

Seien n, m, k ∈ N, U ⊆ Rn o�en, V ⊆ Rm o�en, f : U → V di�erenzierbar in x ∈ U und g : V → Rk

di�erenzierbar in f(x) ∈ V .

Dann ist auch g ◦ f : U → Rn di�erenzierbar in x und (g ◦ f)′(x) = f ′(f(x)) ◦ f ′(x).

Beweis

Es gilt

g(f(x + h))− g(f(x))− g′(f(x))f ′(x)h
= g(f(x)) + f ′(x)h + ||h||rf (x, h)− g(f(x))− g′(f(x))f ′(x)h
= g(f(x)) + f ′(x)h + ||h||rf (x, h)− g(f(x) + f ′(x)h)︸ ︷︷ ︸

stetig für h → 0, da (g, h) 7→ f ′(x)h

und h 7→ rf (x, h) stetig für h → 0

+ g(f(x) + f ′(x)h)− g(f(x))− g′(f(x))f ′(x)h︸ ︷︷ ︸
= ||f ′(x)h||rg(f(x), f ′(x)h)︸ ︷︷ ︸

stetig für h → 0, da

rg(f(x), ·) stetig in 0

und h 7→ f ′(x)h stetig

h→0−→ 0.

Notation

Seien m,n, k ∈ N, U ⊆ Rn o�en und V ⊆ Rm. Wir setzen

C0(U, V ) := {f : U → V | f stetig in U};
Ck(U, V ) := {f : U → V | ∂if ∈ Ck−1(U, V ), i = 1, ..., n};

C∞(U, V ) :=
∞⋂

k=0

Ck(U, V ).

Satz (Ableitungsregeln)

Seien U ⊆ Rn o�en, f, g ∈ CC1(U, R) und α, β ∈ R. Dann gelten:

(1) (αf + βg)′ = αf ′ + βg′ (Summenregel).

(2) (fg)′ = gf ′ + fg′ (Produktregel).

Ist g(x) 6= 0 für alle x ∈ U , dann

(3) ( f
g )′ = gf ′−fg′

g2 (Quotientenregel).

Beweis

Folgt unmittelbar aus den Ableitungsregeln für 1D-Funktionen: Sei i ∈ {1, ..., n}, dann

∂i(αf + βg) = α(∂if) + β(∂ig);
∂i(fg) = (∂if)g + (∂ig)f ;

∂i

(
f

g

)
=

(∂if)g − (∂ig)f
g2

und damit

∇(αf + βg) = α(∇f) + β(∇g);
∇(fg) = (∇f)g + (∇g)f ;

∇
(

f

g

)
=

(∇f)g − (∇g)f
g2

.

Korollar

(1) Alle rationalen Funktionen R : U → R sind auf ihrem De�nitionsbereich di�erenzierbar.

(2) Die partiellen Ableitungen sind wieder rationale Funktionen.
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