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2.8 Der Mittelwertsatz

MOTIVATION
Wir wollen den mehrdimensionalen Fall durch Einschrinkung auf ein Geradenstiick auf den bereits be-

kannten Mittelwertsatz im Eindimensionalen zuriickfiihren.

Im 1D gilt fiir differenzierbare Funktionen f:U x R — R:

f) = fa) = f'(e)(b - a).

Wir miissen im Mehrdimensionalen sicherstellen, dass ¢ in U liegt.

; b. [0,1]— R
Sei dazu s, : " —attb—a

9 € (0,1) mit

) » dann S/Z(t) = b — a. Sei weiter U C R" differenzierbar. Dann gibt es ein

F(b) = fla) = f(sh(1) — F(sB(0)) M2 (fosh) (9) “EE p(sh(9) SLW0) = f(e)(b - a).

———
=:c€54((0,1))

SaTz (Mittelwertsatz)
Seien U C R” offen, f : U — R differenzierbar auf U und s%([0,1]) C U.
Dann gibt es ein ¢ € s%((0,1)), so dass

BEMERKUNG
Fiir f € ¢1(U,R™) gilt:

mit ¢y, ..., ¢ € 82((0,1)).

DEFINITION
Sei V ein Vektorraum. Dann heifst ein C' C V' konvez, falls

Ya,be C:s2([0,1]) C C,

[0,1] — 14

wobei s+ T Loy -

BEISPIELE

(1) R™ ist konvex.

(2) Be(z) C R™ ist konvex fiir jedes x € R™:
Seien a,b € B(x). Dann gilt fiir alle ¢ € [0,1]:

Is5(t) = || = |la+t(b—a) —z|| = [|(1=t)a+tb— (1 =)o —ta|| < |1 —t|[|la —z|[+ [t] [[b—z| <e
—— —— N ——
=1-t <e =t ye

KOROLLAR

Gilt Vx € C : f'(z) = 0 auf einer konvexen Menge C' C R"™, dann ist f auf C konstant.

BEWEIS
Nach dem Mittelwertsatz gilt:

Va,be C:3ce C: f(b)— f(a) = f'(c)(b—a) = 0= f(b) = f(a).
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KOROLLAR
Seien U C R™ offen, nicht leer und zusammenhingend, f : U — R™ differenzierbar und f'(U) = 0.

Dann ist f konstant.

BEWEIS

Sei zg € U. Setze ¢ := f(zg) und A:={z € U | f(z) = c}. Dann A # 0 und A = f~!({c}) abgeschlossen
als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer differenzierbaren, also insbesondere stetigen Funktion.

Gleichzeitig ist A offen, denn zu y € A gibt es stets ein € > 0 mit B.(y) C U. Da f/ = 0 auf B.(y) fiir
i=1,...,m, sind alle f; nach letztem Korollar konstant auf B.(y), also Vz € B.(y) : f(z) = f(y) = ¢ und
damit B.(y) C A.

Da U zusammenhingend, sind nur U und @ offen und abgeschlossen zugleich, also U = A (da U # 0).

BEMERKUNG

Um eine weitere Konsequenz aus dem Mittelwertsatz zu erhalten, verallgemeinern wir zunéchst den Begriff
der Richtungsableitung:

Bisher hatten wir zu einer differenzierbaren Funktion f: U C R™ — R™ definiert

F/(w,h) = Dy f(x) U(;hS)” - fﬂlf:)h.

Analog setzen wir fiir hohere Ableitungen

UxS, x..xS, — R™

(k) .
f ($7h17...7hk) : (l‘,hl,...,hk) N f(p)(.%', hl,...,hk) 5

wobei f®)(z,hy, ..., hy) induktiv definiert ist durch (((f® (z)hp)hr_1)...)h1.

Insbesondere erhalten wir so die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung:

Biy 05, f(x) == fla, el .. i) (i1, ey =1,...,m).

SATZ (SCHWAR?Z)
Sei f € ¢2(U,R) mit U C R" offen. Dann gelten:

Vhoke€S, : f'(xhk) = f'(x,kh)
V’i,jE{l,...,n} : 8i8jf = 8j i f-

BEMERKUNG
Schliefslich erhalten wir — wieder durch Riickfithrung auf den 1D-Fall — den ...

SaTz (TAYLOR)

Seien U C R” offen, z € U, h € R" derart, dass s2t" C U und f € ¢®)(U,R) mit f*) differenzierbar.
Dann gilt:

k mal

1 YO (2T, h)
fl@+h)=f(z)+ f'(z,h) + ...+ 7/ @ s B) + R, ) = Yo

- 1.
=0

+ Ry(z, h),

wobei fiir das Restglied gilt

Ri(x,h) = FEFY (2 4 Oh, h, ..., ) fiir ein 6 € (0,1).

(k +1)!
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