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2.9 Optimierung

DEFINITION

Seien U C R" offen, f: U - R, z € U.

x heit lokales Mazimum, falls eine Umgebung V C U von z existiert mit Yy € V : f(z) > f(y).
x heifit lokales Minimum, falls eine Umgebung V' C U von x existiert mit Yy € V : f(z) < f(y).
Gilt f(x) = f(y) nur fiir x = y, so heift z ein isoliertes, lokales Mazimum (Minimum,).

Lokale Maxima und Minima werden als lokale Extremstellen bezeichnet.

z heifst Sattelpunkt, falls f'(x) = 0 und x ist kein Extremum ist.

Satz (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)
Seien f € €1 (U,R), z € U. Hat f eine lokales Maximum bzw. Minimum in z, so gilt f'(x) = 0.

BEWEIS
Sei f € ¢(U,R), x € U lokale Extremstelle, 0.B.d.A. lokales Maximum, ¢ € 9B;(0). Dann gilt:

[z +€€) — f(x)

<0

f'(@)¢ = Def(x) = limy

und genauso fiir —¢:

flz =€) = f(x)

F(@)(~€) = D_¢f(x) = lim
d.h. f/(z)€ =0 fiir alle £ € 9B1(0). Also f/'(z) = 0.
In Koordinaten bedeutet dies gerade, dass in Extremstellen gilt: V f(z) = 0.

DEFINITION
Sei U C R" offen und f € €?(U,R). Die n x n-Matrix
alalf(x) : 'alanf(x)

f_)f(.’lf) = B -

wird HESSE-Matriz von f genannt.

BEMERKUNG
Die HESSE-Matrix ist symmetrisch, d.h. §7(z) = (9¢(z))?, vgl. Satz von SCHWARZ.

Satz (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)
Sei f € €¢1(U,R), z € U. Hat f eine lokales Maximum bzw. Minimum in z, so ist $¢(z) negativ bzw.
positiv semidefinit, d.h.

Ywe U : wa_)f(a:)w <0bzw.Vw e U : wTﬁf(x)w > 0.

BEMERKUNG

TAYLORentwicklung von f im Punkt x liefert:

Pl h) — F() = D2 hdif (@) +5 30D hihsi0 § (@) + Rz, b),
i=1 i=1 j=1

=0 relevanter Term an Extremstelle

wobei R(z, h) fiic h — 0 schneller verschwindet als ||h||2.
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2 Mehrdimensionale Differenzialrechnung 2.9 Optimierung

Einsetzen der HESSE-Matrix liefert
1
fl@+h) = f(z) = 5h"Hs(@)h + R(z,h) <0,

da f bei x ein lokales Maximum besitzt. Damit folgt ...

SATz (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Sei f € €2(U,R), z € U mit f'(x) = 0. Dann gilt:

f hat in 2 ein lok., isol. Maximum, falls Vw € U : w? §¢(z)w < 0 (d.h. falls §¢(z) negativ definit).

f hat in z ein lok., isol. Minimum, falls Vw € U : w? §;(z)w > 0 (d.h. falls §¢(x) positiv definit).

[ hat in = einen Sattelpunkt, falls Jv,w € U:vT §(z)v <0, wTH¢(x)w >0 (d.h. falls H7(z) indefinit).

BEMERKUNG
In der Linearen Algebra wurden zwei Kriterien zur Definitheit von Matrizen gezeigt:

(1) Jede reelle, symmetrische Matrix ist {iber R diagonalisierbar. Berechne die Eigenwerte (Nullstellen
des charakteristischen Polynoms), dann gilt:

Matrix positiv definit.
Matrix negativ definit.
Matrix positiv semidefinit.
Matrix negativ semidefinit.
Matrix indefinit.

Alle Eigenwerte positiv

Alle Eigenwerte negativ

Alle Eigenwerte positiv oder 0

Alle Eigenwerte negativ oder 0

Es gibt positive und negative Eigenwerte

R

Problem: Berechnung der Eigenwerte grofer Matrizen ist sehr aufwendig.
(2) (Kriterium von HURWITZ)
Sei A = (a”)}ggj eine reelle n x n-Matrix. Dann wird Ay := (a”)}gg: der k-te Hauptminor von
A genannt, 1 < k < n, und es gilt:
A positiv definit < det(Ay) > 0 fiir alle k € {1,...,n}.

Dies funktioniert auch gut in héheren Dimensionen.

BEISPIELE

f(z,y) = 2(2* +y?), dann V f(z,y) = (;) =0 z=y=0.
D¢z, y) = ((1) (1)) ist positiv definit, d.h. f besitzt bei (0,0) lok., isol. Minimum.
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Mit dem Kriterium von HURWITZ: det(1) =1 > 0 und det (é (IJ) =1>0.

Uber Definition: Yw # 0 : wT$(z,y)w = (w1 w2) ((1) (1)) (wl) =wi + w3 > 0.

w2

f(@.y) = =3(@* +9?), dann Vf(a,y) = () =0 2=y =0.
Hy(z,y) = <_01 B1> negativ definit = f besitzt bei (0, 0) ein lok., isol. Maximum.
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HurwITZ liefert keine Antwort: det(—1) = —1 < 0 und det (Bl _01) =1>0.
Uber Definition: Vw # 0 : wT'§ ¢ (2, y)w = (w1 ws) (_01 _01) (z;) = —w?—w3 < 0.
f(@,y) = =3(@* = y*), dann Vf(a,y) = (5,) =02 =y =0.

Dann ist $(z,y) = ((1) _01) indefinit, d.h. f besitzt bei (0,0) einen Sattelpunkt.
f hat in z-Richtung ein Minimum und in y-Richtung ein Maximum.

f hat aber keine lokale Extremstelle.
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fz,y) = %xz, dann Vf(z,y) = (g) =0 x=0.
Hr(x,y) = <é 8) ist positiv semidefinit.

f besitzt bei (0,0) ein lokales, nicht isoliertes Minimum.

f(@,y) = 5(* +y%), dann Vf(0,y) = (532) =0 0=y =0,
N¢(z,y) = ((1) %Oy) ; 95(0,0) = (é 8) positiv semidefinit.
Allerdings besitzt f keinen Extrempunkt.

N|—=

0
X
”4‘

x
‘ f(z,y) = 35(2* 4+ y*), dann V f(z,y) = (293) =0ez=y=0.
i 1o 10 " e
Nl 9@ y) = (o 62)s 90,00 =(; () positiv semidefinit.

Hier besitzt f bei (0,0) ein lokales, isoliertes Minimum.

—x2 442 —x2 452 — 2z (422 24
f(z,y) = (422 + y?)e™™ 4 dann Vf(z,y) = e % ~4* (722(1(31,2 iiyz B i)), also

Al
A

i )
At fiil

ol Vi,y) = 0 (z,9)€{(0,0),(0,3),(0,~3),(1,0),(0,-1)} und
__—2?—4y? (163" — 402® + 42%y? — 297 + 8 day(1622 + 4y® — 17)
Hy(zy) = e Y ( dwy(16a2 + 4yy2 - 17y) 64yt — 4(1)/y2 + 256xz2!y2 — 3242 + 2) :

90,00 = (5 9) = lokales Minimum.
97(0,3) = 7(’)5 f4 é = Sattelpunkt.
97(0,—-3) = 7(’)5 704 1 = Sattelpunkt.
H¢(1,0) = _01 6 _%2 1= lokales Maximum.
Hr(-1,0) = 7& 0 _%2 1 = lokales Maximum.

SaTz (Extrema unter Nebenbedinungen)
Seien U C R” offen, f € €Y(U,R), ¥ € ¢ (U,R") mit r < n und Rang(¥’(z)) = r fiir alle x € U.

Hat f in T ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung ¥ = 0, so gibt es ein A € R”, so dass die

Funktion
UxR' — R

(z,\) — flx)+MT(z)+... + N\ T, (2)
in (Z,\) einen kritischen Punkt hat, d.h. F'(Z,\) = 0.

Die \; werden als Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet.

F:

BEISPIEL (Extremwertaufgabe)

Eine kreisférmige Platte
=2(z,y)

—_—
D= {(z,y) e R? | 2® +y* -1 <0}

trage die Temperaturverteilung
D — R
(x,y) — zy+1

Gesucht sind die Stellen héchster bzw. niedrigster Temperatur.
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Wir gehen dabei wie in 1D vor:
(1) Aufspiiren kritischer Punkte mit Hilfe der Ableitung.

(2) Uberpriifen der Funktionswerte an kritischen Punkten, um Maxima und Minima zu finden.

Suche zunichst kritische Punkte in D° = {(z,5) € R? | 22 4+ y? < 1}. Dann gelten:

VT(z,y) = (§>:0<:>x=y=0;
or(ey) = (1 5):
Po,(N) = XN —-1=0& )=+l

Da $7 einen positiven und einen negativen Eigenwert hat, ist 7 indefinit, d.h. T hat in (0,0) einen
Sattelpunkt und auf D keine Extrempunkte.

Da T stetig auf Kompaktum, nimmt 7" Maximum und Minimum an, also miissen auf dem Rand der

Platte 9D = {(z,y) € R? | ®(z,y) = 0} Extrempunkte von 7T liegen: 7' hat Extrempunkte unter der
Nebenbedingung ®(z,y) = 0.

Definiere Lagrange-Funktion F(z,y,\) = xy + 1+ A(2? + y? — 1), dann

y+ 2\ Y = —2\x
VF(I,y,A)( T+ 2) >O<:> z+2M\(-2\r) = 0&z(1-4X%)=0.
2 +y? -1 2492 -1 = 0

Auflosen des Gleichungssystems ergibt:

(1) 1 =0=y =0, aber 02 +02 — 1 # 0, d.h. (0,0) ist kein kritischer Punkt.
2)1-42 =0 A=+lcz=y.

(3) v =y, dann 22?2 =1 =z = +-1-.

4)

V2
— _ 41
(4) x = —y, dann x = +5-
Wir erhalten die kritischen Punkte (%, %), (f%, f%), (%, f%), (f%, %)

Einsetzen in T ergibt: Maxima bei (i%7 + 12) und Minima bei (i%7 $%)

Also Hohenlinien (Isothermen) von T erhalten wir:

S

T(r,y) =& y) = =

BEMERKUNG
(1) In den Extrempunkten beriihren sich Hohenlinie und Kurve der Nebenbedingung(en).
(2) Beachte: VT'L Isotherme und V®_L Kurve der Nebenbedingung(en), also VT || V® und damit

VE =VT +AV® = 0.
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BEISPIEL (Geometrische Optimierung)
Seien a, b, ¢, d Vektoren des R™ mit b, d # 0. Wir definieren zwei Geraden

z(s) = a+sb
y(t) = c+td;
wobei s,t Parameter aus R. Wir untersuchen die Abstandsfunktion

RZ - R
(s,t) = |lz(s) —y(@®)]3
auf Extremstellen.

Allgemein gilt fiir x,y, h, k € R™ und ein Skalarprodukt s(-,-) := (-,-) : R x R" = R:

(€ +hy+k) = (z,y)+ (&,k)+@yh) + (hE)
— N——
:(<I7'>+<y">)(h,k) —0 fir h,k—0

d.h. das totale Differenzial ds := s’ von s ist gegeben durch

s'(x,y)(h, k) = ({2, ) + (v, ) (h, k) = (2, k) + (y, D).

Damit erhalten wir als Bedingungen erster Ordnung von ®(s,t) = (z(s) — y(t), z(s) — y(¢)):

Tols.t) = (o) =509+ (ale) = y(0)) (5 (al6) ~ w(O). 5
(

z(s) = y(t), 2'(s)) + (x(s) — y(t), 2'(s))
= 2(a+ bs — c—td,b) und analog
0P ,
B(s.t) = 20als) —y(0)5/(1)
= —2(a+bs—c—dtd).
Mégliche Extremstellen (s*,¢*) miissen V®(s*,t*) = 0 erfiillen, also das System (x)
+s(b,b) —t(d,b) = (c—a,b)
—s(b,d) +t{(d,d) = (c—a,d)

l6sen. Die Koeffizientenmatrix des zu (*) gehérenden homogenen Systems ist

a= (50 o)

Genau dann ist A invertierbar und damit (x) eindeutig losbar, wenn

Nach der Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ ist det(A) > 0 < b,d linear unabhéngig. In diesem Fall
erhalten wir also als mogliche Extremstelle ein eindeutig bestimmtes Paar (s*,t*).

Bedingung zweiter Ordnung;:

o 0

%gﬂs,t) = 2({a+sb—c—td, )+ (b,-))(b,0)
= 2(b,b);

o 0

@%q)(s’t) = 2({a+sb—c—td,-)+ (b,-))(—d,0)
= —=2(b,d);

QQ(I,(S t) = 2({a+sb—c—td,")+(d,-))(—d,0)

otot ’ ’ ’
= 2(d,d)
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Damit ist die HESSE-Matrix

2.9 Optimierung

2 Mehrdimensionale Differenzialrechnung

(b,b)  —(b,d)
Ha(s,t) =4 <_<b, d) (d,d) )

positiv definit, denn fiir die Determinanten der Hauptminoren Hy, Hy gelten

det(Hi) = det((b,b)) — (b,b) > 0
= ||b|]?||d||* = |{b,d)|* > 0 nach CAUCHY-SCHWARZ,

det(Hy) = det(Ha(s*,t"))

also hat @ in (s*,t*) ein lokales, isoliertes Minimum. Wegen
>t
Tim 2 (]2 + [|d][2 = 2(5,d)) = o0

E
lim ®(s,t) = lim s%(b,b) +t*(d,d) — 2st(b,d) >

s,t—00

=|[b—d|[3>0

s,t—00

ist (s*,t*) sogar ein globales Minimum.
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Bleibt noch der Fall zu untersuchen, dass b, d linear abhéingig sind, d.h. dass d = ub fiir ein u € R. Setze

®(s,t) := W(s — pt) mit U(z) = ||a — c + zb||3.

Dann ist ¥ eine 1D-Funktion und wir erhalten durch Differenzieren nach = die Gleichungen

V'(z) = 2{a—c+zbb)
U(z) = (bb).
Aus Ersterem erhalten wir als einziges mogliches Extremum von ¥ den Wert
Z‘* — <C —a, b>
(b,0)

und da U”(z*) = ||b||? > 0, besitzt ¥ in 2* ein lokales (sogar globales), isoliertes Minimum.

Also nimmt ® bei allen (s*,t*) sein globales Minimum an, fiir die gilt s* — ut* = a*.
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