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2.10 Lokale Funktionsanalyse

AUFGABE

Gegeben sei die Abbildung ¢ : R? — R? mit g(x,y) := (23 — yx,y).

Man bestimme alle Mengen M, := {(£,1) € R? | g71(£,7m) hat genau k Elemente}.
Wie verhilt g sich in der Nihe von Punkten aus ¥ := {(z,y) € R? | det Dg(z,y) = 0}?

LOSUNG

Die zweite Komponente von ¢ ist ohnehin bijektiv. Betrachten wir also zu festem y € R die Abbildung

¢, : R — R, gegeben durch ¢, (z) := 2° — yz.

Fiir y < 0 beliebig gilt ¢ (z) = 32> —y > 0 fiir alle 2 € R, d.h. ¢, ist streng monoton wachsend,
insbesondere bijektiv und damit haben alle (£,7) € R x (0,00) genau einen Urbildpunkt (z,y) € R2.

Auch der Punkt (0,0) hat genau ein Urbild, ndmlich sich selbst, und gehort damit ebenfalls zu M.
Sei nun y < 0. Dann ist

>0 |z|> /%
‘P;(fp) =32 -y =0 [z]= \/g =: 2,
<0 |z|< /¥
15 - - - . - v
o \edet 3, = 0> ]

2sf detJ, <0

> Y 7
3
2 5.

Wegen ¢, (+z.) = :Fs\/ﬁy% gilt mit y, := %y :

(&m) e My <[] >y.(n);
(§&;m) € My <= [§] = y.(n);
(&m)eMs & [£] <y.(n).

Also werden M; und M, durch die Kurve M, aller Punkte getrennt, die die Gleichung (§)? = (4)3
erfiilllen. Man nennt diese Kurve auch NEILsche Parabel.

Die Punkte von ¥ = {(x,y) € R? | y = 322} sind Triger zweier ,Falten“ (bei 2 < 0 bzw. z > 0) bzw.
eines ,,Zwickels* (bei z = 0).

LEMMA (BaNacuscher Fixpunktsatz)

Seien (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum und ® : X — X kontrahierend, d.h.
Jg<1:Va,ye X :d(®(x),P(y)) < ¢d(z,y).

Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt x € X, d.h. ®(x) = z fiir genau ein = € X.

Dieser kann iterativ gewonnen werden durch z,,41 := ®(z,,) mit beliebigem Startpunkt z( € X.

Fiir alle n € N gilt die Abschétzung d(x,,z) < %d(ml,xo).
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SATz (lokale Umkehrbarkeit)

Seien U C R” offen und nicht leer, f € €1(U,R"), T € U und det(f'(Z)) # 0.
Dann existiert eine offene Umgebung V' C U von T, so dass gilt:

(1) f]v ist injektiv.

(2) f(V) ist offen.

(3) (flv)~! e E(f(V),R").

@) ((Flv)™Dy) = ()~

BEISPIEL
Die Funktion f : R? — R? sei gegeben durch

o= ()

2zy
Dann ist die JACOBI-Matrix von f gegeben durch
o _(2x =2y

also det Jf(z,y) = 422 +4y? > 0, falls (z,y) # (0,0). f ist also auf ganz R*\{(0,0)} lokal invertierbar. Al-
lerdings ist f nicht global invertierbar, denn f ist nicht injektiv: f(z,y) = f(—x, —y) fiir alle (z,y) € R2.

DEFINITION

Seien U C R?, & : U — R eine Funktion und I C R ein Intervall, so dass zu jedem x € I genau ein
y € R existiert mit (x,y) € U und ®(x,y) = 0.
Wir setzen dann

I — R

T =y

(dh.Vz eI: d(x,p(x))=0)

und sagen, dass ¢ durch die Gleichung ®(x, p(x)) = 0 ,,implizit* gegeben ist.

BEISPIEL (Optimierungsproblem mit Nebenbedingung)
Wir sollen einen Zylinder mit moglichst kleiner Oberfliche (,Optimierungsproblem) bei gegebenem Vo-
lumen (,,Nebenbedingung®) konstruieren. Fiir die Oberfliche O und das Volumen V gelten die Formeln

. 000 — R . 0,00 = R
0: (ryh) — 2772 + 277k und V' (ryh) — mr?h -

Mathematische Formulierung der Nebenbedingung:
V(r,h) = Vp (als Gleichung) bzw. ®(r,h) :==V(r,h) — Vo =0 (als Nullstellenproblem).

Also: Suche optimalen Punkt (r, k) in der Menge I' = {(r, h) € [0,00) | ®(r, h) = 0}.

ALLGEMEINE SITUATION

Gegeben seien n implizite Bedingungen und m + n Variablen. Wir wollen untersuchen, ob mit m frei
gewéhlten Variablen vy, ..., vy, die librigen n Variablen uy, ..., u,, durch die n Nebenbedingungen festgelegt
werden und wie dann vy, ..., vy, und uq, ..., u, zusammenhingen kénnen.

Wir sortieren dazu zunichst die Variablen und schreiben die Bedingungen in der Form ®(u,v) = 0 mit
®:R" x R™ — R".
Ist ® eine €*-Funktion, dann

&' (u,v)(h, k) = h101®(u,v) + ... + hp,0p®(u,v) +k10n11P(u,v) + ... + kmOnim®(u,v) .

::@El)(u,v)h ::@22)(71,1))19
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SATZ (implizite Funktionen)
Seien D C R™ x R™ offen, ® € ¢'(D,R"), (u,v) € D mit ®(%,v) = 0 und

P (w,v) -+ 0,P1(u,?)
o (u,v) == : :
(1) ) . .
al(ﬁn(ﬂa i) e anq)n(ﬁ7 ﬁ)

invertierbar.

Dann gibt es eine Umgebung W C R™ von o und eine eindeutig bestimmte Abbildung ¢ € ¢ (W, R"),
so dass ®(p(v),v) = 0 fiir alle v € W.

BEWEIS
Wende den Satz iiber inverse Funktionen an auf die Abbildung

. D — R"xR™
F: (u,v) — (®(u,v),v) -

Dann ist F in einer Umgebung V von (@, ) lokal invertierbar, d.h. es gibt eine Funktion

F(V)— R" xR™

— -1 N s
G:=F"|y: (z,y) — (B(z, ), P(z,y))

denn fiir die Determinante von F'(@,v) gilt:

Ok - OnF Ont1F1 -+ Ongml

a1-Fn anFn 8n+1F‘n a7“L+m}?71

detdF(ﬂ? 6) = det 81Fn+1 e anF’n-i-l an-&-lF‘n-"—l o 8n+an+1 (ﬂ’ ﬁ)
aaner' . 8nFn+m an+1Fn+m' : 'an+an+m
01Dy -0, Py
: : *
— det [ 1P 0nPn (w, )
0 1
0191 (@, ) - 0,P1(u, )
= det : :

P, (w,v) -0, P, (U, V)

# 0 nach Voraussetzung.

Damit gilt: B B
F(G(‘r’y)) = (fb(&(x,y),w(x,y)),¢(x,y)) = (I,y),
d.h.
Yy = J(a:,y)
r o= ®@(r,y),y)

Also F(u,v) = (®(u,v),v) = (0,7), d.h. (0,7) € F(V).
Setze W := n(F(V)) mit 7(z,y) =y (,Projektion”). Dann ist W C R™ offen.
Mit ¢(v) := @(0,v) ist ¢ € €L(W,R") (da ¢ €'-Funktion) und wegen ®(p(x,vy),y) = = gilt

D(p(v),v) = 2(£(0,v),v) = 0.
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BEMERKUNG (Implizites Ableiten)
Wir haben gesetzt
<I>'(u, ’U)(h7 k‘) = (h181<1> + e + 1,0, P + k18n+1@ + ...+ km8n+m<1>)|(um).

::<I>21)(u,v)h ::®E2>(u,v)k

Wegen ®(p(v),v) =0 fiir alle v € W ist auch ®'(¢(v),v) = 0.
Setze G(v) := (¢(v),v) (d.h. G'(v)h = (¢'(v)h,h)). Dann

0 = ((p(v),v)h

= (®Po@) (v)h
'(G(v)G (v)h
@ (p(v),v)(¢'(v)h, h)
(@) 1) (p(v), v)¢' (V)h + (¥’
= ¢'wh = (2)a)(e), ) (=(®)e)
=¢'(v) = —(@)a)(e),v) (2 @) (p(v),v)

BEISPIEL (lokale Beschreibung des Einheitskreises)
Sei ®(u,v) = u? + v? — 1, dann entspricht {(u,v) € R? | ®(u,v) = 0} dem Einheitskreis in R2.
(u,v) = (1,0) erfiillt (z.B.) ®(w,7) = 0 und es gilt

(I)/(l, 0)(h, k) = ho19(1,0) + k0@ @ + @l(lﬁ)'

—<I>(1)(u v)h =‘I>’(2) (u,v)k

Dann ist ¢21) (1,0) = 2 invertierbar und der Satz iiber implizite Funktionen liefert in einer Umgebung W
von ¥ = () eine Abbildung ¢ € ¢(W,R) mit (p(v))? +v% — 1 = 0.
Hier ist ¢ auch berechenbar: Auflésung nach ¢ liefert ¢(v) = +£+/1 — v2 und mit der zusétzlichen Bedin-

W — R
v = V1—0v2

gung ¢(0) = 1 erhalten wir die eindeutige Losung ¢ :
Mit implizitem Ableiten folgt

— — —v . . .
¢ 0) = ~(#) ) (6(0).0) 7 (@) ((0). ) = (“20(0) 20 = L (Diftrensialglichung)
d.h. wir kénnen ¢’ angeben, ohne ¢ explizit zu berechnen.

Fiir den Punkt (0,1) ist ®{,)(0,1) = 0, d.h. der Satz iiber implizite Funktionen ist nicht anwendbar. Hier
ist ® auch in keiner Umgebung von (0, 1) lokal auflésbar.
BEISPIEL (lokale Auflésung von Gleichungssystemen)

Zu zeigen ist die lokale Auflosbarkeit des Gleichungssystems

<
o
I
N
¥
|
o

in (1,1,1) nach (y, 2z) (mit z,y,z € R).

Definiere

22 — o2
@((E,y72) = <y2 _ :'ZJZ) ’
dann ® € ¢Y(R3,R), D(®) offen, ®(1,1,1) = 0 und
~ (2 -2y O
d@(x,y,Z) - (O 2y _22> ’

-2 0

also ®{,)(1,1,1) wegen det ®(,(1,1,1) = det < 9 _9

> = 4 invertierbar.
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist ® dann in einer Umgebung von (1,1) lokal nach (y, z)
auflosbar.

Wir berechnen noch die Ableitung der Auflésungsfunktion ¢. Es gilt

¥ (e, p(0) = (o) + e @) = () + () 5.) o)

Berechnung von (®'(p(x)))~! ergibt

P =@ o= (T 1) () -t

2z 2z

BEISPIEL (BURGERS-Gleichung)

Gegeben sei ®(t, z,u) = e®~

—u (t,x,u € R). Zu zeigen sind:

(a) ®(¢,x,u) = 0 ist in einer Umgebung von (0, z, e*) nach u auflésbar.

(b) Die partiellen Ableitungen der Auflésung U(t,z) aus der impliziten Gleichung ®(¢t,z,U(t,x)) = 0
16sen die sog. BURGERS-Gleichung

) 91 .

Fiir die partiellen Ableitungen von ® gilt:

D1®(t,z,u) = exp(r —tu)(—u)
Dy®(t,z,u) = exp(x—tu)
D3®(t,z,u) = exp(x—tu)(—t)— 1.

Wegen D3(0,2,e") =e”0—1=—1+# 0 und ®(0,x,e”) = e® —e® = 0 ist ¥ lokal nach u auflosbar.
Weiter gilt fiir die partiellen Ableitungen:

0= %@(t, z,U(t,z)) = D1®(t,z,U(t,x)) + Ds®(t,z, U(t, x))%U(t,x)

und wir erhalten

0 =D ®(t,z,U(t,x))
o’ = Date Ut o)
_ —exp(z —tU(t,z))(-U(t,x))
exp(z —tU(t,z))(—t) —1
=Dy ®(t,z,U(t, x))
a0 be) = Ds®(t, 2, U(t, )
t

)
—exp(x — tU(¢,x))
exp(z —tU(t,x))(—t) — 1

Durch Einsetzen in die BURGERS-Gleichung erhalten wir

0 91 )

—exp(z —tU(t,z))(—U(t, z)) —exp(z — tU(t,x))
exp(x —tU(t,z))(—t) — 1 exp(x —tU(t,z))(—t) — 1
—exp(x —tU(t,2))(-U(t,x)) + U(t, z)(—exp(z — tU(t, z)))
exp(x —tU(z,x))(—t) — 1

1

= 0.
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