2 Mehrdimensionale Differenzialrechnung 2.11 Kugelkoordinaten

2.11 Kugelkoordinaten

MOTIVATION

Statt einen Punkt P im R? durch seine kartesischen Koordinaten (z,v) anzugeben, kann man ihn auch
durch seinen Abstand r zum Ursprung und dem Winkel ¢ zwischen der Strecke PO und der (positiven)
x-Achse: den Polarkoordinaten von P.

Der Wechel von Polar- in kartesische Koordinaten wird beschrieben durch die Transformation

7 cos
@ : [0,00) x [0,27) — R? O(r, ) == <rsin:§> .

BEMERKUNG

(1) @ ist stetig differenzierbar, surjektiv und lokal umkehrbar auf (0, 00) x [0, 27).

(2) Schréinkt man ® ein auf I := (0, 00) x [0,27), dann ist ®|; eine Bijektion zwischen I und R?\{(0,0)}.
(3) Die Umkehrung ®|; ' : R?\{(0,0)} — I ist gegegeben durch

o) = (e V)

arctanjg o) (£)

ANWENDUNG
Der Einheitskreis K = {(z,y) € R? | ||x,y|| = 1} ldsst sich darstellen als Bild der Abbildung

COSs
> [0’271—] - RQ, \II(QD) = <Sin£)

oder als Vereinigung der Graphen {(z,I'y(z)) | © € [-1,1]} der Abbildungen

ry:[-1,1] - R, Fy(z):=+xv1—22

Fiir alle ¢ € [0,27] und alle z € [—1, 1] gilt namlich

cos
1wl = (G8) | = Voin o+ oo =1 = /o 1 (VT =20 = e Ta)l
z Entsprechend suchen wir jetzt eine stetig differen-
zierbare, surjektive, lokal invertierbare Abbildung
..--—"f__ ——2 ®, die jeden Punkt P in kartesischen Koordinaten
1] p (z,y,2) durch zwei Winkel ¢,0 und den Abstand
H r = PO von P zum Ursprung beschreibt.
__.--"'T_"ﬁ L Genauer: Wir suchen Abbildungen ®; : D C R® — R
-~ 1 0 F ~ mit ;(r, ¢, 0) =x; (i =1,2,3), so dass
|
A y i
o $:= (P | :DCR® - R?
\ @
\
X \\ obige Eigenschaften hat.

Am einfachsten kommen wir an die z-Koordinate bzw. an ®3:
cosh =2 =z =rcosf =: D3(r, @, 0).
r
Fiir die anderen beiden Koordinaten berechne zunéchst d := |P'O|: Es gilt
. d .
sinf = — = d =rsinf.
r
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Damit
sinp = = y=dsinp =rsinysind;

cosp = = 1x=dcosp =rcospsinb.

< |8 Al

Insgesamt wird der Koordinatenwechsel von den Kugelkoordinaten (r, ¢, 6) in die kartesischen Koordinaten
(7,9, ) eines Punktes P € R? vermittelt durch die Transformation

7 cos @ sin 6

® : [0,00) x [0,27) x [0,7) — R, O(r,p,0) = | rsinpsind
rcosf

Offenbar ist ® surjektiv und stetig differenzierbar. Wegen

cospsinf —rsinpsingd rcospcosf
det Jo(r,¢,0) = det | sinpsind rcospsing rsingcosd
cosf 0 —rsind

= r?sind

ist ® lokal umkehrbar fiir auf (0, 00) x [0,27) x (0, 7).
Wir suchen noch die Umkehrabbildung ¥ : R3\{0} — (0, 00) x [0,27) x (0, 7). Es gilt
r(@y,2) = Vat+yi+

z=rcosd = 0 = 6O(x,y,z) = arccos <Z>

Va2 +y? 4 22

r

Schlielich ist

. x
r=rcospsing = cosp=——;
rsin 6

r=rsinpsingd = sinp= y
rsinf

und damit tan = £, d.h.

arctan(4)  y>0

B B arctan(%)m—i— T y<0
90—90(1773/’2)— 0 y:O,(E>O

T y=0, <0
Die gesuchte Umkehrfunktion ist dann gegeben durch

r(z,y,2)
V(z,y,2) = | p(z,9,2)
0(x,y, z)

ANWENDUNG
Die Einheitskugel K = {(z,y,2) € R? | ||(z,y, 2)|| = 1} lisst sich parametrisieren durch
cos psin g

® : [0,27] x [0, 7] — R3, D(p,0) := | sinpsinb
cos 6
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