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2.12 Kurvenparametrisierung

DEFINITION

Funktionen ~ : [a,b] C R — R™ beschreiben Kurven im R™.

BEMERKUNG
Kurven lassen sich visualisieren durch ...

(1) den Graphen I, = {t,~(t) | t € [a,b]} C R™T! oder
(2) die Bildmenge v([a, b]).

BEISPIELE

N 2
(1) Zu r > 0 betrachte ~ : Hjl—»r(cos(g, sin(t)) -

02
D2 01 01 008 0 005 01 015 032

. . R — R?
(2) Modifikation: v: ', Hcos(t), sin(t))

(3) Zykloide: v: %~ =

t — t —sin(t), 1 — cos(t) *

BEISPIEL (rotierendes Rad)
Ein Rad mit Radius r > 0 bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v > 0.

Kurve der Radachse:

At) = (0,7) + (tv,0) = 4t
(t) = (0,7) + (tv,0) rey vez,

Startpunkt Geschwindigkeitsvektor

Sei K = K (t) ein ausgezeichneter Punkt auf dem Rand des Rades (,,Kieselstein). Wir untersuchen die
Bewegung des Verbindungsvektors B(t) := K(t) — A(t) in Abhéngigkeit der Zeit ¢.
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wobei w € RT konstant und ¢(t) Winkel zwischen B(t) und B(0).

Wir bestimmen zunéchst w. Nach einer Umdrehung hat das Rad den Weg 27r zriick gelegt und dafiir die

Zeit t; = 2% benoétigt, also

- 2T 2mv v

—wh =t =M > w="—="— = _,
wh = o(t1) Tew t1 2mr T

Bezeichnet also R, die Drehung um den Winkel a in mathematisch positiver Richtung, dann
Durch Einsetzen von A(t) in B(t) = A(t) — K(t) erhalten wir als Koordinatendarstellung bzgl. der
Standardbasis:

Kqi(t)\ _ [(tv L (cos e(t) —sinp(t)\  [(tv+rsine(t)

Ky(t))  \r sinp(t) cose(t) ) \r—rcosp(t) )’

die allgemeine Zykloidenkurve mit Radius r und Geschwindigkeit v.

Im Fall » = v = 1 erhalten wir dann gerade die schon bekannte Parametrisierung

t — sin(t)

K(t) = (1 _ cos(t)) :

Allgemein wird zu einer partiell differenzierbaren Funktion f durch

d
= — t —
Def(a) = So0l=o
mit g(t) = f(x + t€) eine Kurve im R™ beschrieben.
Wir wollen die physikalische Bedeutung von ;% (t) bestimmen.
K'(t)
K(t+h) K(R)
(1)
Wegen
d . K(@{t+h)—-K(t)
el -1
a0 = i, h

gibt die Ableitung von K bei ¢ den Momentangeschwindigkeitsvektor (Quotient aus zuriickgelegtem Weg
und bendtigter Zeit) an.

Es gilt:
K'(t) = (v —wvcos p(t), —vsinp(t)) = (v,0) — v(cos p(t), sin p(t)).

Damit folgt weiter:

1K' (t)||2 = \/112 — 202 cos p(t) + v2 cos? p(t) 4+ v2sin® p(t) = V2uy/1 — cos p(t)

ist die Momentangeschwindigkeit des Kiesels zum Zeitpunkt ¢.
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(’L:.QJ) 1’,}1‘@}(: 20
K'(R) g = v K(R)
Y
‘(O‘ O)‘ (1"* 0)| |(2fv‘ O)‘ v =0
Dabei nimmt K'(t) = vk (t) sein Maximum v2®* an bei cos p(t) = —1 mit Wert ||K’(¢)|| = 2v und sein

Minimum %™ bei cosp(t) = 1 mit Wert ||[K’(t)|| = 0; bei cosp(t) = & wird die Geschwindigkeit v
angenommen.
vk (t) ist periodisch: Fiir t € 22°Ny gilt vg () = 0; fiir t € 22 (1 + No) ist v (t) = 2v.
Physikalische Bedeutung von (K')'(t): Momentanbeschleunigungsvektor zur Zeit ¢; hier:
v2
K1) = (= sin p(1),cos (1))

Fiir den Wert der Beschleunigung bei ¢ gilt:

’1}2 1)2

|IK"(t)|| = *\/Sinz ©(t) 4+ cos? p(t) = — = const.
r r
INTERPRETATION

Der Stein bleibt stecken, so lange die Haftreibung die bendtigte Kraft m? aufbringt.

VERALLGEMEINERUNG

Sei 7y : (a,b) — R™ eine Kurve. Falls alle Komponenten ;, i = 1,...,m, differenzierbar in ¢ sind, existiert
der Tangentialvektor 4/(¢) zum Parameterwert ¢. Dieser Beschreibt die Anderungsrate und die Richtung
von <y in t.

Bei glatten Kurven gilt nach dem Satz von TAYLOR:
1
Yi(t +h) =7 (t) + v (t)h + 57,2’(19i)h2, Vi<i<m:9; € (t,t+h), h>0.

Also: 12
h—
[yt + ) = (@) + by @) = Sl (91, v (O < O =0,
falls " beschrinkt ist.

INTERPRETATION

Fiir ||/(¢)|| gro# wird die Kurve bei ¢ schnell durchlaufen und falls v/(t) # 0, lduft die Kurve bei ¢ in
Richtung H'z’ig;H

DEFINITION
Sei v € €*([a, b],R™). Dann heift

b
L) = [ I @kt

die Léinge der durch ~ parametrisierten Kurve.

INTERPRETATION

Ist 7 stetig differenzierbar, dann ist die Lénge von ~ approximativ gleich der Linge eines Polygonzugs:
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Dann gilt
n
L, = va tio1)ll2
- z 1)
= R = | I (I
Z t *tl 1 2( 1)
MWS "
= lev ill2(ti —ti-1) (Vs € (tim1,t))
max |t —tl = l—o0 / 7/ ()] |dt.
BEISPIEL

Sei y(t) = r(cos(t),sin(t)), t € [0,2x], r > 0.
Dann ~/(t) = r(—sin(t), cos(t)) und [|7/(t)|| = (r2sin®(t) 4+ r2 cos(t))2 = r.
Also L(v) = 027r rdt = 27r.

BEMERKUNG

Die Definition macht nur Sinn, wenn L(y) unabhéngig von der Parametrisierung von -y ist.

[c,d] = R"
T = (e(r)

mit Parameterwechsel ¢ : [C’td] _ EZ( b)]

9= [ 17l = [ I elielar

Mit der Substitution ¢ — ¢(7) und dt = ¢'(7)dr ergibt sich ...
(1) mit ¢" > 0:

Betrachte 7 : Dann

b=¢(d)
Mw:/’ Y (@®)lldt = L(y).

=¢(c)

(2) mit ¢’ <0, d.h. |¢'| = —¢’

a=p(d) b
uw:fl \W@mw:/\wwmw:uw

=p(c)

SPEZIALFALL
Sei W(t f [|7/ (7)||dT. Dann ¥'(t) = ||y (¢)|| > 0, falls 4'(¢) # O fiir t € [a, b].
U : [a, b] [0, L(v)] ist bijektiv mit Umkehrfunktion ¥~! = ¢ : [0, L(v)] — [a, b], wobei

) = g~ T
7O = TG T e

also mit v :=~vyo ¢:

SRR 4 (2 Ol
I/ (5)1 = I/ (o) ()] = oo =1,

d.h. mit ¥ wird die Kurve mit konstanter ,Geschwindigkeit” durchlaufen.

4 wird dann als die Bogenlingenparametrisierung der Kurve bezeichnet.
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BEISPIEL

. . 0,67 — R3 .
Wir betrachten die durch v : | . ]H (r-cos(t), m sin(t), ct) gegebene Heliz (¢ € R).
Dann

() = (—rsin(t),rcos(t),c);

VOl = Vr2+e
t
/ V(r2 +c2)dr =tV r? + ¢
0
s

i
—~
~
~

o(s) = Nk

d.h. die Bogenldngenparametrisierung 7 der Kurve ist gegeben durch

Y(s) = (TCOS (\/ﬁ) 780 <\/r25—|- 02> 7 \/r;j- cz> '

BEOBACHTUNGEN

(1) Der Tangenteneinheitsvektor 6(s) = 4'(s) der Bogenldngenparametrisierung 4 einer Kurve I' erfiillt

10(s)]| == 0(5)0(s) = 1.

(2) Generell gilt fiir die Ableitungen von Einheitsvektoren: 6'(s)d(s) = 0, d.h. die Ableitung des Einheits-
vektors ist orthogonal zum Einheitsvektor:

0= %1 =0'(5)0(s) + 0(s)0' (s) = 20(s)0'(s) = 0(s)0'(s) = 0.

(3) Die Kriimmung K(s) = |0'(s)|| gibt an, wie ,schnell“ sich die Richtung der Kurve lokal &ndert:

4) Im Fall K (s 0 bezeichnet n(s) := 0 (s) den Finheitsnormalenvektor.
K(s)

(5) Die Kurve T verlauft lokal anndhernd in der 6-n-Ebene:

In einer Umgebung von v(s) wihlen wir als Basisvektoren a := v(s) —y(s—h) und b := v(s+h) —~(s)
bzw. dquivalent dazu (d.h. iiber Basiswechsel) 5% und 2=, dann

- LBl e () = 60) = ().

denn mit TAYLOR-Entwicklung (um den Punkt s) gilt:

/ h2 1 h3 "
Ys+h) = (s) +hy(s) + 57" (s) + =" (0);
2 3
s —h) = A(s) = () + 2r"(s) — " (9)

mit gleichméfig beschrinktem Restglied, falls v € €3([a, b], R™).

(6) Im Dreidimensionalen ergénzen wir §(s) und n(s) mit dem Binormalenvektor b(s) := 6(s) x n(s) zu
einer Orthonormalbasis.
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Dabei definieren wir das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) folgendermafien:

) a2b3 — agbg
a,beR® = axb:=|asb —aybs
a1b2 — agbl

n' liegt in der 6-b-Ebene, denn n'(s)n(s) = 0. Weiter gilt fiir die Kriimmung der Kurve:

—K = —n(Kn) = —nb = (n0) —nd' =n'0.
——
=0

Wir wollen noch untersuchen,u wie stark sich I' lokal aus der n-6-Ebene entfernt. Betrachte dazu
7(s) := n/(s)b(s). T gibt die Anderung des Normalenvektors n in Richtung b an und wird als die
Torsion der Kurve bezeichnet.

BEISPIEL

Wir betrachten wieder die Bogenldngenparametrisierung der Helix

1= o () o () )

(1) Die Kriimmung der Kurve betrigt

-
K(s) =10 = .
(5) = 1065 =

Im Fall ¢ = 0 ist I ein Kreis mit K(s) = I konstant und abhiingig vom Radius. Man nennt + daher

auch den Krimmungsradius der Kurve I.

(2) Der Normalenveltor

s s
n(s)=(—-cos| ———=|],—sin| ———|,0
®) ( <\/r2+c2) (\/r2+02) >
zeigt nach innen (d.h. auf die z-Achse).

(3) Fiir den Binormalenveltor erhalten wir

b(s) = ( ¢ sin < i > ¢ cos < i > ! > ;
N VT4 2 )Vt g2 Vritg2) g e)’
bei c=0: b(s) = (0,0,1).
(4) Die Torsion von I ist

beic=0: 7(s) =0.
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