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2.13 Flichenparametrisierung

DEFINITION
Seien U C R?, f:U — R™. Dann parametrisiert f die Fliche f(U).
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BEISPIEL (Parametrisierung des Torus)

Wir parametrisieren den Torus T = T(R,r) C R3 mit ,Radius® R und , Dicke* 2r.

—

Wir betrachten dazu zu jedem Punkt R(cos(u),sin(u),0) eines in der z1-z2-Ebene verlaufenden Kreises
mit Radius R einen in der durch a := (cos(u),sin(u),0) und b := (0,0, 1) aufgespannten Ebene verlau-

fenden Kreis mir Radius r.

Dann parametrisiert f : R? — R3 mit

f(u,v) = (Rcos(u), Rsin(u),0) 4+ rcos(v)a + rsin(v)b

= (Rcos(u) + rcos(v) cos(u), Rsin(u) + r cos(v) sin(u), r sin(v))

den Torus T

Zu z = (u,v) untersuchen wir die Bedeutung der beiden Richtungsableitungen D., f(x) = 01 f(z) und

De, f(z) = 02f ().

Doy f() = §p ot 10l = (60

beschreibt den Tangentialvektor an der Kurve ¢ — f(¢,v) im Punkt ¢t = u (,Koordinatenkurve®).

Analog ist

Dewf (@) = 35S0+ Ol = 5570, Dlems

der Tangentialvektor an der Kurve ¢t — f(u,t) im Punkt ¢t = v.

t— f(t,v)

o f ()

f(x)

Zazion) O

Da 01 f(z), O2f(z) zwei linear unabhéngige Tangentialvektoren am Torus 7" im Punkt f(x) sind, bilden

sie die lineare Hiille (den Span) der Tangentialebene in f(z).

Entsprechende Betrachtung kénnen wir fiir allgemeines £ € 9B;(0) durchfiihren:
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2 Mehrdimensionale Differenzialrechnung 2.13 Flidchenparametrisierung

Dann ist D¢ f(x) der Tangentialvektor am Bild ¢ — f(z + t£) der Geraden t — x + t&.
Beachte: Das Bild dieser Geraden beschreibt eine Kurve auf der Oberfliche des Torus.

Ist dabei &; klein, dann &ndert sich die i-Komponente langsam; ist &; grof, so &ndert sie sich schnell.
BEMERKUNG
Die Torusparametrisierung @ : [0, 27)? — ®([0,27)?) mit
R cos(u) 4 r cos(v) cos(u)
O (u,v) := | Rsin(u) + r cos(v) sin(u)
7 sin(v)
ist stetig differenzierbar und lokal injektiv mit

—Rsinu —rcosvsinu —rsinwvcosu
Jo(u,v) = | Rcosu+rcosvcosu —rsinvsinu
0 T COS U

Man rechnet dabei leicht nach, dass Jo(u,v) fiir alle u,v € R vollen Rang hat.

Der Torus lisst sich aber auch als Vereinigung der Graphen zweier Funktionen ¥y, ¥y : D C R? — R

darstellen:

2
r— (\/a:2+y2—R> ;
2

— (Va2 .

\Ijl(xvy) =+

Uo(x,y) = \/’f‘ (m—R)

\\\\\?-\‘?t’:‘!ﬁ'i!‘ Uppris

e

A

A
i

Wir setzen dabei D := {(z,y) € R? | /22 +y2 — R)?> <r}.
In Mengenschreibweise:

T={(z,y,2) €eR* | (Va2 + 92— R)?*+ 2% =1}
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Als Letztes wollen wir noch einige verwandte Parametrisierungen von ® ableiten:
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2 Mehrdimensionale Differenzialrechnung 2.13 Flidchenparametrisierung

BEISPIELE (Standardparametrisierungen im R?)

Kugel mit Radius R Ellipsoid mit Parametern a,b,c € RT

LT

R(sin(u) cos(v) asin(u) cos(v)
®(u,v) = | Rsin(u)sin(v) D (u,v) = | bsin(u)sin(v)
Rcos(u)) ccos(u)
Wendelfldche der Hohe 27h Mdébiusband

ucos(v) cos(u) + vsin(g) cos(u)
D (u,v) = usiél(v) D (u,v) = | sin(u) + USiI(lSL%)) sin(u)

Elliptisches Paraboloid mit Parametern a,b € RT

au cos(v) a cosh(u) cos(v)
D (u,v) = | busin(v) ®(u,v) = | beosh(u)sin(v)
u? csinh(u)
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