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3 Mehrdimensionale Integralrechnung

3.1 Kurvenintegrale und Integration von 1-Formen

BEISPIEL (Arbeit im Kraftfeld)

Gegeben seien ein konstantes Kraftfeld der Stérke F' und eine Bewegung entlang einer geraden Strecke
der Linge As in Richtung 6, (||6]] = 1). Dann betrigt die effektiv wirkende Kraft gerade F'§ (Projektion
von F' auf ). Fiir die vom Kraftfeld verrichtete Arbeit A gilt: A = FOAs (,,Arbeit = Kraft - Weg").

VERALLGEMEINERUNG

Seien F : R™ — R" stetig (ein sog. Vektorfeld) und T eine durch v € €!([a, b], R") parametrisierte Kurve.
Dann gilt approximativ fiir die Gesamtarbeit:
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Da das Vekorfeld stetig ist, ist F' in einer kleinen Umgebung jedes Kurvenpunktes ungefihr konstant.

DEFINITION

Die von F' erzeugte Abbildung

w: B LEYE it w(a, h) = (F(z), k)

z — w(z,-)

ﬁw:LZW®4@Mt

das Integral von w entlang der Kurve I'.

nennt man eine 1-Form und

BEMERKUNG

Das Kurvenintegral
b
JU@.da) = [, o
wird dann definiert als

A= [ wlot @)t

Wir miissen zeigen, dass A nicht von der Parametrisierung v abhéngt.
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Sei ¢ : [¢,d] — [a,b] ein monotoner, stetig differenzierbarer Parameterwechsel, 0.B.d.A. ¢ > 0,7 :=~o0¢p
die umparametrisierte Kurve. Dann gilt:

Im Fall ¢’ < 0 erhalten wir —A als Ergebnis; bei physikalischen Grofen ignorieren wir Orientierungen
aber grundsétzlich.

Physikalischer Hintergrund der Parametrisierungsinvarianz: Energieerhaltung.

KLASSIFIZIERUNG VON KURVEN

Zwei Parametrisierungen v € €*([a,b],R") und 5 € €*([c,d],R™) mit +'(t),7 (7) # 0 fiir alle t € [a, ]
und alle 7 € [¢, d] heifien dquivalent (d.h. v ~ 7), falls ein orientierungserhaltender Parameterwechsel ¢
existiert mit ¥ =y o ¢.

Eine Aquivalenzklasse  := [y]~ wird orientierte, glatte Kurve genannt.

Wir setzen T'y;, ;= {7(¢) | t € [a,b], 7 :[a,b] = R", v € k}.

DEFINITION
Seien & eine orientierte, glatte Kurve mit 'y CR™, v € x und w € €°(T', L(R",R)) eine 1-Form.

Je=] "y 1), (1))

wird dann das Kurvenintegral der 1-Form w lings der Kurve x genannt.

WEITERE BEZEICHNUNGEN
Seien « eine orientierte, glatte Kurve und v : [a,b] — R™ mit £ = [y]~.
(1) Dann heifen A, := v(a) der Anfangspunkt und B, := v(b) der Endpunkt von k.

Mit monoton wachsendem Parameterwechsel ¢ : [a,b] — [c¢,d] gilt p(a) = ¢ und ¢(b) = d, d.h.
Anfangs- und Endpunkt einer Kurve sind unabhingig von der jeweiligen Parametrisierung.
(2) Der Parameterwechsel ¢ : [O’tl] b +[ta(’ab]_ p) ist orientierungsumkehrend.
Wir nennen die umgekehrt orientierte Kurve —x = [y 0 ¢]~..
Beachte dabei: [ w = — [ w ist orientiert.

(3) Sind k1, ..., kv endlich viele glatte Kurven mit By, = A, ,, i = 1,..., N —1, so heift x := (K1, ..., in)
eine stickweise glatte, orientierte Kurve mit Anfangspunkt A, := A,,, Endpunkt B, := B, und
BildT', :=T,, U...UT,.

(4) Eine stiickweise glatte, orientierte Kurve x heifst geschlossen, falls A, = By.

(5) Sind w € €9(T, L(R™,R)) eine 1-Form und x = (k1, ..., k) eine stiickweise glatte, orientierte Kurve,

so definieren wir
N
/ wi=3 / w.
* i=1 Y Fi
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SaTz (Hauptsatz-Variante fiir Kurvenintegrale)

Seien  eine stiickweise glatte, orientierte Kurve, U C R® mit I',, C U, f € ¢'(U,R) und w = f’, d.h.
Ve €Ty, h € R" : w(x, h) = f'(x)h. Dann gilt:

f'=f(Br) = f(Ag).

K

BEWEIS
Es gilt:

Hauptsatz Z(f o ’Y(i))(bz‘) _ (f o ’Y(i)>(ai)

Teleskopsumme

KOROLLAR

Ist x zusétzlich geschlossen, dann gilt:

[ =0

AUSBLICK

Bezugnehmend auf die Hauptsatz-Variante fiir Kurvenintegrale werden wir spater untersuchen, unter
welchen Voraussetzungen wir zu einer 1-Form w die Existenz einer ¢!-Funktion f mit w = f’ folgern
kdnnen.

1-Formen, welche diese Bedingung erfiillen, nennen wir ezakt.
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