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3.2 Das RIEMANN-Integral im Mehrdimensionalen

MOTIVATION
(1) Flache zwischen Graph und z-Achse im 1D:

b
/a flade = 3 f(6) (@ — ).

Hohe Breite

(2) Ubertragung auf 2D:

a X
&y Xp Xj+g b, 1

*2
Wir betrachten das Volumen zwischen z1-z2-Achse und 2D-Graph. Mit [a, b] = [(a1,a2) X (b1,b2)] =
[a1, b1] x [az, ba]:

f(xa y)d(:&y) ~ ZZ g’L] x1+1 - l'i)(ijrl - yj)

Hohe Grundflache

[a,b]

(3) In 3D analoge Konstruktion ... ohne geometrische Bedeutung.

Funktionen ¢ : R® — R werden als Dichten bezeichnet (,Massendichte®, ,Ladungsdichte®, ...).

/[ } z)dr = ZZZ@ (&ijk) € R(ig1 — z) (@1 — ) (@1 — @) -

=1 j=1k=1

Dichte Volumen von R

Wir erhalten also zu einem (kleinen) Quader R = [z;, ®;41] X [y, Yj+1] X [2k; 2k+1] und einem &;;;, € R
die ungefdhre Masse von R durch das Produkt ¢(&;;x)- vol(R) und mit

/[ P @)

die Gesamtmasse im Quader [a, b].

(4) Typische Anwendung im Hoherdimensionalen: Wahrscheinlichkeitsdichte einer n-dimensionalen Zu-
fallsvariablen.

/fxl, o xp)d(z, ey Th)

liefert dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable ein Ergebnis in [a, b] liefert.
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3 Mehrdimensionale Integralrechnung 3.2 Das RIEMANN-Integral im Mehrdimensionalen

BEGRIFFSBILDUNG

Aus schreibtechnischen Griinden notieren wir nur den Fall n = 2; alle Definitionen lassen sich auf hohere
Dimensionen verallgemeinern.

Seien [a,b] := [a1,b1] X [ag,b2] € R?, f : [a,b] — R beschriinkt, X = {z¢,...,2x} € Z([a1,b1]) und
Y ={yo,...,ym} € Z([ag, ba]) Zerlegungen, Z(X,Y") erzeugte Zerlegung von [a, b].

Dann bilden die Teilrechtecke R := [x;,zi+1] X [y;,Yj+1] eine Menge, die wir mit T'(Z) bezeichnen.
Das Teilrechteck R € T(Z) hat dann das Volumen
Vol(R) := (i1 — i) (Yj+1 — ¥j)-

Z([a,b]) bezeichnet die Menge aller Zerlegungen von [a, b]. Wie in 1D definieren wir dann

S Z) = sup f(x) vol(R) (Obersumme)
RET(Z) TER
2(f2) = Z xuel%', f(z) vol(R) (Untersumme)
RET(2)
() = Ze:i;[fa’b]) S Z) (Oberintegral)
() = sup Y .(f,2) (Unterintegral)
7 ZeZ([a,b])

DEFINITION
Gilt S(f) = 32(f), dann heifit f RIEMANN-integrierbar auf [a,b] und

flz)dz == 3 (f) = X(f)

[a,b]

das RIEMANN-Integral von f.

WEITERE SCHREIBWEISEN

fay)dy), [ fley)dady, /[ X

la,b] la,b]

BEMERKUNG

Wie in 1D zeigt man fiir f,g: Q = [a,b] C R™ — R integrierbar, A\, u € R:
(1) Af + pyg ist integierbar und fQ M+ ug = )\fQ f+ ,qu g (Linearitiit);
(2) f<g= J, < Jy9 (Monotonie);

(3) |f| ist integrierbar und | [, f| < [, | f| (Dreiecksungleichung);

(4) Alle stetigen Funktionen auf @ sind integrierbar.

PROBLEM

Wir haben Integrierbarkeit nur auf Quadern definiert. Wir wollen Funktionen nun iiber allgemeineren
Mengen integrieren.

Seien @ ein Quader, V C @, ¢ : V — R stetig. Dann setzen wir

9(z) == Ty (z)p(z) = {905)30) i ; K

Dann ist g auf dem ganzen Quader @ definiert. Allerdings ist g im Allgemeinen nicht stetig.
g ist aber fast tiberall* stetig (nur nicht auf 0V'). Genauer:
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3 Mehrdimensionale Integralrechnung 3.2 Das RIEMANN-Integral im Mehrdimensionalen

DEFINITION
Seien @ = [a,b] CR™, f:Q — R beschriankt, N := {z € Q | f unstetig in X }.

Dann heiftt f fast iberall stetig in Q, wenn N unwesentlich ist, d.h. falls zu jedem e > 0 endlich viele
Quader Q1, ..., Q, existieren mit N C (J@Q; und >_|_,vol(Q;) < e.

BEMERKUNG (Elementare Eigenschaften unwesentlicher Teilmengen von Q)
(1) A unwesentlich = A unwesentlich.

(2) A, B unwesentlich = AU B, AN B, A\ B unwesentlich.

(3) A unwesentlich, B C A = B unwesentlich.

BEISPIELE

(1) {z} ist unwesentlich.

(2) {z | ®(x) = 0} mit ® € ¢!([a,b] C R",R") und Rang(®’(z)) = r auf A (— implizite Funktionen).
(3) Q ist nicht unwesentlich.

BEMERKUNG (Integration auf allgemeinen Gebieten)
Seien Q = [a,b] CR™, f:Q — R fast iiberall stetig und A C @ mit A unwesentlich.

Dann setzen wir
/ f= / Taf
A Q

1, z€A

mit Ty(z) := { rg A

BEISPIEL

Gegeben sei f : K — R stetig mit K := {(z,y) € R? | 2% +3? < 1}. Dann ist f iiber K integrierbar, denn
2

OK = {(z,y) € R? | 22+ y2 = 1} ist unwesentlich, also ist g : L1 — R

T — I (z)f(x)
damit integrierbar mit
/ f= / Ik f.
K [-1,1]2

BEMERKUNG (Volumen und Schwerpunkt einer Menge)

fast {iberall stetig und

Sei A C R"™ beschrankt mit A unwesentlich. Dann setzen wir

vol(A) ::/Al:/Q]IA (ACQ).

Im Fall vol(A) # 0 nennen wir den Wert

1 1
V()l(le)/Axdx = m (/Al'ldl',/A.Tle'7...7\/AInd.T)

den Schwerpunkt von A.
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3.3 Der Reduktionssatz von FUBINI

SaTz (Reduktionssatz von FUBINI)

Seien ) C R"™ ein Quader, Q = S x T mit S Quader in R? und T Quader in R"?, p < n. Weiter

seiedn f : Q@ — R integirerbar und zu jedem y € T" sei f, : i: f(f v) integrierbar auf S.

Dann ist F': 1;: fSRfy integrierbar und es gilt:
Li=[r=[ ([ ).
Q T T \Js
ANWENDUNGEN

(1) Akademisches Beispiel: Berechne

/ sin(z + y)d(z, ).
[0,1]2

Das Integral existiert, da f : (x,y) — sin(z + y) stetig ist.
Wir zerlegen [0,1]2 in [0,1] x [0, 1]. Dann ist f,(x) = sin(z + y) stetig auf [0, 1], also integrierbar mit

F(y) = /[0,1]fy

1
= / sin(z + y)dx
0

— [~ cos(z + )l
= cos(y) —cos(y + 1).

Damit erhalten wir fiir das gesuchte Integral:
1
/ sin(z + y)dedy = / F(y)dy
[0,1]2 0
1

= / (cos(y) — cos(y +1))dy

0
= [sin(y) —sin(y + D
= 2sin(1) — sin(2).

(2) Volumen der 3-Einheitskugel.
Setze A := B1(0), dann 0A = {x € R? | ||z||3 — 1 = 0} unwesentlich und mit A C Q = [-1,1]? folgt

vol(A)_/Al—/Q]IA-

Zerlege Q in S x T'=[—1,1] x [-1,1]?, dann
f@aws)(@1) = La(w1, 22, 33)
= 10, 1(zf + 23 + 23)
= ]I[O,lfmgfmg](x%)

2 2
) {I[wzgzg,wrgza(“) R
0

sonst

= ]I[O’l](mg+xkg’)ﬂ[—\/l—wg—azg,\/l—xg—wg](x1>'
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Dann liefert der Reduktionssatz:

O(z9,23) = / f(@s.q) (T1)dy
[71’1}

1
= [1 ][[071] (1’% +mg)]l[f\/lfwgfw%,\/lfwgfwg] (xl)dxl
= ]I[071](x§—|—:£§)/ 1dxy

= ]I[O’l](.lig—i-l‘g)Q\/l —J)% — z2.

vol(A)z/@(mg,x3)dx2dx3.
T

Also

Mit dem Reduktionssatz zerlegen wir T in [—1,1] x [—1, 1], dann
Dy (22) = 20 (a3 +23)y/1 — a3 — 23

= 21[7\/@7@] (5172) 1-— LL'% — .’L'%
Substituiere 3 := /1 — z3sin(p) = dzgy = \/1 — x5 cos(p)dp, /1 —x3 =15, ¢ € [-5, 5], dann

1 \/1—z2
/ (13(933)(2172) = 2/ A/ 1-— ZE% — x%dl‘g
—1 —y/1-a2
= 2/2 /1 —sin?(¢)(1 — 22) cos(p)dyp

2

= 21-ad) [ o)

= 201 —xg)[

— (- [+ goincze)|

[SE]

RERVS

(1 + cos(2¢))de

N | =

[N

us
2

T
2

= (1-23)m.

Damit erhalten wir fiir das Volumen der 3-Kugel:

vol(A) = /W(l—xg)dxg

= 7lrs — §$3}£1
1 1
w(1-3+1-3)
4
= 37T.
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3.4 Der Transformationssatz

DEFINITION
Ein Homeomorphismus ist eine stetige Funktion mit stetiger Inversen.

Ein ¢!-Diffeomorphismus ist eine stetig differenzierbare Funktion mit stetig differenzierbarer Inversen.

T ¢ @l (L' Rn) A beschrankt

Flo: A°— (F(A))°

OA unwesentlich

¢!-Diffeomorphismus

R
fast iiberall stetig

SaTz (Transformationssatz)
Seien F| 0 ein €!-Diffeomorphismus und g fast iiberall stetig.

Dann sind 0A unwesentlich, g o F' fast iiberall stetig auf A und

/ g:/goF|detF'|.
F(A) A

MOTIVATION

Wir untersuchen zunéchst den Faktor | det F”|.

F(4)
A -1
G =F
F—I(R) :!‘R
Es gilt (mit &g € R):
_ 1 VOI(R) 1
g= Z 9(&r) vol(R) = Z go F(F (fR))m vol(F™ " (R)).
F(a) RET(F(A)) F-1(R)eF—1(T(F(A))) v
u+kes G(u + kea)
~ G(u) + G'(u)kes
n .
G
U u+ hey

RZ Fehlerterm
der Ableitung

Bei sehr kleinem Rechteck R:
vol(G(R)) = vol(G'(u)R) ~ vol(G'(¢r)R),

da G’ stetig und &g nahe bei u fiir h, k klein.
Dabei entspricht G’ (£g) R einem linear verformten Rechteck Parallelepiped mit Kantenvektoren G’ (£g)he;
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und G'(&r)kes.

Um das Volumen des Parallelepipeds zu berechnen, verifizieren wir die Formel

vol({A1a + A2b | A1, A2 € [0,1]}) =

al b1
det <a2 b2> ’ .

Der Parallelepiped P wird aufgespannt durch die Vektoren a = (a1, a2) und b = (b, bs), hat also die
Eckpunkte (0, 0), (al, (IQ), (bl, bg), (a1 + bl, az + bg) Damit gllt

vol(P) =

/ 1
P
[
Q
ai1+b1  paz+b2
/ / ]IP(xay)d(x7y)
0 0
b1 az+ba ay az-+ba a1+by az-+ba
[ e« [ [T i@+ [T [Tt ity
b1

by bfz b2+*($ b1) a;+br  pbo+22 (90 bl)
Geradengle1chung / / CE y / / $ y / / SU y)
by az :xv a1

b a1t b b
/ <2112) xder/ b2+—b1dx+/ by — as + —ay f—bl (a229:) dx
o \b1 @ by a b1 ay ar b

a1by — azby

ay b1
det (a2 b2> .

a+b
Q 0
bo b ,
as P a
0
0 bl ai

Damit erhalten wir fiir unser deformiertes Flachenstiick:

hG1(Er)h  02G1(ER)k

vl () ) = [der (D1rEn SO EN) | ik actda(er] = v det €

BEWEIS

Wegen

vol(F~!(R)) = vol(G'(¢r)R) = vol(R)|det G'(r)|

erhalten wir als relative Volumenénderung:

Beachte: Mit G

vol(R) 1
vol(F-1(R)) ~ |detG'(€r)|’

= F~! erhalten wir

1

G'(Er) = (F71)'(€r) = (F'(F7'(€r)) ™" = |det G'(Er)| = [det F/(F-1(n))]

(,Determinate der inversen Matrix ist Kehrwert der Determinante der Matrix.”).

Einsetzen von

Martin Gubisch

vol(R)

wl(F-1(R)) ~ | det F'(F~'(¢r))|
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3 Mehrdimensionale Integralrechnung 3.4 Der Transformationssatz

ergibt:

~

/F W 3 (g0 F|det F'|)(F~ () vol(F~}(R)).

“HR)EF-H(T(F(A)))

Bei kleinem R ist auch F~1(R) klein, d.h. fiir € F~1(R) gilt:
(go Fldet F'|)(z) =~ (go F|det F'|)(F~'(£g)) = vol(F~(R))
—

= / goF|detF’|z(goF|detF'|)(F71(§R)) / 1
F=1(R)

= / Z / goF\detF’\:/goF\detF’\.
F-1(R) A

R)EF~Y(T(F(A)))
BEMERKUNG

Sei G C R™ unbeschrinkt und fiir jede Inklusionskette G; C G2 C G3 C ... mit Ufil G; =: C mit G;
beschrénkt und dG; unwesentlich existiere lim [, f mit I unabhéngig von der gewihlten Kette.
Dann setzen wir [, f := 1.

BEISPIELE

(1) Wir berechnen zunéchst mit ,klassischen* Mitteln den Flicheninhalt des 2D-Einheitskreises
Bi={(z,y) e R? | 2® +¢* < 1}.
Substitution: = sin(¢t), dz = cos(t)dt, V1 — x? = |cos(t)| = cos(t), a

1 V1—z2
/1 = 2/ / 1dydx
B -1Jo
1
= 2/ V1—a22dx
~1
Subst. 2/2 cos?(t)dt

= 2/ dt—2/2 sin?(t)dt
_g —

Part. Int. Q[t}f% B 2/ cos? (t)dt + 2/ cos(2t)dt

I —
2

NE]

. . . , 2] — R?
Berechnung von [, #?y?d(x,y) mittels Polarkoordinaten via F : [, 1](5 B 2 ]H r(cos(p), sin()) *

Dann B = F([0,1] x [0,27]), det F'(r, ) = det <;‘I’f’(€f) ;Zos:(l(f))) = r, also

2
/ yid(z,y) / / 12 cos?(¢)r? sin? (¢)rdpdr
B
2 1
/ / r51 sin?(2¢)dedr

1 - 27\'1
/ rodr —sin?(2¢)dyp
0 o 4

[\)
=
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(2) Berechnung des Schwerpunktes
1
—_ 1 q
v vol(O) ~/C vae

C = {xER?’ \ ||:c\|§ <1, z1,29,23 > 0}

des Kugeloktanten

mittels Kugelkoordinaten mit Transformation

o 01X 3 x[0 5] R®

r,p,0) — (rsingcosf, rsingsin @, rcos ) -

Dann gilt fiir die JACOBI-Determinante:

singpcosf rcospcosf —rsinpsind
|det F'| = |det | sinpsin® rcospcosf rsinpcost
cos ¢ —rsingp 0

= |sin® psin® 0r? 4 72 cos® p cos® O sin ¢ + 12 cos? @ sin? O sin p + r? sin® @ cos? 0

= 72|sin® p(sin” 6 4 cos? §)| + sin ¢ cos? p(sin?  + cos? 6)|

72| sin @ (sin” ¢ + cos? @)
2 sin ¢ fiir ¢ € [0, 7).

Fir das Volumen des Oktanten erhalten wir dann:
vol(C) = / 1
F(Q)
1 r3 %
= / / / 22 sin pdfdedr
o Jo Jo
1 5 5
/ rzdr/ sinapdcp/ do
0 0 0
1

E& el

Weiter erhalten wir

/ rdx = / 3 sin? ¢ cos dAdpdr
F(Q)

Q
1 z z
= / r3dr/ sin? godga/ cos 0do
0 0 0
- .
- 16’
/ rodx = / 3 sin? o sin dAdedr
F(Q) Q
1 z z
= / r3dr/ sin? godga/ sin 0d6
0 0 0
_ .
16’
/ rgdx = /7"3 cos @ sin? pdfdpdr
F(Q) Q
1 % %
= / r3dr/ cos  sin’ godcp/ de
0 0 0
- T
o167
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also hat der Schwerpunkt die (kartesischen) Koordinaten

67r
w16

2~2 \

3
1,1,1).
8(77)

Z(,1,1) =
(3) Berechnung einer Rotationskdrpers.

Indem wir einen Zylinder (Radius R, Hohe H) als Rotation einer Kreisscheibe um die x3-Achse

auffassen, erhalten wir
F . [0,R] x[0,27] x [0, H] — R3
) (s, h) — (rcosp,rsing, h)

als Koordiantentransformation zwischen kartesischen und Zylinderkoordinaten.

Als Volumen des Zylinders

A= {(r,cp,h) ER?|re [O,}}f] Q€ [0,27r],heH}

erhalten wir

vol(F(A)) = /F(A)l

_ /|detF’\
h

H? |3 0
L R2m

= -7
3

(4) Wahrscheinlichkeitsdichte.

Mittels Transformationsformel kénnen wir endlich das uneigentliche Integral

o0 2
/ e " dx
— 00

% ) 2 oo R oo )
</ e ” dx> = / e " dx/ e ¥ dy
o0 2 2
- // e~ (@ +y )d(x,y)
Polarkoordinat am
olarkoordinaten / / —r Td(pd’l“
= / - dr
0

berechnen:

I
[\
)
|
DN | =
a
|
5
M
| I
38

also | [7 e dz = /7.
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3.5 Oberflichenintegrale

MOTIVATION

Um die ,;Oberfliche” eines beliebig dimensionalen Objektes zu berechnen, betrachten wir zunfchst den
uns vertrauten 3D-Fall, in dem wir die 2D-Oberfliche eines Objektes im R3 bestimmen.

A=[a.b] % [c.d [=v(4)

R

Es gilt:

/g,@ Z voly(R) = Z go\II(SR)\Z}I(R) Vol(R)%/Ago\Ilvol(R)

v Rew(T(A)) RET(A)

Beachte:

vol(R) = wol(R)
da Rechtecke klein und
U(x) =~ U(Er) + V' (Er)(z — ER);

mit Translationsinvarianz gilt W(Eg) — V' (Er)Er = 0.

ALLGEMEINER FALL

Wir in eben berechnen wir die Bilder von kleinen Rechtecken unter glatten Abbildungen iiber Parallel-
epipedvolumina.

Dabei bezeichnet 4
P(al, ...,ad) = {Z)\la, | A€ [0, 1]}
i=1
den von den d Vektoren ay, ..., aq aufgespannte Parallelepiped.

Wir nehmen an, dass Volumina invariant unter Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen (Euklidi-
schen Transformationen) sind.

Wir fiithren dann durch Rotation R den Unterraum span(aq, ..., aq) in die von den Standardbasisvektoren
des R™ erzeugte Ebene span(ey, ..., eq) tiber:

Raj = (Blj, ceey ij, 0, ceey O)

und fassen Ra; als Vektor im R? auf; dann

volg(P( ay ..., ag)) = vol(P(By,.., Bqg))
I~ - =~
ER” S €R? €R4
Bn Ba
= |det | ...
Big .. Byg
= |det B|
= det(BTB)

Fiir die einzelnen Komponenten gilt:

d d
(B"B)ix = Y _ BjiBj, = Z Ra;)j(Ray); = Ra;Ray, = a;(RT Ray) = a;ay,.
j=1 j=1
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Wir definieren die GRAMSsche Determinante

a-a;y ... Qai-aq
gram(ay, ...,aq) := | det

Qq - a1 ... Qq-aq

Dann erhalten wir fiir das Volumen des Parallelepipeds:

volgP(ay,...,aq) = v/gram(ay, ..., aq).

ZURUCK zUM 2D-FaLL

Betrachten wir nun das von he; und kes in £i aufgespannte Rechteck
R = &Rr + P(hey + kea).
Wir erhalten fiir das Volumen des Bildes R:

volp (W' (Er)R) = vola(V'(Er)ER + V' (Er)P(her, keg))

= volo(V'(ER)P(hey, kes))

= vola(P(¥'({r)her, U/ (Er)kez))

et (h O - 9,V hkalxp-aﬂ/)i
hEOLV - 05U k20,0 - 9,0

QY- B -0,
— 21.2
= ViR dt<alx1/ DU D0 - a2x1/>

= vol(R)\/gram(d,¥(£R), D2W (ER)),

also

volp (V' (§r)R)

vol(R) Vgram(91 ¥ (Er), 02V (ER)).-

Allgemein definieren wir:

DEFINITION
Seien U C R? offen, ¥ € ¢!(U,R"), A C U beschrinkt mit A C U und A unwesentlich.

Weiter seien W[4y injektiv und ¥'|4\x habe Rang d in jedem Punkte aus A\N, wobei N C A
unwesentlich.

Zu g: U(A) — R mit g o ¥ fast iiberall stetig auf A heifst dann

/ g ::/ go\Il\/gram(al\Il,...,Bd\Il)
T(A) A

das Oberflichenintegral von g iiber .

BEMERKUNG

Insbesondere gilt vola(¥(A)) = [y 4 I-

BEISPIELE
(1) Spezialfall d = 1 (Kurve).
Wir miissen zeigen, dass mit A = [a,b], ¥ : R — R" gilt: vol(¥(A4)) = L(¥) (Kurvenlinge).

b
vol; (¥(A)) —/II(A)l—/Alx/gram(al\I/) :/A\/det(al\p.aqu) :/ v (U(t))2dt = L(¥
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(2) Spezialfall d = 2, n =3 (Oberfliche).
Wegen Va, b € R? : |ab| = ||a|2]|b||2 cos <(a, b) erhalten wir:

a®> ab .
gran(a, ) = det (5,57 ) = ol Il — abf? = [l {1 3sin® <(0.0) = o x 03

also gilt
lla x b||3 = volyP(a,b)

und damit

/ o= / (W (1 0)) 100 D (w, 0) x 02 (u, ) |l (11, 0).
W(A) A
(3) Berechnung der 3-Kugeloberfliche (Radius R).
Wir rechnen wieder in Kugelkoordinaten via
F(r,9,¢) = (rsind cos @, rsind sin ¢, r cos ).
Dann gilt mit A = [0, 7] x [0,27] und ¥ (¢, ) := F(R, 9, ¢):

MU (F,0) = R(cosdcosp,costdsinp, —sind),
RV (J,9) = R(—sindsinyp,sind cosp,0),

also fiir die GRAMsche Determinante

1 0 .
gram (0, U (0, ), U (V, ) = R* det (0 sin? 19> = R*sin%0

und damit fiir die Kugeloberfliche

voly(9BR(0) = A »

= | Ve (@90, %00 )
T 27
/ / V R4 sin? 9dpdd
o Jo

= 27R? / sin ¥dd
0

= 27 R*[— cos V)]
= 4mR%

Martin Gubisch 56 SS 2008



3 Mehrdimensionale Integralrechnung 3.6 Integration iiber allgemeine Flichen

3.6 Integration iiber allgemeine Flichen

DEFINITION

Eine Menge S C R? heifit eine d-dimensionale ¢*-Fliche (k > 1), wenn es zu jedem p € S eine
Umgebung V' C R” und eine Abbildung ¥ : U — V N S gibt (U C R? offen), so dass gilt:

(1) ¥ ist k-mal stetig differenzierbar als Abbildung nach R™.
(2) U:U — VNS ist ein Homeomorphismus.
(3) ¥'(z) : RY — R™ ist injektiv fiir jedes x € U.

U heifst Parametrisierung oder lokales Koodinatensystem in einer Umgebung von p.
V' N S heif’t dann eine Koordinatenumgebung.

T,(S) :== W' (¥~1(p))R? heift der Tangentialraum an S in p.

BEACHTE

Wegen (3) gilt stets dimT,(S) = d, denn ¥’(g)ey, ..., ¥/ (g)eq sind linear unabhingige Elemente von
Ty(q)(S) (und bilden damit eine Basis des Tangentialraums).

BEMERKUNG

Sei f: S — RF stetig mit kompaktem Triger

[supp(f) == {z € S| f(x) #0}.]

Dann wird supp(f) C S durch endlich viele Koordinatenumgebungen V3 NS, ...;V;,, N S iiberdeckt mit
zugehorigen lokalen Koordinatensystemen () : U; — V; N S und es gibt glatte Funktionen ¢; : R* — R
mit supp(¢) C V; und 7" ¢;(z) = 1 fiir alle « € supp(f) (dies ist nicht trivial!).

Wir nennen die p; dann Zerlegung der Eins auf supp(f) und definieren

/Sf::/sflz/sféwi:é/m

Letzterer Term ist mit den uns bisher bekannten Mitteln berechenbar.
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3.7 Der GAusssche Integralsatz

SATz (Integralsatz von GAUSS)

Seien U C R™ offen, F € €' (U,R"), Q C R" offen und beschréinkt mit Q C U, 9Q (n—1)-dimensionale
¢!-Fliche mit stetigem Huferen Normalenfeld v : 9Q — R™, so dass gilt:

(1) Vp € 92 - [[v(p)ll2 = 1,

(2) Vp € 09 : v(p) LT, (0€2) und

B)VpedN:Fe>0:V0<e<e:p+ev(p) ¢ .

Dann gilt
/div(F):/ v-F
Q a0

BEWEIS

Zur Erinnerung: Die Divergenz (oder Quellstdrke) eines n-dimensionalen Vektorfeldes F' haben wir als
le(F) = O1F1 + 0oF5 + ... + 8nFn

definiert, also als Spur der JACOBI-Matrix Jp.

Wir unterscheiden zwei Sonderfalle:

Sonderfall 1:
Q) ist ein Quader.
0.B.d.A.sein =2, Q= (a,b) = (a1,b1) x (az,by) C R?. Dann gilt:

bo by a by ba a
/QdivF = /a /a1 %Fﬂmhxz)dmdxrﬁ-/@l a—qu(m,xz)dxgdxl
bz bl

2 az

ES / Fl(b17$2)—F1(a1,$2)d5€2+/ Fs(x1,b2) — Fa(x1, az)dzs
as

ai

bs ba by by
= / e1 - F(by,x2) —|—/ —ey - F(ay, z2)dxg +/ es - F(x1,b9) +/ —eg - F(x1,a9)dxo

az a ai
= / v-F.
on

Sonderfall 2:
Q ist ein deformierter Quader.

Zu y € R" setze § := (y1,...,Yn—1) € R""1, dann kénnen wir schreiben
Q={zeR"| i€ lab], a, < znoxf(d)}
mit glatter Funktion f, so dass ¥ : ¢ — (¢, f(q)) den deformierten ,Deckel“ I des Quaders parametrisiert.
Dabei ist a,, (willkiirlich) so gewahlt, dass supp(F) C (a,b) X (G, 00).
Wir setzen H(y) := (§,yn + f(9)) und a, := a, — max(f), b, := 0, dann
H(la,b]) = {zeR"|ie€lab), an+ f(&) <z, < f(&)}
~—_————

<an

= QU{zeR"|zela,b], an+ f(Z) < Zn < Gn}.

hier ist divF =0
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Wir zeigen:

/ div(F) = / div(F)
Q H([a,b])
T [ (div(F) o 1) [det H |
fa.b) T
Kettenregel . / -
- - div(F o H)(y) — f'(y)0n(F o H)(y)dy
) | ° 9
2 [ R@Go- [ F0) [ 5P
[a,b] [a,b] an 9Yn

nach Sonderfall 1

s / Fu((q) — ['(a)F((q))dg
(a.b]

s

/[ P 0 O 5V @)y

Bei (%) haben wir benutzt, dass F' o H = 0 auf allen Seiten von [a, b] bis auf [a, ] x {0}.
Zu (xx): Wir haben gesetzt:

7(¥(q) := (=01£(a) s =On-1f(q), 1),
dann ||7|2 = \/gram(9;¥(q), ..., On—1¥(q)) und damit v := ﬁ normiert.

v-F=uF+..+v,F, wird als die Normalkomponente von F' bezeichnet.

Allgemeiner Fall.

Wir benutzen die ,,Zerlegung der Eins“ aus §5.4.

Zu jedem x € ) existiert eine Umgebung vom Typ Q = (a,b) C U mit
1HzeQ=QC;

(2) x € 00 = Q N IN ist eine Koordinatenumgebung mit Parametrisierung

n o R™ — R
D — ;i
v TFZ(Q) R™ mit i T = (T2, T 1, g1y eeny Tp) )

wobei U(q) = (q1,..-,gi—1, [ (@), Giy -+, gn—1) (Wir nennen solche Funktionen vom Graph-Typ).
Beachte: m;(¥(q)) = q).

Dass wir @ N 0S) so parametrisieren kénnen, ist nicht trivial!
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3.7 Der GAusssche Integralsatz

Da © kompakt, gilt weiter Q C (o™, (M) U ... U (a(™), b)),

Wir konstruieren nun eine ,,Zerlegung der Eins* ¢; € €' (R™,R), supp(p;) € Q;, > iv, pi(z) = 1 fiir alle

z e
Dann gilt:

/Q div(F) -
- i [ dteir)
>

:Q:C0

[ () )

/i div(p; F) +

—_———
= 0, Sonderfall 1

(supp(piF') € Qi)

> / . div(p: F)

:Q;NONHAD

= > /Qmm(%F)'V
—_————

1:QiNINAD

Sonderfall 2

= g/mm(%ﬂ'”

Fliachenintegral
e / F-v.
[0]9)

BEMERKUNG

Der GAusssche Integralsatz verallgemeinert den 1D-Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung:

Mit Q= (a,b) CR, Fi=f:Q— R gilt 90 = {a,b}, v(p) = {

div(F) %
Q
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1f(b) = 1f(a) = v(b) - F(b) — v(a) - F(a)

J:B Zj; und div(F) = 01 Fy = f', also
=3 o) Fo)= [ voF.
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