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3.2 Das Riemann-Integral im Mehrdimensionalen

Motivation

(1) Fläche zwischen Graph und x-Achse im 1D:

∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑

i=1

f(ξi)︸ ︷︷ ︸
Höhe

(xi+1 − xi)︸ ︷︷ ︸
Breite

.

(2) Übertragung auf 2D:

Wir betrachten das Volumen zwischen x1-x2-Achse und 2D-Graph. Mit [a, b] = [(a1, a2)× (b1, b2)] =
[a1, b1]× [a2, b2]: ∫

[a,b]

f(x, y)d(x, y) ≈
n∑

i=1

m∑
j=1

f(ξij)︸ ︷︷ ︸
Höhe

(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)︸ ︷︷ ︸
Grund�äche

(3) In 3D analoge Konstruktion ... ohne geometrische Bedeutung.

Funktionen ϕ : R3 → R werden als Dichten bezeichnet (�Massendichte�, �Ladungsdichte�, ...).∫
[a,b]

ϕ(x)dx =
n∑

i=1

m∑
j=1

o∑
k=1

ϕ(ξijk) ∈ R︸ ︷︷ ︸
Dichte

(xi+1 − xi)(xj+1 − xj)(xk+1 − xk)︸ ︷︷ ︸
Volumen von R

.

Wir erhalten also zu einem (kleinen) Quader R = [xi, xi+1]× [yj , yj+1]× [zk, zk+1] und einem ξijk ∈ R
die ungefähre Masse von R durch das Produkt ϕ(ξijk)· vol(R) und mit∫

[a,b]

ϕ(x, y, z)d(x, y, z)

die Gesamtmasse im Quader [a, b].

(4) Typische Anwendung im Höherdimensionalen: Wahrscheinlichkeitsdichte einer n-dimensionalen Zu-
fallsvariablen. ∫ b

a

f(x1, ..., xn)d(x1, ..., xn)

liefert dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable ein Ergebnis in [a, b] liefert.
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Begriffsbildung

Aus schreibtechnischen Gründen notieren wir nur den Fall n = 2; alle De�nitionen lassen sich auf höhere
Dimensionen verallgemeinern.

Seien [a, b] := [a1, b1] × [a2, b2] ⊆ R2, f : [a, b] → R beschränkt, X = {x0, ..., xN} ∈ Z([a1, b1]) und
Y = {y0, ..., yM} ∈ Z([a2, b2]) Zerlegungen, Z(X, Y ) erzeugte Zerlegung von [a, b].

Dann bilden die Teilrechtecke R := [xi, xi+1]× [yj , yj+1] eine Menge, die wir mit T (Z) bezeichnen.

Das Teilrechteck R ∈ T (Z) hat dann das Volumen

vol(R) := (xi+1 − xi)(yj+1 − yj).

Z([a, b]) bezeichnet die Menge aller Zerlegungen von [a, b]. Wie in 1D de�nieren wir dann∑
(f, Z) :=

∑
R∈T (Z)

sup
x∈R

f(x) vol(R) (Obersumme)

∑
(f, Z) :=

∑
R∈T (Z)

inf
x∈R

f(x) vol(R) (Untersumme)

∑
(f) := inf

Z∈Z([a,b])

∑
(f, Z) (Oberintegral)∑

(f) := sup
Z∈Z([a,b])

∑
(f, Z) (Unterintegral)

Definition

Gilt
∑

(f) =
∑

(f), dann heiÿt f Riemann-integrierbar auf [a, b] und∫
[a,b]

f(x)dx :=
∑

(f) =
∑

(f)

das Riemann-Integral von f .

Weitere Schreibweisen∫
[a,b]

f(x, y)d(x, y),
∫

[a,b]

f(x, y)dxdy,

∫
[a,b]

f.

Bemerkung

Wie in 1D zeigt man für f, g : Q = [a, b] ⊆ Rn → R integrierbar, λ, µ ∈ R:
(1) λf + µg ist integierbar und

∫
Q

λf + µg = λ
∫

Q
f + µ

∫
Q

g (Linearität);

(2) f ≤ g ⇒
∫

Q
f ≤

∫
Q

g (Monotonie);

(3) |f | ist integrierbar und |
∫

Q
f | ≤

∫
Q
|f | (Dreiecksungleichung);

(4) Alle stetigen Funktionen auf Q sind integrierbar.

Problem

Wir haben Integrierbarkeit nur auf Quadern de�niert. Wir wollen Funktionen nun über allgemeineren
Mengen integrieren.

Seien Q ein Quader, V ⊆ Q, ϕ : V → R stetig. Dann setzen wir

g(x) := 1IV (x)ϕ(x) =
{

ϕ(x) x ∈ V
0 x /∈ V

Dann ist g auf dem ganzen Quader Q de�niert. Allerdings ist g im Allgemeinen nicht stetig.

g ist aber �fast überall� stetig (nur nicht auf ∂V ). Genauer:
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Definition

Seien Q = [a, b] ⊆ Rn, f : Q → R beschränkt, N := {x ∈ Q | f unstetig in X}.
Dann heiÿt f fast überall stetig in Q, wenn N unwesentlich ist, d.h. falls zu jedem ε > 0 endlich viele
Quader Q1, ..., Qr existieren mit N ⊆

⋃
Qi und

∑r
i=1vol(Qi) < ε.

Bemerkung (Elementare Eigenschaften unwesentlicher Teilmengen von Q)

(1) A unwesentlich ⇒ A unwesentlich.

(2) A,B unwesentlich ⇒ A ∪B,A ∩B,A\B unwesentlich.

(3) A unwesentlich, B ⊆ A ⇒ B unwesentlich.

Beispiele

(1) {x} ist unwesentlich.
(2) {x | Φ(x) = 0} mit Φ ∈ C1([a, b] ⊆ Rn, Rn) und Rang(Φ′(x)) = r auf A (→ implizite Funktionen).

(3) Q ist nicht unwesentlich.

Bemerkung (Integration auf allgemeinen Gebieten)

Seien Q = [a, b] ⊆ Rn, f : Q → R fast überall stetig und A ⊆ Q mit ∂A unwesentlich.

Dann setzen wir ∫
A

f :=
∫

Q

1IAf

mit 1IA(x) := {1, x∈A
0, x/∈A.

Beispiel

Gegeben sei f : K → R stetig mit K := {(x, y) ∈ R2 | x2 +y2 ≤ 1}. Dann ist f über K integrierbar, denn

∂K = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ist unwesentlich, also ist g : [−1, 1]2 → R
x 7→ 1IK(x)f(x) fast überall stetig und

damit integrierbar mit ∫
K

f =
∫

[−1,1]2
1IKf.

Bemerkung (Volumen und Schwerpunkt einer Menge)

Sei A ⊆ Rn beschränkt mit ∂A unwesentlich. Dann setzen wir

vol(A) :=
∫

A

1 =
∫

Q

1IA (A ⊆ Q).

Im Fall vol(A) 6= 0 nennen wir den Wert

1
vol(A)

∫
A

xdx :=
1

vol(A)

(∫
A

x1dx,

∫
A

x2dx, ...,

∫
A

xndx

)
den Schwerpunkt von A.
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3.3 Der Reduktionssatz von Fubini

Satz (Reduktionssatz von Fubini)

Seien Q ⊆ Rn ein Quader, Q = S × T mit S Quader in Rp und T Quader in Rn−p, p ≤ n. Weiter
seie4n f : Q → R integirerbar und zu jedem y ∈ T sei fy : S → R

x 7→ f(x, y) integrierbar auf S.

Dann ist F : R→ R
y 7→

R
S

fy
integrierbar und es gilt:∫

Q

f =
∫

T

F =
∫

T

(∫
S

f(x, y)dx

)
dy.

Anwendungen

(1) Akademisches Beispiel: Berechne ∫
[0,1]2

sin(x + y)d(x, y).

Das Integral existiert, da f : (x, y) 7→ sin(x + y) stetig ist.

Wir zerlegen [0, 1]2 in [0, 1]× [0, 1]. Dann ist fy(x) = sin(x + y) stetig auf [0, 1], also integrierbar mit

F (y) =
∫

[0,1]

fy

=
∫ 1

0

sin(x + y)dx

= [− cos(x + y)]10
= cos(y)− cos(y + 1).

Damit erhalten wir für das gesuchte Integral:∫
[0,1]2

sin(x + y)dxdy =
∫ 1

0

F (y)dy

=
∫ 1

0

(cos(y)− cos(y + 1))dy

= [sin(y)− sin(y + 1)]10
= 2 sin(1)− sin(2).

(2) Volumen der 3-Einheitskugel.

Setze A := B1(0), dann ∂A = {x ∈ R3 | ||x||22 − 1 = 0} unwesentlich und mit A ⊆ Q = [−1, 1]3 folgt

vol(A) =
∫

A

1 =
∫

Q

1IA.

Zerlege Q in S × T = [−1, 1]× [−1, 1]2, dann

f(x2,x3)(x1) := 1IA(x1, x2, x3)

= 1I[0, 1](x2
1 + x2

2 + x2
3)

= 1I[0,1−x2
2−x2

3]
(x2

1)

=

{
1I

[−
√

1−x2
2−x2

3,
√

1−x2
2−x2

3]
(x1) x2

2 + x2
3 ≤ 1

0 sonst

= 1I[0,1](x2
2 + x2

3)1I[−
√

1−x2
2−x2

3,
√

1−x2
2−x2

3]
(x1).
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Dann liefert der Reduktionssatz:

Φ(x2, x3) :=
∫

[−1,1]

f(x2,x3)(x1)dx1

=
∫ 1

−1

1I[0,1](x2
2 + x2

3)1I[−
√

1−x2
2−x2

3,
√

1−x2
2−x2

3]
(x1)dx1

= 1I[0,1](x2
2 + x2

3)
∫ √1−x2

2−x2
3

−
√

1−x2
2−x2

3

1dx1

= 1I[0,1](x2
2 + x2

3)2
√

1− x2
2 − x2

3.

Also

vol(A) =
∫

T

Φ(x2, x3)dx2dx3.

Mit dem Reduktionssatz zerlegen wir T in [−1, 1]× [−1, 1], dann

Φ(x3)(x2) = 21I[0,1](x2
2 + x2

3)
√

1− x2
2 − x2

3

= 21I
[−
√

1−x2
3,
√

1−x2
3]

(x2)
√

1− x2
2 − x2

3.

Substituiere x2 :=
√

1− x2
3 sin(ϕ) ⇒ dx2 =

√
1− x2

3 cos(ϕ)dϕ,
√

1− x2
3 = π

2 , ϕ ∈ [−π
2 , π

2 ], dann

∫ 1

−1

Φ(x3)(x2) = 2
∫ √1−x2

3

−
√

1−x2
3

√
1− x2

2 − x2
3dx2

= 2
∫ π

2

−π
2

√
1− sin2(ϕ)(1− x2

3) cos(ϕ)dϕ

= 2(1− x2
3)
∫ π

2

−π
2

cos2(ϕ)dϕ

= 2(1− x2
3)
∫ π

2

−π
2

1
2
(1 + cos(2ϕ))dϕ

= (1− x2
3)
[
ϕ +

1
2

sin(2ϕ)
]π

2

−π
2

= (1− x2
3)π.

Damit erhalten wir für das Volumen der 3-Kugel:

vol(A) =
∫ 1

−1

π(1− x2
3)dx3

= π[x3 −
1
3
x3

3]
1
−1

= π

(
1− 1

3
+ 1− 1

3

)
=

4
3
π.
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3.4 Der Transformationssatz

Definition

Ein Homeomorphismus ist eine stetige Funktion mit stetiger Inversen.

Ein C1-Di�eomorphismus ist eine stetig di�erenzierbare Funktion mit stetig di�erenzierbarer Inversen.

Satz (Transformationssatz)

Seien F |A◦ ein C1-Di�eomorphismus und g fast überall stetig.

Dann sind ∂A unwesentlich, g ◦ F fast überall stetig auf A und∫
F (A)

g =
∫

A

g ◦ F |detF ′|.

Motivation

Wir untersuchen zunächst den Faktor |detF ′|.

Es gilt (mit ξR ∈ R):∫
F (A)

g ≈
∑

R∈T (F (A))

g(ξR) vol(R) =
∑

F−1(R)∈F−1(T (F (A)))

g ◦ F (F−1(ξR))
vol(R)

vol(F−1(R))
vol(F−1(R)).

Bei sehr kleinem Rechteck R:

vol(G(R)) ≈ vol(G′(u)R) ≈ vol(G′(ξR)R),

da G′ stetig und ξR nahe bei u für h, k klein.

Dabei entspricht G′(ξR)R einem linear verformten Rechteck Parallelepiped mit Kantenvektoren G′(ξR)he1
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und G′(ξR)ke2.

Um das Volumen des Parallelepipeds zu berechnen, veri�zieren wir die Formel

vol({λ1a + λ2b | λ1, λ2 ∈ [0, 1]}) =
∣∣∣∣det

(
a1 b1

a2 b2

)∣∣∣∣ .
Der Parallelepiped P wird aufgespannt durch die Vektoren a = (a1, a2) und b = (b1, b2), hat also die
Eckpunkte (0, 0), (a1, a2), (b1, b2), (a1 + b1, a2 + b2). Damit gilt:

vol(P ) =
∫

P

1

=
∫

Q

1IP

=
∫ a1+b1

0

∫ a2+b2

0

1IP (x, y)d(x, y)

=
∫ b1

0

∫ a2+b2

0

1IP (x, y)d(x, y) +
∫ a1

b1

∫ a2+b2

0

1IP (x, y)d(x, y) +
∫ a1+b1

a1

∫ a2+b2

0

1IP (x, y)d(x, y)

Geradengleichung
=

∫ b1

0

∫ b2
b1

x

a2
a1

x

d(x, y) +
∫ a1

b1

∫ b2+
a2
a1

(x−b1)

a2
a1

x

d(x, y) +
∫ a1+b1

a1

∫ b2+
a2
a1

(x−b1)

a2+
b2
b1

(x−a1)

d(x, y)

=
∫ b1

0

(
b2

b1
− a2

a1

)
xdx +

∫ a1

b1

b2 +
a2

a1
b1dx +

∫ a1+b1

a1

b2 − a2 +
b2

b1
a1 −

a2

a1
b1 +

(
a2

a1
− b2

b1
x

)
dx

= a1b2 − a2b1

= det
(

a1 b1

a2 b2

)
.

Damit erhalten wir für unser deformiertes Flächenstück:

vol(G′(ξR)R) =
∣∣∣∣det

(
∂1G1(ξR)h ∂2G1(ξR)k
∂1G2(ξR)h ∂2G2(ξR)k

)∣∣∣∣ = hk|det JG(ξR)| = vol(R)|det G′(ξR)|.

Beweis

Wegen
vol(F−1(R)) ≈ vol(G′(ξR)R) = vol(R)|detG′(ξR)|

erhalten wir als relative Volumenänderung:

vol(R)
vol(F−1(R))

≈ 1
|det G′(ξR)|

.

Beachte: Mit G = F−1 erhalten wir

G′(ξR) = (F−1)′(ξR) = (F ′(F−1(ξR)))−1 ⇒ |detG′(ξR)| = 1
|detF ′(F−1(ξR))|

(�Determinate der inversen Matrix ist Kehrwert der Determinante der Matrix.�).

Einsetzen von
vol(R)

vol(F−1(R))
≈ |detF ′(F−1(ξR))|
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ergibt: ∫
F (A)

≈
∑

F−1(R)∈F−1(T (F (A)))

(g ◦ F |det F ′|)(F−1(ξR)) vol(F−1(R)).

Bei kleinem R ist auch F−1(R) klein, d.h. für x ∈ F−1(R) gilt:

(g ◦ F |det F ′|)(x) ≈ (g ◦ F |detF ′|)(F−1(ξR))

⇒
∫

F−1(R)

g ◦ F |det F ′| ≈ (g ◦ F |detF ′|)(F−1(ξR))

= vol(F−1(R))︷ ︸︸ ︷∫
F−1(R)

1

⇒
∫

F (A)

g ≈
∑

F−1(R)∈F−1(T (F (A)))

∫
F−1(R)

g ◦ F |detF ′| =
∫

A

g ◦ F |det F ′|.

Bemerkung

Sei G ⊆ Rn unbeschränkt und für jede Inklusionskette G1 ⊆ G2 ⊆ G3 ⊆ ... mit
⋃∞

i=1 Gi =: C mit Gi

beschränkt und ∂Gi unwesentlich existiere lim
i→∞

∫
Gi

f mit I unabhängig von der gewählten Kette.

Dann setzen wir
∫

G
f := I.

Beispiele

(1) Wir berechnen zunächst mit �klassischen� Mitteln den Flächeninhalt des 2D-Einheitskreises

B := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}.

Substitution: x = sin(t), dx = cos(t)dt,
√

1− x2 = | cos(t)| = cos(t), a = −π
2 , b = π

2 .∫
B

1 = 2
∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

1dydx

= 2
∫ 1

−1

√
1− x2dx

Subst.= 2
∫ π

2

−π
2

cos2(t)dt

= 2
∫ π

2

−π
2

dt− 2
∫ π

2

−π
2

sin2(t)dt

Part. Int.= 2[t]
π
2
−π

2
− 2

∫ π
2

−π
2

cos2(t)dt + 2
∫ π

2

−π
2

cos(2t)dt

=
1
2

(
2π + 2

[
sin(2t)

2

]π
2

−π
2

)
= π

Berechnung von
∫

B
x2y2d(x, y) mittels Polarkoordinaten via F : [0, 1]× [0, 2π]→ R2

(r, ϕ) 7→ r(cos(ϕ), sin(ϕ)) .

Dann B = F ([0, 1]× [0, 2π]), det F ′(r, ϕ) = det
(

cos(ϕ −r sin(ϕ)
sin(ϕ) r cos(ϕ))

)
= r, also

∫
B

x2y2d(x, y) =
∫ 1

0

∫ 2π

0

r2 cos2(ϕ)r2 sin2(ϕ)rdϕdr

=
∫ 1

0

∫ 2π

0

r5 1
4

sin2(2ϕ)dϕdr

=
∫ 1

0

r5dr

∫ 2π

0

1
4

sin2(2ϕ)dϕ

=
π

24
.
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(2) Berechnung des Schwerpunktes

x =
1

vol(C)

∫
C

xdx

des Kugeloktanten
C := {x ∈ R3 | ||x||22 ≤ 1, x1, x2, x3 ≥ 0}

mittels Kugelkoordinaten mit Transformation

F : [0, 1]× [0, π
2 ]× [0, π

2 ]→ R3

(r, ϕ, θ) 7→ (r sin ϕ cos θ, r sin ϕ sin θ, r cos ϕ) .

Dann gilt für die Jacobi-Determinante:

|detF ′| =

∣∣∣∣∣∣det

sinϕ cos θ r cos ϕ cos θ −r sinϕ sin θ
sinϕ sin θ r cos ϕ cos θ r sinϕ cos θ

cos ϕ −r sinϕ 0

∣∣∣∣∣∣
= | sin3 ϕ sin2 θr2 + r2 cos2 ϕ cos2 θ sinϕ + r2 cos2 ϕ sin2 θ sinϕ + r2 sin3 ϕ cos2 θ|
= r2| sin3 ϕ(sin2 θ + cos2 θ)|+ sinϕ cos2 ϕ(sin2 θ + cos2 θ)|
= r2| sinϕ(sin2 ϕ + cos2 ϕ)|
= r2 sinϕ für ϕ ∈ [0, π].

Für das Volumen des Oktanten erhalten wir dann:

vol(C) =
∫

F (Q)

1

=
∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

22 sinϕdθdϕdr

=
∫ 1

0

r2dr

∫ π
2

0

sinϕdϕ

∫ π
2

0

dθ

=
[
1
3
r3

]1
0

[− cos ϕ]
π
2
0 [θ]

π
2
0

=
1
3

π

2
=

π

6
.

Weiter erhalten wir ∫
F (Q)

x1dx =
∫

Q

r3 sin2 ϕ cos θdθdϕdr

=
∫ 1

0

r3dr

∫ π
2

0

sin2 ϕdϕ

∫ π
2

0

cos θdθ

=
π

16
;∫

F (Q)

x2dx =
∫

Q

r3 sin2 ϕ sin θdθdϕdr

=
∫ 1

0

r3dr

∫ π
2

0

sin2 ϕdϕ

∫ π
2

0

sin θdθ

=
π

16
;∫

F (Q)

x3dx =
∫

Q

r3 cos ϕ sin2 ϕdθdϕdr

=
∫ 1

0

r3dr

∫ π
2

0

cos ϕ sin2 ϕdϕ

∫ π
2

0

dθ

=
π

16
,
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also hat der Schwerpunkt die (kartesischen) Koordinaten

x =
6
π

π

16
(1, 1, 1) =

3
8
(1, 1, 1).

(3) Berechnung einer Rotationskörpers.

Indem wir einen Zylinder (Radius R, Höhe H) als Rotation einer Kreisscheibe um die x3-Achse
au�assen, erhalten wir

F : [0, R]× [0, 2π]× [0, H]→ R3

(r, ϕ, h) 7→ (r cos ϕ, r sin ϕ, h)

als Koordiantentransformation zwischen kartesischen und Zylinderkoordinaten.

Als Volumen des Zylinders

A :=
{

(r, ϕ, h) ∈ R3 | r ∈
[
0,

hR

H

]
, ϕ ∈ [0, 2π], h ∈ H

}
erhalten wir

vol(F (A)) =
∫

F (A)

1

=
∫

A

|detF ′|

=
∫ H

0

∫ 2π

0

∫ hR
H

0

rdrdϕdh

=
∫ H

0

∫ 2π

0

1
2

(
hR

H

)2

dϕdh

=
∫ H

0

π

(
hR

H

)
dh

=
πR2

H2

[
1
3
H3

]H

0

=
1
3
πR2H.

(4) Wahrscheinlichkeitsdichte.

Mittels Transformationsformel können wir endlich das uneigentliche Integral∫ ∞

−∞
e−x2

dx

berechnen: (∫ ∞

−∞
e−x2

dx

)2

=
∫ ∞

−∞
e−x2

dx

∫ ∞

−∞
e−y2

dy

=
∫ ∫ ∞

−∞
e−(x2+y2)d(x, y)

Polarkoordinaten=
∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−r2
rdϕdr

= 2π

∫ ∞

0

re−r2
dr

= 2π

[
−1

2
e−r2

]∞
0

= π,

also
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√

π.
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3.5 Ober�ächenintegrale

Motivation

Um die �Ober�äche� eines beliebig dimensionalen Objektes zu berechnen, betrachten wir zunächst den
uns vertrauten 3D-Fall, in dem wir die 2D-Ober�äche eines Objektes im R3 bestimmen.

Es gilt: ∫
γ

g ≈
∑

R̃∈Ψ(T (A))

vol2(R̃) =
∑

R∈T (A)

g ◦Ψ(ξR)
vol2(R̃)
vol(R)

vol(R) ≈
∫

A

g ◦Ψ
vol2(Ψ′(ξR)R)

vol(R)
.

Beachte:
vol2(R̃)
vol(R)

≈ vol2(Ψ′(ξR)R)
vol(R)

,

da Rechtecke klein und
Ψ(x) ≈ Ψ(ξR) + Ψ′(ξR)(x− ξR);

mit Translationsinvarianz gilt Ψ(ξR)−Ψ′(ξR)ξR = 0.

Allgemeiner Fall

Wir in eben berechnen wir die Bilder von kleinen Rechtecken unter glatten Abbildungen über Parallel-
epipedvolumina.

Dabei bezeichnet

P (a1, ..., ad) :=

{
d∑

i=1

λiai | λ1 ∈ [0, 1]

}
den von den d Vektoren a1, ..., ad aufgespannte Parallelepiped .

Wir nehmen an, dass Volumina invariant unter Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen (Euklidi-
schen Transformationen) sind.

Wir führen dann durch Rotation R den Unterraum span(a1, ..., ad) in die von den Standardbasisvektoren
des Rn erzeugte Ebene span(e1, ..., ed) über:

Raj = (B1j , ..., Bdj , 0, ..., 0)

und fassen Raj als Vektor im Rd auf; dann

vold(P ( a1︸︷︷︸
∈Rn

, ..., ad︸︷︷︸
∈Rn

)) = vol(P ( B1︸︷︷︸
∈Rd

, ..., Bd︸︷︷︸
∈Rd

))

=

∣∣∣∣∣∣det

B11 ... Bd1

... ...
B1d ... Bdd

∣∣∣∣∣∣
= |detB|

=
√

det(BT B).

Für die einzelnen Komponenten gilt:

(BT B)ik =
d∑

j=1

BjiBjk =
d∑

j=1

(Rai)j(Rak)j = RaiRak = ai(RT Rak) = aiak.
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Wir de�nieren die Gramsche Determinante

gram(a1, ..., ad) :=
∣∣∣∣ det

a1 · a1 ... a1 · ad

... ...
ad · a1 ... ad · ad

∣∣∣∣.
Dann erhalten wir für das Volumen des Parallelepipeds:

voldP (a1, ..., ad) =
√
gram(a1, ..., ad).

Zurück zum 2D-Fall

Betrachten wir nun das von he1 und ke2 in ξR aufgespannte Rechteck

R = ξR + P (he1 + ke2).

Wir erhalten für das Volumen des Bildes R̃:

vol2(Ψ′(ξR)R) = vol2(Ψ′(ξR)ξR + Ψ′(ξR)P (he1, ke2))
TI= vol2(Ψ′(ξR)P (he1, ke2))
= vol2(P (Ψ′(ξR)he1,Ψ′(ξR)ke2))

= det
(

h2∂1Ψ · ∂1Ψ hk∂1Ψ · ∂2Ψ
hk∂1Ψ · ∂2Ψ k2∂2Ψ · ∂2Ψ

) 1
2

=
√

h2k2 det
(

∂1Ψ · ∂1Ψ ∂1Ψ · ∂2Ψ
∂1Ψ · ∂2Ψ ∂2Ψ · ∂2Ψ

) 1
2

= vol(R)
√
gram(∂1Ψ(ξR), ∂2Ψ(ξR)),

also
vol2(Ψ′(ξR)R)

vol(R)
=
√
gram(∂1Ψ(ξR), ∂2Ψ(ξR)).

Allgemein de�nieren wir:

Definition

Seien U ⊆ Rd o�en, Ψ ∈ C1(U, Rn), A ⊆ U beschränkt mit A ⊆ U und ∂A unwesentlich.

Weiter seien Ψ|A\N injektiv und Ψ′|A\N habe Rang d in jedem Punkte aus A\N , wobei N ⊆ A
unwesentlich.

Zu g : Ψ(A) → R mit g ◦Ψ fast überall stetig auf A heiÿt dann∫
Ψ(A)

g :=
∫

A

g ◦Ψ
√
gram(∂1Ψ, ..., ∂dΨ)

das Ober�ächenintegral von g über Ψ.

Bemerkung

Insbesondere gilt vold(Ψ(A)) =
∫
Ψ(A)

1.

Beispiele

(1) Spezialfall d = 1 (Kurve).

Wir müssen zeigen, dass mit A = [a, b], Ψ : R → Rn gilt: vol(Ψ(A)) = L(Ψ) (Kurvenlänge).

vol1(Ψ(A)) =
∫

Ψ(A)

1 =
∫

A

1
√
gram(∂1Ψ) =

∫
A

√
det(∂1Ψ · ∂1Ψ) =

∫ b

a

√
(Ψ′(t))2dt = L(Ψ).
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(2) Spezialfall d = 2, n = 3 (Ober�äche).

Wegen ∀a, b ∈ R3 : |ab| = ||a||2||b||2 cos ^(a, b) erhalten wir:

gram(a, b) = det
(

a2 ab
ab b2

)
= ||a||22||b||22 − |ab|2 = ||a||22||b||22 sin2 ^(a, b) = ||a× b||22,

also gilt
||a× b||22 = vol2P (a, b)

und damit ∫
Ψ(A)

g =
∫

A

(Ψ(u, v))||∂1Ψ(u, v)× ∂2Ψ(u, v)||2d(u, v).

(3) Berechnung der 3-Kugelober�äche (Radius R).

Wir rechnen wieder in Kugelkoordinaten via

F (r, ϑ, ϕ) = (r sinϑ cos ϕ, r sinϑ sinϕ, r cos ϑ).

Dann gilt mit A = [0, π]× [0, 2π] und Ψ(ϑ, ϕ) := F (R,ϑ, ϕ):

∂1Ψ(ϑ, ϕ) = R(cos ϑ cos ϕ, cos ϑ sinϕ,− sinϑ),
∂2Ψ(ϑ, ϕ) = R(− sinϑ sinϕ, sinϑ cos ϕ, 0),

also für die Gramsche Determinante

gram(∂1Ψ(ϑ, ϕ), ∂2Ψ(ϑ, ϕ)) = R4 det
(

1 0
0 sin2 ϑ

)
= R4 sin2 ϑ

und damit für die Kugelober�äche

vol2(∂BR(0)) =
∫

Ψ(A)

1

=
∫

A

√
gram(∂1Ψ(ϑ, ϕ), ∂2Ψ(ϑ, ϕ))

=
∫ π

0

∫ 2π

0

√
R4 sin2 ϑdϕdϑ

= 2πR2

∫ π

0

sinϑdϑ

= 2πR2[− cos ϑ]π0
= 4πR2.
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3.6 Integration über allgemeine Flächen

Definition

Eine Menge S ⊆ Rd heiÿt eine d-dimensionale Ck-Fläche (k ≥ 1), wenn es zu jedem p ∈ S eine
Umgebung V ⊆ Rn und eine Abbildung Ψ : U → V ∩ S gibt (U ⊆ Rd o�en), so dass gilt:

(1) Ψ ist k-mal stetig di�erenzierbar als Abbildung nach Rn.
(2) Ψ : U → V ∩ S ist ein Homeomorphismus.
(3) Ψ′(x) : Rd → Rn ist injektiv für jedes x ∈ U .

Ψ heiÿt Parametrisierung oder lokales Koodinatensystem in einer Umgebung von p.

V ∩ S heiÿt dann eine Koordinatenumgebung .

Tp(S) := Ψ′(Ψ−1(p))Rd heiÿt der Tangentialraum an S in p.

Beachte

Wegen (3) gilt stets dim Tp(S) = d, denn Ψ′(q)e1, ...,Ψ′(q)ed sind linear unabhängige Elemente von
TΨ(q)(S) (und bilden damit eine Basis des Tangentialraums).

Bemerkung

Sei f : S → Rk stetig mit kompaktem Träger

supp(f) := {x ∈ S | f(x) 6= 0}.

Dann wird supp(f) ⊆ S durch endlich viele Koordinatenumgebungen V1 ∩ S, ..., Vm ∩ S überdeckt mit
zugehörigen lokalen Koordinatensystemen Ψ(i) : Ui → Vi ∩ S und es gibt glatte Funktionen ϕi : Rn → R
mit supp(ϕ) ⊆ Vi und

∑m
i=1 ϕi(x) = 1 für alle x ∈ supp(f) (dies ist nicht trivial!).

Wir nennen die ϕi dann Zerlegung der Eins auf supp(f) und de�nieren∫
S

f :=
∫

S

f1 =
∫

S

f
m∑

i=1

ϕi =
m∑

i=1

∫
ϕif.

Letzterer Term ist mit den uns bisher bekannten Mitteln berechenbar.
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3.7 Der Gauÿsche Integralsatz

Satz (Integralsatz von Gauÿ)

Seien U ⊆ Rn o�en, F ∈ C1(U, Rn), Ω ⊆ Rn o�en und beschränkt mit Ω ⊆ U, ∂Ω (n−1)-dimensionale
C1-Fläche mit stetigem äuÿeren Normalenfeld ν : ∂Ω → Rn, so dass gilt:

(1) ∀p ∈ ∂Ω : ||ν(p)||2 = 1,
(2) ∀p ∈ ∂Ω : ν(p)⊥Tp(∂Ω) und
(3) ∀p ∈ ∂Ω : ∃ε > 0 : ∀0 < ε < ε : p + εν(p) /∈ Ω.

Dann gilt ∫
Ω

div(F ) =
∫

∂Ω

ν · F.

Beweis

Zur Erinnerung: Die Divergenz (oder Quellstärke) eines n-dimensionalen Vektorfeldes F haben wir als

div(F ) := ∂1F1 + ∂2F2 + ... + ∂nFn

de�niert, also als Spur der Jacobi-Matrix JF .

Wir unterscheiden zwei Sonderfälle:

Sonderfall 1:

Ω ist ein Quader.

O.B.d.A. sei n = 2, Ω = (a, b) = (a1, b1)× (a2, b2) ⊆ R2. Dann gilt:∫
Ω

divF =
∫ b2

a2

∫ b1

a1

∂

∂x1
F1(x1, x2)dx1dx2 +

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂

∂x2
F2(x1, x2)dx2dx1

HS=
∫ b2

a2

F1(b1, x2)− F1(a1, x2)dx2 +
∫ b1

a1

F2(x1, b2)− F2(x1, a2)dx2

=
∫ b2

a2

e1 · F (b1, x2) +
∫ b2

a2

−e1 · F (a1, x2)dx2 +
∫ b1

a1

e2 · F (x1, b2) +
∫ b1

a1

−e2 · F (x1, a2)dx2

=
∫

∂Ω

ν · F.

Sonderfall 2:

Ω ist ein deformierter Quader.

Zu y ∈ Rn setze ŷ := (y1, ..., yn−1) ∈ Rn−1, dann können wir schreiben

Ω = {x ∈ Rn | x̂ ∈ [â, b̂], ãn < xnxf(x̂)}

mit glatter Funktion f , so dass Ψ : q 7→ (q̂, f(q)) den deformierten �Deckel� Γ des Quaders parametrisiert.
Dabei ist ãn (willkürlich) so gewählt, dass supp(F ) ⊆ (â, b̂)× (ãn,∞).

Wir setzen H(y) := (ŷ, yn + f(ŷ)) und an := ãn −max(f), bn := 0, dann

H([a, b]) = {x ∈ Rn | x̂ ∈ [â, b̂], an + f(x̂)︸ ︷︷ ︸
<ãn

≤ xn ≤ f(x̂)}

= Ω ∪ {x ∈ Rn | x̂ ∈ [â, b̂], an + f(x̂) < xn < ãn}︸ ︷︷ ︸
hier ist divF = 0

.
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Wir zeigen: ∫
Ω

div(F ) =
∫

Γ

F · ν.

∫
Ω

div(F ) =
∫

H([a,b])

div(F )

Transform.=
∫

[a,b]

(div(F ) ◦H) |detH ′|︸ ︷︷ ︸
=1

Kettenregel
=

∫
[a,b]

div(F ◦H)(y)− f ′(y)∂n(F̂ ◦H)(y)dy

(∗)
=

∫
[â,b̂]

Fn(H(ŷ, 0))dŷ︸ ︷︷ ︸
nach Sonderfall 1

−
∫

[â,b̂]

f ′(ŷ)
∫ 0

an

∂

∂yn
Fn(y)dyndŷ

HS=
∫

[â,b̂]

Fn(Ψ(q))− f ′(q)F̂ (Ψ(q))dq

Ober�äche=
∫

[â,b̂]

(ν · F )(Ψ(q))
√
gram(∂1Ψ(q), ..., ∂n−1Ψ(q))dq

(∗∗)
=

∫
Ψ([â, b̂])︸ ︷︷ ︸

=Γ

ν · F

=
∫

∂Ω

ν · F.

Bei (∗) haben wir benutzt, dass F ◦H = 0 auf allen Seiten von [a, b] bis auf [â, b̂]× {0}.
Zu (∗∗): Wir haben gesetzt:

ν̃(Ψ(q)) := (−∂1f(q), ...,−∂n−1f(q), 1),

dann ||ν̃||2 =
√
gram(∂1Ψ(q), ..., ∂n−1Ψ(q)) und damit ν := ν̃

||ν̃||2 normiert.

ν · F = ν1F1 + ... + νnFn wird als die Normalkomponente von F bezeichnet.

Allgemeiner Fall.

Wir benutzen die �Zerlegung der Eins� aus �5.4.

Zu jedem x ∈ Ω existiert eine Umgebung vom Typ Q = (a, b) ⊆ U mit

(1) x ∈ Ω ⇒ Q ⊆ Ω;

(2) x ∈ ∂Ω ⇒ Q ∩ ∂Ω ist eine Koordinatenumgebung mit Parametrisierung

Ψ : πi(Q) → Rn mit πi : Rn → Rn−1

x 7→ (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) ,

wobei Ψ(q) = (q1, ..., qi−1, f(q), qi, ..., qn−1) (wir nennen solche Funktionen vom Graph-Typ).

Beachte: πi(Ψ(q)) = q).

Dass wir Q ∩ ∂Ω so parametrisieren können, ist nicht trivial!
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Da Ω kompakt, gilt weiter Ω ⊆ (a(1), b((1)) ∪ ... ∪ (a(m), b(m)).

Wir konstruieren nun eine �Zerlegung der Eins� ϕi ∈ C1(Rn, R), supp(ϕi) ⊆ Qi,
∑m

i=1 ϕi(x) = 1 für alle
x ∈ Ω.

Dann gilt: ∫
Ω

div(F ) =
∫

Ω

div

((
m∑

i=1

ϕi

)
F

)

=
m∑

i=1

∫
Ω

div(ϕiF ) (supp(ϕiF ) ⊆ Qi)

=
∑

i:Qi⊆Ω

∫
Qi

div(ϕiF )︸ ︷︷ ︸
= 0, Sonderfall 1

+
∑

i:Qi∩∂Ω 6=∅

∫
Qi∩Ω

div(ϕiF )

=
∑

i:Qi∩∂Ω 6=∅

∫
Qi∩∂Ω

(ϕiF ) · ν︸ ︷︷ ︸
Sonderfall 2

=
m∑

i=1

∫
Qi∩∂Ω

(ϕiF ) · ν

Flächenintegral
=

∫
∂Ω

F · ν.

Bemerkung

Der Gauÿsche Integralsatz verallgemeinert den 1D-Hauptsatz der Di�erenzial- und Integralrechnung:

Mit Ω = (a, b) ⊆ R, F := f : Ω → R gilt ∂Ω = {a, b}, ν(p) = {(+1), p=b
(−1), p=a und div(F ) = ∂1F1 = f ′, also∫

Ω

div(F ) HS= 1f(b)− 1f(a) = ν(b) · F (b)− ν(a) · F (a) =
∑

p∈∂Ω

ν(p) · F (p) =
∫

∂Ω

ν · F.
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