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1 Topologie metrischer Raume

1.1 Normierte und metrische Riaume

DEFINITION 1.1
Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung || - || : V = R, z > ||z|| mit

(N)Vz eV :|lz|]]=0< 2 =0.
(N2) VA eR, z € V :||Az|| = |\]]|z]]-
(N3) Va,y € V : ||z +y|| <|lz|| + ||y|| (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V, || - ||) heillt normierter R-Vektorraum.

BEMERKUNG 1.2
(1) Ve eV |lz|] =2 0, denn 0 = [[z + (=) || < [lz[| + || = 2| = [J«|| + [ = U[|=[| = 2||=|| = [l=|| = 0.
(2) Es gilt die ,,umgekehrte Dreiecksungleichung” Va,y € V : |||z|| — ||y|| | < ||= — y]]-

BEISPIEL 1.3 (Normen auf R™)
Sei V' = R"™. Folgende Abbildungen definieren Normen auf V:

(1) [|z||y = >0 || (1-Norm).
2) |[z]|2 := \/m (euklidische Norm).

(2)
(3) [|z]]oo := max{|x1], ..., |xn|} Mazimumsnorm.
(4)

n 1 .
4) llzllp = iy llP) ¥ (1 < p < 00) (p-Norm). Beachte: lim [z]lp = [2]]oc-

BEISPIEL 1.4 (Normen auf C%([a, b]))

Sei V. =C%[a,b]) :=={f : [a,b] = R | f stetig}. Wir kénnen V zu einem normierten Raum machen durch
(1) Sup-Norm: ||f||sc := sup{|f(z)| | = € [a,b]}.

(2) £1-Norm: ||fllx = [ |f ()] da.

(8) £2-Norm: [|f]l2 := ([ f (@) da)?.

(4) £2-Norm: ||flp = (f; 1F @) dz)7 (1< p < 0).

N

BEISPIEL 1.5

(1) Der Raum /. der beschrinkten Folgen (x,)neny € RY mit ||(z,)]| := sup|xn| ist ein normierter
R-Vektorraum. nelt

(2) Fiir (z,)nen € RY definiere ||(zy,)|], == (3 ne |xn\p) Dann ist £, := {(z,) € RY | ||(zn)]], < o0}
ein R-Vektorraum und || - ||, eine Norm auf L'

BEMERKUNG 1.6 (niitzliche Ungleichungen)

(1) Seien p € (1,00) und g := 2= (d.h. 1 —|— 2 =1), dann Vz,y € R"™: ||z - y||1 < ||z||pl|lyll; (Holder).

(2) Seip € (1,00), dann gilt Vx,y eR™: Hx +y||p <|lz|lp + |yllp (Minkowski, A-Ungleichung fir || -|,).
(3) Seien p,q € [1,00] mit p < ¢g. Dann gilt Yo € £, : ||z||q < ||z||p, insbesondere £, C ¢, (Jensen).

DEFINITION 1.7
Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X = R, (z,y) — d(z,y) mit

M1) d(z,y) =0z =y.
(M2) Vz,y € X : d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie).
(M3) Va,y,z € X : d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d.
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BEMERKUNG 1.8
(1) Absténde sind nie negativ: Vo,y € X : 0 = d(z,x) < d(z,y) + d(y, x) = 2d(z,y) = d(z,y) > 0.
(2) Sei (V.|| -]]) ein normierter Raum. Dann induziert || - || eine Metrik d auf V' durch d(z,y) := ||z — y||.

(3) Nicht Jeder metrlsche Raum beruht auf einem normierten Vektorraum: Beispielsweise definiert
d(z,y) := {1 oty Y eine Metrik auf X = R, die von keiner Norm induziert wird.

Metrische Rdume sind also eine Verallgemeinerung der normierten Raume.

BEISPIELE 1.9

(1) Seien X eine nicht leere Menge und 6(z,y) := {1 - 7&3 Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. § heifst
die diskrete Metrik.

(2) Durch d(z,y) \/f |z (t) — y(t)|2 dt (z,y € C°([—m,7])) wird auf C°([—7, 7]) eine Metrik definiert.

(3) R? wird meist mit dem euklidischen Abstand da(z,y) = /|71 — y1]? + |22 — yo|? fiir z = (z1,22)
und y = (y1,92), 7,y € R? ausgestattet.

(4) di(z,y) = |x1 — y1| + |v2 — ya| (2, y € R?) liefert einen weiteren Abstand auf R2.

(5) R™ lasst sich allgemein mit der Mazimumsmetrik deo(x,y) = ,max |:r;€ — yk| (xz,y € R™) versehen.
(6) Auch auf C°([a, b],R) existiert eine Maximumsmetrik: do(z,y) = )Z] |z(t) — y(t)| z,y € C°([a, b]).

DEFINITION 1.10

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir a € X, € > 0 heifit B.(a) := {x € X | d(a,z) < €} offene Kugel
mit Mittelpunkt a und Radius € bzgl. der Metrik d.

Eine Teilmenge U C X heifst Umgebung des Punktes z € X, falls ein € > 0 existiert mit B.(z) C U.

BEMERKUNG 1.11

Insbesondere ist B.(x) selbst eine Umgebung von z (die e-Umgebung von x).

SaTz 1.12 (Hausdorffsches Trennungsaxiom)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gibt es zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X Umgebungen
U von zund V von y mit U NV = 0.

BEWEIS

Sei § := d(z,y). Setze € := $ und dazu U := Bc(z); V := B.(y). Angenommen, U NV # ), d.h. es gibt
z€UNV.Dann gilt € = d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < g + g = ¢, ein Widerspruch. [ |
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1.2 Topologie metrischer Raume

DEFINITION 1.13

Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes (X, d) heilt offen, wenn Vo € U : de > 0 : B(x) C U,
d.h. falls U Umgebung all seiner Punkte ist.

BEMERKUNG 1.14
(1) X und 0 sind offen, denn Vo € X : B1(z) C X und Vz € 0 : By(z) C 0.

(2) Sind U,V C X offen, dann auch U NV, d.h. endliche Schnitte offener Mengen sind offen. Sei dazu
x€UNV;daU und V offen, gibt es B, (x) C U und B, (x) C V. Setze € := min{ey, e2}. Dann gilt
B.(x) CUNV, denn fiir alle y € Bc(z) ist d(y,z) < € < €1, d.h. y € B, (x) CU und d(y, x) < € < €3,
dh.y€ B, (z) CV,alsoy e UNV.

(3) Seien I eine nicht-leere Indexmange und dazu U; offen fiir alle ¢ € I. Dann ist auch (JU; offen, d.h.

beliebige Vereinigung offener Mengen sind offen: Sei x € |JU; = = € U, fiir ein i € I; da U;, offen,
gibt es € > 0 mit B.(z) C U;, C |JU;, also |JU; offen.

DEFINITION 1.15

Seien X eine Menge, P(X) :={Y | Y C X} die Potenzmenge von X. O C P(X) heilt eine Topologie
auf X oder System offener Mengen und (X, O) heifst ein topologischer Raum, falls

(01) X,0 € O;

(02) 01,0, € O=0,1N03 € O und

BEISPIELE 1.16
(1) Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann ist Oy := {O C X | O offen} eine Topologie auf X.

Topologische Rdume verallgemeinern also metrische Rdume in dem Sinne, dass jeder metrische Raum
vermoge Oy als topologischer Raum aufgefasst werden kann. Wir kénnen aber auch topologische
R&ume konstruieren, die nicht von einer Metrik induziert werden.

(2) Sei X eine Menge, dann sind {@), X } und P(X) Topologien auf X. {0, X} heift die chaotische Topo-
logie; P(X) die diskrete Topologie. Letztere wird von der diskreten Metrik induziert.
Offenbar gilt fiir jede Topologie O auf X, dass {#, X} C O C P(X).

(3) Okor. := {0 C X | X = 0 oder X\O ist endlich} heift die Kofinaltopologie auf X. Ist X endlich,
dann ist dies die diskrete Topologie P(X).

(4) Sind (X1, 01) und (X2, O3) topologische Raume, dann ist Opyoq. := {O1 X O3 | O1 € 01,02 € O}
eine Topologie auf dem Produkt X; x X5 := {(x1,22) | 1 € X1, 22 € Xo}. Opyoq. heifit die
Produkttopologie auf X; x Xs.

(5) Seien d; die euklidische Metrik auf R und dy die euklidische Metrik auf R?. Dann stimmt die Produkt-
topologie von (R, Oy, ) mit sich selbst mit der Topologie des metrischen Raumes (R?, O,4,) iiberein.

DEFINITION 1.17
Sei (X, O) ein topologischer Raum. A C X heifst abgeschlossen, falls X'\ A offen ist.

BEMERKUNG 1.18

(1) Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann sind die offenen Kugeln B.(z) := {y € X | d(x,y) < €} offen
(im Sinne von Oy) und die abgeschlossenen Kugeln K. (z) := {y € X | d(z,y) < €} abgeschlossen.

(2) In topologischen Riaumen kann es Mengen geben, die weder offen noch abgeschlossen sind. Beispiels-
weise sind die halboffenen Intervalle [a, b) weder offen noch abgeschlossen in der euklidischen Topologie
von R Dagegen sind [a, b] stets abgeschlossen und (a, b) offen.

(3) X, 0 sind sowohl offen als auch abgeschlossen in jeder Topologie auf X.
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SAaTz 1.19

Sei (X, ) ein topologischer Raum, dann sind endliche Vereinigungen und beliebige Schnitte abge-
schlossener Mengen wieder abgeschlossen.

BEWEIS

(1) Seien I eine Indexmenge, (A;);er € X abgeschlossen, d.h. AS ist offen fiir alle ¢ € I. Dann ist auch
(NA:)° =U(AS) € O, d.h. N A; abgeschlossen.

(2) Seien Aq,...,A, C X abgeschlossen, d.h. Af,..., AS offen. Dann ist auch A§ N ... N AS offen, d.h.
AL U UA, = ((Af) N...N AS)° abgeschlossen. |

DEFINITION 1.20

Seien (X, 0) ein topologischer Raum und z € X. U C X heifst eine Umngebung von z, falls es ein
O €Ogibtmitze O CU.

BEMERKUNG 1.21

Ist (X, d) ein metrischer Raum, dann sind die Umgebungen von (X, Oy4) gerade die in Def. 2.10 charak-
terisierten.

DEFINITION 1.22

Ein topologischer Raum heifst Hausdorffraum, falls er das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt.

BEISPIELE 1.23
(1) Metrische Réume sind Hausdorffriume.
(2) (X, Oxot.) ist fiir unendliches X kein Hausdorffraum.

DEFINITION 1.24

Seien (X, O) ein topologischer Raum und Y C X. Ein Punkt x € X heilt innerer Punkt von Y, falls
Y eine Umgebung von z ist. Die Menge Y° der inneren Punkte von Y heifst Inneres von Y.

x € X heift ein Beriihrpunkt von Y, falls U N'Y # () fiir jede Umgebung U von z. Die Menge Y der
Beriihrpunkte von Y heifst der Abschluss von Y.

Ein x € Y\Y° heifit Randpunkt von Y. Die Menge dY der Randpunkte von Y heift der Rand von Y.

BEMERKUNG 1.25

(1) Es gilt stets Y° CY C Y. Y* ist die groRe offene Teilmenge von Y; Y die kleinste abgeschlossene
Obermenge. Y ist abgeschlossen und es gilt Y =Y U Y.

(2) In der euklidischen Topologie von R gilt d(a,b) = d(a, b] = d[a,b) = J[a,b] = {a,b}. 0Q =R.

(3) Fiir U,V C X gelten stets (UNV)° =U°NV° und (UUV)° D U°UV®; dagegen UNV CUNV
und UUV =UUV.

(4) In metrischen Réumen (X, d) muss nicht gelten K.(z) = B.(z) (z € X, ¢ > 0).
Setze Sc(z) :={y € X | d(z,y) = €}, dann B.(x) C Sc(z) (,C“ ist moglich).

Sei (X, ]| - ||) ein normierter Vektorraum, dann gelten K.(z) = Bc(z) und 9B (z) = 0K (x) = Sc(x)
(re X, e>0).
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1.3 Konvergenz in metrischen Ridumen

DEFINITION 1.26

Sei (X, d) ein metrischer Raum. (7, )nen € XN heifit konvergent gegen den Punkt x € X, wenn
Ve>0:dN e N:Vn> N :d(z,,z) <e.

x ist dann eindeutig bestimmt. Wir schreiben lim x,, =  und nennen = den Grenzwert von (z,,)nen-
n—oo

BEMERKUNG 1.27

Genau dann konvergiert (x,)nen gegen x, wenn zu jeder Umgebung U von z ein N € N existiert, so
dass U alle Folgenglieder z,, mit n > N enthilt. Dies motiviert einen Konvergenzbegriff fiir allgemeine
topologische Réume:

DEFINITION 1.28

Sei (X,0) ein topologischer Raum. Eine Folge (x,)nen konergiert gegen ein z € X, falls fir jede
Umgebung U von z ein N € N existiert mit Vn > N : x, € U.

BEMERKUNG 1.29
(1) In topologischen R&umen koénnen Folgen gegen mehrere Punkte konvergieren. In der chaotischen
Topologie (X, {0, X}) konvergiert etwa jede Folge gegen jeden Punkt, da X einzige Umgebung ist.

(2) Sei (X, d) wieder ein metrischer Raum. Dann lasst sich die Abgeschlossenheit wie folgt charakterisie-
ren:
A C X ist abgeschlossen < fiir alle Folgen (z,,)nen € A gilt lim z, € A.
n— oo

DEFINITION 1.30

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,)nen € X heifit eine Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve>0:dN eN:Vn,m > N : d(xp, xm) < €.

(X, d) heit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge (z,,)neny € X in X konvergiert.

Einen vollstdndigen normierten Vektorraum nennen wir auch Banachraum.

BEMERKUNG 1.31

Konvergente Folgen sind stets Cauchy-Folgen (§-Argument). Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

DEFINITION 1.32

Seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X nicht leer. diam(A) := sup{d(x,y) | =,y € A} heifit der
Durchmesser von A und wir nennen A beschrinkt, falls diam(A) < co.

BEMERKUNG 1.33

(1) Genau dann ist A C X beschrénkt, wenn A in einer Kugel liegt, d.h. wenn a € X und r > 0 existieren
mit A C B,(a).

(2) Schachtelungsprinzip: Seien (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und A4; 2 As D ... nicht-leere,

abgeschlossene Teilmengen von X mit diam(Ag) — 0 fir £ — oco.

Dann gibt es genau einen Punkt « € X, der in (J{Ax | ¥ € N} (d.h. in allen Ay) liegt.
(3) Genau dann konvergiert eine Folge (z.,)men C R™ gegen ein z € R™, wenn fiir jedes i € {1,...,n} die

Folge (x%))meN C R gegen die i-te Komponente von x konvergiert.

Insbesondere ist (R™, || - ||1) vollstdndig (da (R,]|-]) es ist).
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1.4 Stetigkeit in metrischen Raumen

DEFINITION 1.34

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Réume, f : X — Y eine Abbildung und = € X.
f heifst stetig in x, wenn fiir jede Folge (zn)neny C X gilt: z, — a = f(x,) — f(a).
Ist f stetig in jedem Punkt x € X, so nennen wir f stetig auf X.

BEMERKUNG 1.35

(1) Sind XY, Z stetige Rdume und f: X =Y, g:Y — Z stetig. Dann ist auch go f : X — Z stetig.
Sind f stetig in « € X und g stetig in f(z) € Y, dann ist g o f stetig in x.

(2) e-0-Charakterisierung: Seien X,Y metrische Rdume, f: X — Y und € X. Dann gilt:

f ist stetigin z < Ve > 0:35 > 0:Vy € Bs(z) : f(y) € Be(f(x)).
(3) topologische Charakterisierungen: Seien X, Y metrische Rdume, f : X — Y und € X. Dann gelten:

f stetigin z < zu jeder Umgebung V von f(z) gibt es eine Umgebung U von x mit f(U) C V.
f stetigin X < fiir jedes in Y offene V C Y ist f~!(V) C X offen in X.

DEFINITION 1.36

Seien X,Y metrische Raume. Dann heiflt f : X — Y Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert mit

Vr,y € X :dy(f(z), f(y)) < Ld(z,y).

BEMERKUNG 1.37

(1) Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen den normierten Raumen (V|| -||v) und (W, || -||w ).
Dann gilt:

f ist stetig < f ist Lipschitz-stetig < 3C > 0:Yo € V : ||f(v)|lw < c||v]|v.

(2) Ist f : V — W linear und stetig, dann setzen wir ||f]| := sup{||f(©)|lw | ||v|| < 1}. Dann ist || f|| das
kleinstmogliche C' mit Yo € V 1 || f(v)||lw < C|Jv]|.

||| definiert dann eine Norm auf dem Vektorraum der linearen, stetigen Abbildungen zwischen V, W.

(3) Da Konvergenz in R™ dquivalent zu Konvergenz in allen Komponenten ist, gilt fiir ein f : R® — R™:

f ist stetig < f1,..., fin : R™ — R ist stetig.
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1.5 Kompaktheit in metrischen Raumen

DEFINITION 1.38

Seien X ein metrischer Raum, M C X und U = (U;);¢; eine Familie von Teilmengen von X.

U heift eine offene Uberdeckug von M, falls M C \J{U; | i € I'} und alle U; offen sind.

U enthélt eine endliche Teiliiberdeckung, falls es ein endliches J C I gibt mit M C (J{U; | j € J}.
M heikt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

BEMERKUNG 1.39
(1) Seien X ein metrischer Raum und K C X kompakt. Dann ist K beschrankt und abgeschlossen.

(2) Seien X,Y metrische Réume, f : X — Y stetig und K C X kompakt. Dann ist auch f(K) C Y
kompakt: Stetige Funktionen erhalten den Zusammenhang.

(3) Insbesondere gilt: Ist Y = R, dann nimmt f auf K sein Maximum und Minimum an.
(4) Seien XY metrische Riume, X kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f gleichméfig stetig.

(5) Trivialerweise ist bei einer konvergenten Folge auch jede Teilfolge konvergent. Um andererseits aus
einer nicht konvergenten Folge eine konvergente Teilfolge zu konstruieren, gibt es den ...

SATZ 1.40 (Satz von Bolzano-Weierstrafs)
Seien X ein metrischer Raum, K C X kompakt und (z,)nen eine Folge in K.

Dann besitzt (z,)nen eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in K konvergiert.

BEMERKUNG 1.41

Zu (1) gilt im Allgemeinen nicht die Umkehrung. Speziell fir X = R™ gilt allerdings der ...

SaTz 1.42 (Heine-Borel)
Sei K C R”. Dann gilt: K ist genau dann kompakt, wenn K beschréinkt und abgeschlossen ist.

FOLGERUNG 1.43

(1) Alle Normen im R™ sind dquivalent zu || - ||oo: Sei || - || eine Norm auf R™, dann gibt es C, ¢ > 0, so
dass fiir alle z € R™ gilt: ¢||z]|00 < ||2]| £ Cl|2|]|co-

(2) Sei X ein Vektorraum. Dann definiert in der Tat
A~ 117 3C,C > 0: Ve € X x o o] < [la| < Cl|

eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Normen auf X.

(3) Konsequenz: Begriffe wie Konvergenz, Stetigkeit, Offenheit, Abgeschlossenheit, Kompaktheit u.s.w.
sind im R™ unabhéngig von der gewdhlten Norm.
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1.6 Zusammenhang in metrischen Rdumen

BEMERKUNG 1.44

Seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Seien x,y € I. Dann besagt der Zwischenwertsatz, dass
zu jedem c zwischen f(x), f(y) ein z zwischen z,y existiert mit f(z) = c.

Wir wollen diesen Satz auf metrische Rdume verallgemeinern. Problem dabei: Es ist nicht klar, was
wzwischen im Allgemeinen heiflen soll.

DEFINITION 1.45

Ein metrischer Raum X heiflt unzusammenhdingend, wenn es offene, disjunkte, nicht-leere Mengen
A, B C X gibt mit X = AU B.

X heifst zusammenhdngend, wenn X nicht unzusammenhéngend ist.

BEMERKUNG 1.46

Genau dann ist X zusammenhéngend, wenn nur () und X zugleich offen und abgeschlossen sind.

SATZ 1.47 (Zwischenwertsatz)

Seien X, Y metrische Rdume, f: X — Y stetig und X zusammenhéngend.

Dann ist auch f(X) zusammenhéngend: Stetige Abbildungen erhalten den Zusammenhang.

BEMERKUNG 1.48

Zusammenhang mit dem Mittelwertsatz flir R: Genau dann ist M C R zusammenhéngend, wenn M ein
Intervall ist.

Also: Seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist auch f(I) ein Intervall.

BEMERKUNG 1.49

(1) Seien X ein metrischer Raum, A, B Teilmengen von X mit A C B C A und A zusammenhingend.
Dann ist auch B zusammenhéngend.

Insbesondere ist mit A C X stets auch der Abschluss von A zusammenhéngend.
(2) Seien X ein metrischer Raum und (A4;);cr eine Familie zusammenhéngender Teilmengen von X.

Besitzt (A;);cs einen gemeinsamen Punkt, d.h. ist (({A; | i € I} # 0, dann ist auch (J{4; | i € I}
zusammenhéngend.

Jeder Punkt von X ist also in einer maximalen zusammenhéingenden Teilmenge von X enthalten,
némlich in

M = A C X | Aist zusammenhangend und x € A}.
g
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