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Sarz 4.2 (Dini)

Sei X # () ein quasikompakter topologischer Raum. Wir versehen den Raum &€(X,R) der stetigen,
reellwertigen Funktionen auf X mit der Maximumsnorm || - ||co-

Seien f € €(X,R) und (gn)nen € €V(X,R) derart, dass Vo € X : (gn(7))neny € RY monoton wachsend
ist mit g, (z) — f(z) in R.

Dann konvergiert (g, )nen in €(X,R) gegen f.

BEWEIS

Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu jedem 2z € X ein n(z) € N mit |f(z) — gn@)(2)] < §. Da f, fu()
stetig, gibt es in X offene Umgebungen U'(z),U?(z) von x mit Vy € Ul(x) : |f(z) — ( )| < § und
Yy € U(2) ¢ |gn(z) () — gn(z)(W)| < §. Setze U(x) := U'(x) NU?(x) (offen), dann gilt fiir alle y € U(x):

und da (g, )neny monoton wachsend, gilt Vy € U(z), n > n(x) : |f(y)— fu(y)| < €. Offensichtlich tiberdeckt
{U(x) | z € X} den Raum X. Da X quasikompakt, gibt es endlich viele z1, ..., 2, mit [J;-, U(z;) = X.
Bezeichne N das Maximum aus {n(z1), ..., n(Zm)}

Sei nun z € X beliebig. Dann gibt es ein ¢ € {1,...,m} mit € U(x;) und fiir alle y € U(xz;) und alle
n > N gilt: [f(y) — gn ()| < |f(¥) = Gn@)(¥)| <€, d.h. g, konvergiert gleichméfkig gegen f. |

SATZ (Stone-Weierstraf)

Seien X # () ein kompakter topologischer Raum und die R-Algebra €(X,R) der stetigen, reellwertigen
Funktionen auf X mit der Maximumsnorm versehen.

Sei A eine punktetrennende R-Unteralgebra von €(X,R), d.h. zu 2,y € X mit & # y gibt es stets ein
feAmit f(z) # f(y).
Dann liegt A dicht in €(X,R), d.h. der Abschluss A von 4 ist €(X,R).

BEWEIS

Der Abschluss von A ist eine R-Unteralgebra von €( X, R). (E sei also A eine abgeschlossene R-Unteralgebra
von €(X,R).

Seien f € C(X R) mit 0 < f <1 auf X und gy € €(X,R) mit 0 < gg < +/f. Dann konvergiert die durch
Jnt1: + 3(f — g2) rekursiv gegebene Folge (g,)nen gegen v/f in €(X,R):

(1) f f > gn, denn nach Vor. v/f > go. Gelte also \/f > g,,, dann

\/ngn-‘rl a4 \/ngn+%(f_g'r21)
A \/T_gn > 5(\/7_gn)(\/7+gn)
& 125(/F+gn)
= 1>/

(2) Vn € N: g, > 0, denn gg > 0 nach Voraussetzung. Sei also g, > 0, dann auch
In+1 = gn + %(f - 9721) 2 gn+ %(f - (\/f)Q) =gn > 0.

(3) (gn)nen ist monoton wachsend, denn gy = go + % (f — g&) > go. Gelte also g, > ... > g1 > go. Dann

Int1 = 9n < \/T_gn-l-lg\/f_gn
& VIi=(gn+3(f—92) <V —9n
= (\/f_gn)(l_%(\/?"i'gn))g\/f_gn
O AT S
5 %<f+gn>>o

Also insgesamt Vn € N: 0 < g, < gny1 < VF <
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Weiter konvergiert g,,(z) gegen (v/f)(z) = \/f(z) fiir alle z € X, denn sei x € X. Da (¢,,())neny monoton
wachsend und durch /f(x) nach oben beschrankt, konvergiert (¢, (2))nen. Sei g(x) der Grenzwert, dann

g(z) = g(2) + 3(f — ¢*(2)) & 1g°(z) = 1 f(z) & g(z) = \/f(z). Damit sind die Voraussetzungen des
Satzes von Dini erfiillt, d.h. gn — /[ in €(X,R).

Mit f liegt stets auch f in A. Wir zeigen dazu, dass |f der gleichméftige Grenzwert einer Funktionenfolge
in A ist. Da f stetig im kompakten Raum, nimmt |f| auf X ihr Maximum M = ||f|| an, (E M # 0.
Wir setzen g := "T\];I’ dann 0 < ¢%(z) < 1 fiir alle 2 € X und nach eben Gezeigtem lisst sich damit
lg| = \/g? gleichméfig durch Elemente aus A approximieren, wenn wir setzen go = 0 und rekursiv
In+1 = gn + 3(9%> — g2). Wir benutzen dabei natiirlich, dass fiir beliebiges p € R[X], h € A stets gilt
p(h) € A.

Damit folgt sofort, dass mit f € A auch die beiden (stetigen) Abbildungen max und min, gegeben durch
max{f,g} : X = A, = — max{f(z),g(x)} und min{f, g} : X - A,  — min{f(z),g(x)} in A liegen,
denn max{f, g} = 5(f + ¢+ |f — gl) und min{f, g} = 5(f + 9 —[f — g

Zu gegebenen z,y € X, x # y und a,b € R gibt es stets ein f € A mit f(z) = a und f(y) = b. Wihle
dazu (unter Ausnutzung der Punkttrennung) ein g € A mit g(z) # g(y) und setze

Wir wenden dies nun an: Sei € X beliebig. Dann gibt es ein f, € €(X,R), das gleichméfiger Grenzwert
einer Funktionenfolge aus A ist und die Bedingungen f,(z) = f(z) sowie Vf.(y) > f(y) — e erfiillt. Sei
namlich y € X, dann gibt es f¥ € A mit f¥(z) = f(x) und f¥(y) > f(y) — 5. Wegen der Stetigkeit
von f und fY gibt es eine in X offene Umgebung UY von y mit Vz € UY : fY(z) > f(z) — €. Die
{UY | y € X} bilden dann eine offene Uberdeckung von X; da X kompakt ist, konnen wir X bereits
mit {UY | y € {y1, ..., ym } Uberdecken. Setze f, := max{f¥ | y € {y1,...,Ym}}, dann ist f, gleichmé&piger
Grenzwert einer Funktionenfolge aus A (und es gilt fy(z) = z).

Letzter Streich: Wegen der Stetigkeit von f, f,, und f,(z) = x gibt es eine in X offene Umgebung U, von x
derart, dass Vy € X : f.(y) —e < f(y). Wiederum erhalten wir mir {U, | € X} eine offene Uberdeckung
von X und wegen der Kompaktheit daraus eine endliche Uberdeckung {U, | = € {1, ...,2,}}. Bezeichne
g die Abbildung min{f, | = € {z1,...,x,}, dann ist g gleichméfiger Grenzwert einer Funktionenfolge aus
A, also gilt nach Konstruktion |f(z) — g(z)| < € fiir alle x € X. |

ANWENDUNGEN 4.3

(1) (Approximationssatz von Weierstraft) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert einenF_c:}ge (Pn)nen von

Polynomen, die gleichmifig gegen f konvergiert, d.h. es gilt m[a}z] |f(z) — pn(x)] — 0.
xre|a,

(2) Sei K C R™ kompakt; P die Menge der multivariaten Polynome, d.h. Polynome in mehreren Variablen.
Dann ist P punktetrennend, denn zu z, y € K verschieden gibt es k € {1, ...,n} mit zj # y;: Betrachte

z.B. p(zy) = 2k, dann pi(z) =z # Y = pr(y)-
Also gibt es zu jedem f : K — R stetig und jedem € > 0 ein Polynom p mit sup |f(x) —pz)| < e
Damit liegen die Polynome dicht in €°(K,R).

(3) Komplexe Version: Sei V' ein normierter Raum und K C V kompakt und P C ¢°(K,C) mit 1 € P
eine punktetrennende Unteralgebra. Zusitzlich gelte p € P = p € P. Dann liegt P dicht in €°(K, C).

BEMERKUNG 4.4

Der Approximationssatz von WEIERSTRASS lésst sich auch direkt mit Hilfe von BERNSTEIN-Polynomen
zeigen, vgl. etwa Gubisch, M.: Proseminar Analysis.
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