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4.4 Der Satz von Radon-Nikodym

DEFINITION 4.2
Seien (X, A) ein Messraum und pu, v zwei Make auf X.

Dann heilt v absolut stetig bzgl. p (in Zeichen: v<pu), falls gilt:

VAe A:u(A)=0=v(A)=0.

BEMERKUNG 4.3

Absolut stetige Mafte lassen sich mittels Dichten, d.h. nicht negativer, messbarer Funktionen, ausdriicken:

LEMMA 4.4
Seien (X, A, p) ein Makraum und f : X — R eine Dichte.
Dann wird ein bzgl. 1 absolut stetiges Mafs definiert durch

v(A) = /Af dp.

BEWEIS

(1) v(A) >0,da f > 0.

(@) v(0) = f, f du=0.

(3) Sei (A, )nen C A eine Folge disjunkter, messbarer Mengen. Dann gilt:

(un) - f oo

neN U A,

Also ist v o-additiv.

(4) Sei N eine p-Nullmenge. Dann v(N) = [, f dp =0, d.h. v < p. |

BEMERKUNG 4.5

Zentrale Frage: Gilt auch die Umkehrung, d.h. kann zu einem Mafs p jedes bzgl. p absolut stetige Mafl
durch eine Dichte dargestellt werden?

Eine Antwort darauf gibt der ...
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4.4 Der Satz von Radon-Nikodym

SaTz 4.6 (Radon-Nikodym)

Seien p,v zwel endliche Mafe auf einem Messraum (X, A) mit v < p. Dann gibt es eine Dichte
h:X — R{ mit

VAG.A:V(A)z/hdu.
A

h ist bis auf eine Nullmenge eindeutig bestimmt.

BEWEIS
(1) Wir betrachten den Hilbertraum H := £2(X, A, u + ). Dann ist

H — R
o= [fdu

ein Funktional: I ist linear (da additiv und homogen) und

I:

Holder
\I<f>|:\/fdu|g/\f||1\dus/|f||1| A+ ) = IF1 2 Al = £,

also I beschrankt und damit stetig.
(2) Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es dann ein hg € H, so dass fiir alle f € H gilt:

I(f) = (ho. f) = / hof d(si+ ).

Also
1) = [ 1= [nof aGu+v) = [ hoau+ [ so a,

/fho dz/:/f(l—ho) du.

Setze N := {z € X : ho(x) <0}, dann (1 — hg)|ny > 1. Dann gilt:

d.h.

OSM(N):/]INduS]IN(lfho)dﬂ:/]INhodVﬁov

also p(N) = 0 und damit ho(x) > 0 u-fast {iberall.
Wegen v < p folgt dann v(N) =0, d.h. fiir alle A € A gilt

v-fast libera 1 1
u(A):/]IA dy Mo>0 vfast iibe H/—]IAho dy:/ho]IA(l—hO) du:/ — (1 - ho) dp.
ho a4 ho

Setze b := 7= (1 — ho) = 1520,

(3) Noch zu zeigen: h > 0 u-fast iiberall. Betrachte dazu A := {z € X | h(z) < 0}. Dann gilt:

Ogu(A):/hdugo,
A

also u(A) = 0. ]
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