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Fiir Halbsemesterstudierende ist dies das letzte Blatt.

Eine Umgebungsbasis (zu einem Punkt x) fiir die schwache Topologie in einem Banachraum X
wird gegeben durch

1
U {{yeX: |filz —y)| < - ijl,...,m} :m €Ny, Vfl,...,fmeX’}.
m€N+
Ein linearer Operator T: X — Y zwischen zwei Banachrdumen heifit kompakt, wenn das Bild

der Einheitskugel in X eine Menge ist, deren Abschlufl in Y kompakt ist.

1. Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum. Zeigen Sie, dafl der Abschluf3 der Einheits-
kugelhiille {x € X: |z|| = 1} in der schwachen Topologie gerade die gefiillte Einheitskugel
{z € X: ||z|| <1} ist.

Hinweis: Betrachten Sie  + Az mit z € H := ﬂ;lzl ker f; fir f1, ..., fm € X'. Zeigen Sie, daBl dim X/H < oo und also dim H = co
(und folglich H # {0}).

2. Sei X ein Hilbertraum. Es bezeichne X, bzw. X, den Raum X, versehen mit der schwachen
bzw. der Normtopologie. Zeigen Sie, dafl ein linearer Operator T: X,, — X, genau dann
stetig ist, wenn R(T") endlich-dimensional ist.

Hinweis: Verwenden Sie den vorigen Hinweis mit z = 0.

3. Sei k: [0,1] x [0,1] — C stetig, und K sei der Integraloperator zur Kernfunktion k, das
heifit

1
(K00 = [ kt.s)(s)ds f e C(o.1)).
Beweisen Sie:
e Der Operator K ist eine stetige Abbildung von X := C([0,1]) in sich, mit der Norm

1
1Kllegx = sup [ Ible.s)]ds.
t€[0,1] J s=0

e Der Operator K ist kompakt.
4. Mit der Situation der vorigen Aufgabe sei speziell k(s,t) = 0 fiir s > t.

e Betrachte die Volterra—Integralgleichung

ﬂﬂ=ﬂw+/ﬂk@$ﬂ$®-

Zeigen Sie, daf§ |K™|| < MT,n mit M := sup;s |k(t,s)| ist. Schlufifolgern Sie, daf
die Volterra—Integralgleichung fiir jede Funktion g € C([0,1]) genau eine Losung
f € C(]0,1]) besitzt.

e Bestimmen Sie das Spektrum o(K) von K.



5. Freiwillige Zusatzaufgabe

Sei X ein Banachraum, und A, B € L(X, X). Zeigen Sie: wenn id — AB invertierbar ist,
dann ist id+ B(id— AB) ' A das Inverse zu id — BA. Und es ist 0(AB)\ {0} = o(BA)\{0}.

Die Klausur findet am 26.07. nachmittags statt.



