Universitiat Konstanz
Fachbereich Mathematik und Statistik 25.06.2010
M. Dreher

Ubungen zur Funktionalanalysis, Blatt 11
Die Losungen sind abzugeben am Freitag, 02.07.2010, in den Briefkésten auf F 4.

1. Wir betrachten den Operator A = —dd—;: D(A) — H in folgenden Grundriumen H und
Definitionsbereichen D(A):

(a) H = I*((0,1)) und D(A) = {u € W2((0,1)): u(0) = u(l) = 0} (Dirichlet—
Randbedingungen),

(b) H = I*((0,1)) und D(A) = {u € W2((0,1)): «/(0) = v'(1) = 0} (also Neumann-
Randbedingungen),

(¢) H=I*R) und D(A) = W(R).
Dann ist D(A) C H dicht, und es ist D(A*) = D(A) (das soll an dieser Stelle nicht
bewiesen werden). Weiterhin ist A jeweils selbstadjungiert.

Bestimmen Sie jeweils Punktspektrum, stetiges Spektrum und Restspektrum von A, und
die zugehorigen Eigenfunktionen (soweit vorhanden) !

Hinweise: Im Falle von a) und b): Benutzen Sie Ihr Wissen iiber kompakte Einbettungen von Sobolevridumen. Suchen Sie einen
passenden kompakten Operator. Benutzen Sie 10.1. Im Falle von c¢): warum greift der Kompaktheitstrick hier nicht ? Generell kann
es niitzlich sein, Teile der reellen Achse zu finden, die zur Resolventenmenge gehéren miissen.

2. Sei H ein Hilbertraum iiber C, und seien P.l’ P; orthogonale Projektoren auf abgeschlossene
Unterrdume M7 und Ms. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) My C Mo,

(b) Esist PLPy, = PP, = Py,

(c) Esist |Piz||y < || Pzl fir alle z € H,

(d) Esist P; < P5 im Sinne von (Pyz,x) < (Pex,x) fiir alle z € H.

3. Sei (X, A) ein Mefiraum, H ein Hilbertraum iiber C und E: A — L(H) ein projektorwer-
tiges Maf3. Zeigen Sie:

(a) E(0) = 0r(m),
(b) E(AN B)+ E(AUB) = E(A) + E(B) fiir A, B € A,

(¢) Wenn A,, € A mit A, C Apy1, dann ist F(U,A,) =s — lim, . F(A,) (Konvergenz
in starker Operatortopologie),

(d) Fiir A,B € Amit ANB =0 ist R(E(A)) L R(E(B)).

Die Klausur findet am 26.07. nachmittags statt.



