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1. Sei X ein Hilbertraum, und seien A, B ∈ L(H), sodaß A−B ein kompakter Operator ist.
Beweisen Sie, daß σ(A) \ σp(A) ⊂ σ(B) gilt.

Das bedeutet: eine kompakte Störung läßt die Punkte des Spektrums, die keine Eigenwerte
sind, unverändert.

2. (Holomorpher Funktionalkalkül)

Sei X ein Hilbertraum und T ∈ L(X). Zeigen Sie: ist f ein Polynom, so gilt

f(T ) =
1

2πi

∮

Γ
f(λ)(λ − T )−1 dλ.

Hierbei ist Γ ein positiv orienterte Kreis um 0, mit Radius r > r(T ) (Spektralradius).

Anmerkung: ist f auf einer Obermenge von σ(T ) holomorph (und somit als Potenzreihe
darstellbar), so definiert diese Gleichung einen holomorphen Funktionalkalkül.

3. Es sei X ein reeller Hilbertraum, und T ∈ L(X) sei normal. Beweisen Sie: es gibt eine
eindeutige Zerlegung T = A + JB, wobei A = 1

2(T + T ∗), B = (C∗C)1/2 > 0L(X) mit

C = 1
2(T − T ∗) und J = −J∗, JB = BJ , kerB = ker J , sodaß J eine partielle Isometrie

ist (das heißt: eine Isometrie auf (ker J)⊥).
Hinweis: Man definiere J = s-limn→∞Cfn(C∗C), wobei

fn(t) =

(

1/
√

t : t ≥ 1/n,

0 : t < 1/n.

Um die Existenz des starken Limes zu zeigen, untersuche man
‚

‚Cfn(C∗C)x − Cfm(C∗C)x
‚

‚

2 und benutze den Funktionalkalkül über

die Spektralzerlegung von C∗C.

Bemerkung: hier gibt es eine Querverbindung zur elementaren Algebra: jede komplexe Zahl
w = u + iv kann geschrieben werden als

w ∼

(

u −v

v u

)

,

und Addition / Subtraktion / Multiplikation komplexer Zahlen entsprechen den jeweiligen
Operationen von Matrizen. Weiterhin ist

(

u −v

v u

)

=

(

u 0
0 u

)

+

(

0 − sign(v)
sign(v) 0

)(

|v| 0
0 |v|

)

,

und rechts steht gerade A + JB, wenn man die Matrix links T tauft.

Die Klausur findet am 26.07. von 14:00 bis 16:00 im Audimax statt.


