
Übungen Funktionalanalysis I Aufgabe 6.4

Aufgabe Seien (H, 〈·, ·〉) ein K-Hilbertraum (K = R oder C) und B : H ×H → K eine sesquilineare
Abbildung mit

∃C > 0 : ∀x, y ∈ H : |B(x, y)| ≤ C||x||||y||. (∗)

Dann gibt es genau einen linearen, beschränkten Operator T ∈ Lb(H) mit

∀x, y ∈ H : B(x, y) = 〈x, Ty〉.

Weiter ist ||T || die kleinste Konstante C, für die (∗) erfüllt ist.

Beweis Sei y ∈ H beliebig, dann definiert x 7→ B(x, y) eine lineare, stetige Abbildung By : H → K.
Nach dem Satz von Riesz existiert damit genau ein ỹ ∈ H mit B(x, y) = By(x) = 〈x, ỹ〉 für alle x ∈ H.
Definiere T : H → H durch Ty := ỹ. Dann gelten:

(1) T ist linear: Seien x, y, z ∈ H und α, β ∈ C, dann

〈x, T (αy + βz)〉 = B(x, αy + βz)
= αB(x, y) + βB(x, z)
= α〈x, Ty〉+ β〈x, Tz〉
= 〈x, αTy + βTz〉,

also T (αy + βz) = αTy + βTz.

(2) T ist beschränkt: Sei x ∈ H beliebig, dann

||Tx||2 = 〈Tx, Tx〉 = B(Tx, x) ≤ C||Tx||||x|| ⇐⇒ ||Tx|| ≤ C||x||.

Dabei besteht „⇐⇒“, weil T bijektiv, d.h. Tx = 0⇔ x = 0.

Da ||T || die kleinste Konstante mit ∀x ∈ H : ||Tx|| ≤ C||x|| ist, haben wir auch (∗) bewiesen.

(3) T ist eindeutig: Seien S, T ∈ Lb(H) zwei solche Operatoren, dann gilt für alle x, y ∈ H:

〈x, (T − S)y〉 = 〈x, Ty〉 − 〈x, Sy〉 = B(x, y)−B(x, y) = 0 =⇒ Ty = Sy,

d.h. T = S. �

Martin Gubisch 1 SS 2010


