Ubungen Funktionalanalysis I Aufgabe 6.4

AUFGABE Seien (H,(-,-)) ein K-Hilbertraum (K =R oder C) und B : H x H — K eine sesquilineare

Abbildung mit
AC > 0:Va,y € H: |B(z,y)| < Cllz||||yl]- (%)

Dann gibt es genau einen linearen, beschrankten Operator T € Ly(H) mit
Ve,y € H: B(z,y) = (z,Ty).

Weiter ist ||T|| die kleinste Konstante C, fir die (x) erfillt ist.

BEWEIS Sei y € H beliebig, dann definiert « +— B(z,y) eine lineare, stetige Abbildung B, : H — K.
Nach dem Satz von Riesz existiert damit genau ein §j € H mit B(z,y) = By(z) = (z,9) fir alle z € H.

Definiere T : ' H — H durch Ty := y. Dann gelten:
(1) T ist linear: Seien z,y,z € H und «, 8 € C, dann

(z,T(ay + PBz)) = B(z,ay+ p2)

aB(z,y) + BB(z, 2)

= a(z,Ty) + Bz, Tz)
(z,aTy + OTz),

also T'(ay + Bz) = oTy + BT z.
(2) T ist beschriankt: Sei 2 € H beliebig, dann

|T2|* = (T2, Tw) = B(Tz,2) < C||[Tallllzll = ||Tl| < Cllz|l.

Dabei besteht <=, weil T bijektiv, d.h. Tex =0 < =z = 0.
Da ||T'|| die kleinste Konstante mit Vo € H : ||Tz|| < C||z|| ist, haben wir auch (%) bewiesen.
(3) T ist eindeutig: Seien S, T € Ly(H) zwei solche Operatoren, dann gilt fiir alle x,y € H:

(z, (T = S)y) = (x,Ty) — (v, Sy) = B(x,y) — B(z,y) =0 = Ty = Sy,

dh. T =25. ]
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